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Sitzungsberichte 

der 

kOuigl.  bayer.  Akadeinie  der  Wisseosohaften. 


Mathematisch-physikalUche  Classe. 

Sitstnng  ?om  18.  Januar  1884. 

L  Herr  L.  Boltzmanm  legte  eine  Abhandlung  des  Herrn 

Dr.  F.  RiCflARZ,  Privatdocenten  an  der  Universität  Bonn: 
»lieber  die  elektrischen  und  magnetischen  Kräfte 
der  Atome"  vor,  unter  Besprechung  der  hauptsächlichsten 
Besnltate  derselben. 

2.  Herr  Gustav  Baüer  überreicht  der  Classe,  ebenfalls 
Qoter  Mittheiinng  der  wesentlichen  Ergebnisse,  eine  Abhand- 
luijg  des  Herrn  Dr.  Karl  DOhlemann,  Privatdocenten  für 
Mathematik  an  der  hiesigen  Universität:  .Lieber  eine  ein- 
fache, eindeutige  Raumtransformation  dritter  Ord- 
nung'. 


1»94.  Matb.-plijs.  Ci.  1. 
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üeber  die  elektrisciieii  und  magueüsclieu  Kräfte 

der  Atome. 

Von  Dr.  1".  Ii  icbar  z, 
Privatdocent  a&  der  Uni^erntftt  Bonn. 

(äimftUni^tH  iS.  Januar,) 

In  den  Sitzungou  der  Xit'derrheini:scl]en  Gesellschaft  in 
Bonn  vom  1.  Dezember  1800*)  und  vom  12.  Januar  1891*) 
babe  ich  einige  Betraclitunj^en  vurlänfi*;  mitgetheilt,  welehe 
an  die  elektrochemii-che  Theorie  in  derjenigen  Form  an- 
knüpfen, die  ihr  dnrch  Herrn  U.  von  ilebnliolt-/  in  einer 
Reihe  Ton  Abbandlungen  aus  den  Jahren  1873  bis  1882, 
sm  aosführlicbsien  in  seiner  Rede  zn  Faraday^s  Gedachtniss 
gegeben  wurde.')  Meine  Ausftihrungen  betrafen  die  elek- 
trische Wirkniig  iiltravioletten  Lichtes,  die  elektroljtiscbe 
Lf'ituni;  der  Gase,  das  eleklii^cliL'  Elementuninantiim ,  die 
dit'  zwisclien  den  Atomen  einor  Molekel  wirksamen  elektro- 
statischen, elektrodynamischen  und  Gravitationskräfte,  die 
cbemii^che  Wärmeentwicklung  insbesondere  die  Dis*5ociations- 
warme  (für  üutersalpetersäure  und  für  Joddampf),  die  Er- 
regung elektrodynamischer  Wellen  durch  periodische  Be- 
wegung der  Valenzladungen  und  endlich  eine  Anwendung  der 
kiaetischen  Theorie  mehratomiger  Gase  von  Herrn  Boltzmanu*) 

1)  F.Kicbars,  Silsber.  der  Niederrh.  Ges.  47,  p.  IIS,  114;  1890. 

2)  F.  Richarz,  Sitzber.  der  Niederrh.  Ges.  48,  p.  18—32;  1891. 

3)  H.  V.  Helmholtz,  Jottm.  ehem.  i5oc.  Jane  1881.  Vorträge  u. 
Eeden  II,  p.  275. 

4j  L.  Boltzmann,  8it«ber.  d.  Wiener  Akad.,  laathem.  Cl.,  63, 
p.  417,  1871. 
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und  des  Claiisins's('ben  ViriaUat/ch  auf  die  intramolekulare  Be- 
wegung. In  anderer  Anordnung  }ia1>e  ich  über  einen  Theil 
dieser  Betraclituno^on  am  26.  Juni  1891  in  der  Physikalischen 
Gesellschaft  zu  Berlin  vorgetragen.^} 

Weiterhin  schien  es  dann  zweclcinässiij,  bei  der  ausfßbr- 
liohen  Wieder|2;abe  der  erwähnten  Schlussfolgerungen,  von 
der  ich  dui'eh  andere  Arbeit  lanije  al«grh.ilten  wurde,  strenger 
zu  trennen,  was  schon  vor  Einlüiirung  der  elektrochemischen 
Theorie  abzuleiten  war,  was  erst  nach  Einführung  derselben. 
Jenes  sind  die  aus  der  Anwendung  des  Virialsatzes  auf  die 
kinetische  Theorie  der  Materie  zu  ziehenden  Schlüsse  in 
Bezug  auf  mehratomige  Gase*)  und  in  Bezug  auf  das  Gesetz 
von  Dulong  und  Petit.*)  In  ersterer  Arbeit  ergab  sich  ins- 
besondere eine  von  der  elektrochemischen  Theorie  unab- 
hängige Beziehung  zwischen  Dissoeiationswärme  und  Druck, 
welche  (wie  frühei'  die  der  elektrochemischen  Theorie 

und  der  Dissociationswiirn)e  gezogenen  Schlüsse)  bei  Unter- 
salpeter.-änre  und  Jodilampf  und  ausserdem  auch  bei  der 
Dissociationswümie  des  WasserstofFä  nach  Herrn  E.  Wiede- 
mann^s  Messungen*)  sich  bestätigt  fand. 

Im  Folgenden  »ind  die  au  die  Helmholtzsche  Theorie 
angeknüpften  Betrachtungen  ausführlieh  im  Znsaninienhang 
wiedergegeben  und  der  letzte  Abschnitt  über  den  mole- 
kularen Magnetismus  neu  hinzugefügt.  Während  der  Nieder- 
schrift erschien  die  Arbeit  von  Herrn  Ii.  Ebert  über  die 
Dissociationswärme  in  der  elektrochemischen  Theorie.*) 


1)  F.  Kicharz.  Verb.  Phys.  Ges.  Berlin  10,  p.  73-79;  1891. 

2)  F.  Richarz,  Wiedera.  Ann.  48,  p.  407-492;  189S. 

3)  F.  Kiclmrs,  Wied.  Ann.  48,  p.  708-716;  1893. 

4)  E.  AViedemann,  Wied.  Ann.  10»  p.  253»  1880;  18,  p.  609,  1883; 
0«twald,  Allgem.  Chemie  2,  p.  49. 

ö)  H.  Ebert,  Wied.  Ann.  50,  p.  255-260;  1893. 
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1.  Elektrochemische  Theorie  nach  Helmholtz. 

Die  Helmlioltz^sche  Form  der  elektrochemischen  Theorie 
hftt  folgenden  wesentlichen  Inhalt.') 

Faraday's  Oesets  von  der  festen  elektrolytischen  Wirkung 

liisst  sich  in  Verbindung  mit  Kt*kulL'\s  Theorie  von  der  clie- 
ini-chen  Valenz  dahin  zusaninienfjissen,  ,diiss  (lieselljo  Menge 
LIektricitüt,  wenn  sie  dun  Ii  einen  Klektrolyten  Hiesst,  immer 
dieselbe  Menge  von  Valenzwerthen  an  beiden  Elektroden  ent- 
weder frei  macht,  oder  in  aiiden»  Verbindungen  Oberführt*. 
Nimmt  man  die  von  Herrn  Hittorf  und  Herrn  F.  Kohlrausch 
nachgewiesenen  Gesetze  der  Jonenwanderung  hinzu,  so  kann 
man  dem  Faraday*schen  Gesetze  die  Form  geben:  «durch 
jeden  Qnersehnitt  eines  Elektrolyten  findet  immer  äquivalente 
elektrische  und  chemische  Bewegung  statt.  Genau  di&jelbe 
bestimmte  Menge,  sei  es  positiver,  sei  es  negativer  Elek- 
tricitiit  bewegt  sich  mit  jedem  einwerthigen  Jon.  oder  mit 
j«dem  Valenzwerth  eines  mehrwerthigen  Jon,  und  begleitet 
PS  imzertrennlich  bei  allen  Bewegungen,  die  dasselbe  durch 
die  Flüssigkeit  macht*. 

Bei  Hinzunahme  der  Atomtheorie  führt  dieses  Resultat 
zu  einer  Folgerung,  welche  Herr  H.^  t.  Helmholtz  so  aus- 
spricht: „Wenn  wir  Atome  der  chemischen  Elemente  an- 
nehmen, so  können  wir  nicht  umhin,  weiter  zu  schliessen, 
da.ss  auch  die  Elektricität,  positive  sowohl  wie  negative,  in 
bestimmte  elementare  Quanta  getheilt  ist,  die  sich  wie  Atonio 
der  Elektricität  verhalten.  Jedes  Jon  muss,  solange  es  sich 
in  der  FiOssigkeit  bewegt,  mit  je  einem  elektrischen  Aec^ui- 
Talent  fQr  jeden  seiner  Yalenzwerthe  vereinigt  bleiben.  Nur 
an  den  Grenzflilchen  der  Elektroden  kann  eine  Trennung  ein- 
treten: wenn  dort  eine  hinreichend  grosse  elektromotorische 

1)  Vergl.  F.  Uicharz,  1.  c.  und  Naturw.  Rundschau  6,  Nr.  49 
una  60;  1891. 
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Kraft  wirkt,  dann  können  die  Jonen  ihre  bisberige  Elek- 
tricität  abgeben  und  elektriscb  neutral  werden.* 

„Wenn  die  vorher  |iüsitiv  <j;eladonen  Atome  von  AVasser- 
stoff  oder  ir^jend  einem  antlern  Kanon  aus  ihrer  Verliindung 
ausscheiden  und  sich  giisfürmig  entwickeln,  so  ist  das  ent- 
wickelte Gas  elektrisch  neutral,  d.  h.  es  enthält  nach  der 
Ausdrucksweise  der  dualistischen  Theorie  {gleiche  Quanta 
positiver  und  negativer  Klektricitat.  Entweder  also  ist  jedes 
Atom  elektrisch  neutral,  oder  je  ein  Atom,  welches  positiv 
beladen  bleibt,  verbindet  sich  mit  je  einem  Atom,  welches 
seine  positive  Ludung  mit  einer  neijjativen  juis(retau>cht  hat." 

Ohne  Kenntniss  der  TlelniboltzVcben  Faraday-Rede  bat 
auch  Herr  E.  Budde  aus  den  Gesetzen  der  Elektrolyse  die 
Folgerung  gezogen,  dass  es  ein  Miniuialquantuui  der  Elek-  | 
tricit^Lt  geben  müsse  und  auch  bereits  den  annähernden 
Werth  desselben  berechnet.^)  Diese  Arbeit  ist  mir  erst  nach 
Publication  meiner  vorläufigen  Mittheilungen  bekannt  ge- 
worden und  hat  daher  leider  in  diesen  noch  keine  Erwähnung 
gefunden. 

Das  Resultat,  die  elektrisdie  Meladung  der  N  alenz-^tellen 
betreffend,  gilt  zunäclist   nur   tiii-  die  freien  Valenzen  der 
Jonen  in  Elektrolyten.    Aber  es  sind  viele  Thatsachen  be- 
kannt, welche  dafür  sprechen,  dass  die  elektrnlytische  Leitung 
eine  weit  mehr  verbreitete  Eigenschaft  ist,  als  man  früher 
glaubte,  dass  dieselbe  keineswegs  ausschliesslich  den  Sauren 
und  Salzen  zukommt.   Auch  iat  dieselbe,  wie  wir  mit  Sicher- 
heit wissen,  durchaus  nicht  auf  den  flüssigen  Aggregatzustand 
beschränkt.    Femer  können  wir  in  zahlreichen  Fallen  aus 
secundären  Prozessen  bei  der  Elektrolyse  auf  die  elektrische 
Ladung  von  Valenzen  schliesscn,  welche  nicht  nothwendi«^ 
die  freien  Valenzen  eines  Jon  sind.    Aus  stark  verdünnter 
Uhlorwasserstoffsäure  wird  an  der  Anode  neben  Chlor  auch 

1)  B.  Budde,  Wied.  Ann.  26,  p.  5G2;  1885. 
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SauerstoflP  entwickelt.  Entweder  ist  nun  iu  diesem  Falle  der 
Saiier.>t<>tl'  selbst  Anion,  oder  derselbe  otitstclit  seciuidiir  durcli 
Einwirkunt^  des  Chlors  auf  das  l.  *vH!iij;^was^er.  In  letzterem 
Falle  würden  die  OhloratoDie,  indem  sie  mit  dem  Wasserstotf 
des  Wassers  neue  Clilorwasserstoffääure  bilden,  ibre  utiipröng- 
liche  negative  Ladung  behalten,  so  dass  also  der  neutral  ent^ 
weicbende  SaaerBtofF  die  entsprechenden  Aeqniralente  nega- 
tiver Ladung  an  die  Anode  abgeben  mflsste.  Auf  jeden  Fall 
können  wir  echliessen,  dass  auch  in  den  Wassermolekeln, 
welche  bei  der  Elektrolyse,  wenigstens  der  concentrirten 
Chlorwasserstoffsäure,  gewiss  nicht  betheiligt  sind,  der  Siuier- 
stotf'  negative  Ladung  besitzt.  In  derselljeii  Weise  kommt 
man  ffir  viele  andere  Fälle  zu  der  sicheren  Folgerung,  dass 
auch  audere  Valenzen  die  elektrische  Ladung  besitzen  als  die 
freien  Jonenvalenssen.  Jedes  Atom  oder  jede  Atomgrnppe, 
welche  bei  einem  secuudären  Process  an  die  Stelle  eines  Jon 
treten  kann,  musa  ftlr  jede  Valenz  mit  einem  elektrischen 
Elementarqnantum  beladen  sein. 

Es  bleibt  zunächst  eine  offene  Frage,  ob  bei  der  elektro- 
lytischen Ausscheidung  freier  neutraler  Molekeln  die  Neu- 
trahsation  so  zu  denken  ist,  dass  jedes  einzelne  Atom  des  Jon 
neutralisirt  wird;  oder  ob  dieselbe  in  der  \Vei>e  Lj^e.xbieht, 
dass  beispielsweise  beim  VVasserstoti'  ein  Atom  sein  positives 
Kiementarquantum  an  die  Kathode  abgibt,  dafür  ein  nega- 
tives empfängt,  und  sich  mit  einem  anderen  Atom,  welches 
seine  positiT«  Ladung  behalten  hat,  zu  einer  als  Ganzes  neu- 
tralen Molekel  vereinigt.  Herr  von  Helmholtz  spricht  sich 
fttr  die  letztere  Alternative  aus,  welche  zugleich  mit  der  aus 
Avogadros  Gesetz  gezogenen  Folgerung  übereinstimmt,  dass 
die  Molekeln  des  freien  Wasserstoffs  aus  je  zwei  Atomen 
zusammengesetzt  !?ind. 

Dass  Atome  derselben  Art,  wie  nach  dieser  .\nsicht  bei 
den  Gasen  die  beiden  Atome  einer  Molekel,  Ladungen  ent- 
gegengesetzter Art  besitzen  können,  folgt  in  anderen  Fällen 
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mit  Sicherheit  aus  eleicirolytischeii  Processen.    So  ist  der 

Schwefel  in  den  Schwefelmetallen  Änion,  also  negativ  ge- 
laden; in  Schwefelsäure  nmss  er  aber  positiv  geladen  sein, 
da  er  bei  der  Elektrolyse  coneentrirter  Schwefelsäure  an  der 
Kathode  abgeschieden  wird  —  ob  dies  durch  einen  primären 
oder  einen  secundären  Process  gescbieht,  kommt,  wie  oben 
auseinandergesetzt,  dabei  nicht  in  Betracht.  Analog  können 
wir  auch  fQr  den  Stickstoff  schliessen;  man  muss  annehmen, 
dass  in  der  Stickstoffwasseisto^ore  N^H  die  freie  Valenz 
der  Gruppe  als  diejenige  eines  Anion  negativ  geladen 
sei;  dagegen  bei  der  Elektrolyse  von  Amoniaksalzen  und 
Salpetersäuren  Salzen  wird  unter  Umstünden  freier  Stickstoff 
an  der  Katbode  abgeschieden;  also  ist  in  diesen  Verbindungen 
wenigstens  ein  Theil  seiner  Valenzwerthe  positiv  geladen. 

Zu  der  Anschauung,  dass  von  den  beiden  Atomen,  welche 
die  Molekel  eines  Gases  bilden,  das  eine  positi?,  das  andere 
negativ  elektrisch  sei,  ist  auf  ganz  anderem  Wege  auch 
Herr  W.  Giese,^)  sowie  später  auch  Herr  A.  Schuster^) 
gelangt,  welche  annehmen,  dass  nnter  dem  Einflu«^  elek* 
irischer  Kräfte  die  beiden  entgegengesetzt  geladenen  Atome 
getrennt  werden  niid  als  Jonen  die  Leitung  der  Elektrieität 
in  Gasen  ermöglichen.  Diese  Annahme  hat  durch  die  Ver- 
suche der  beiden  genannten  und  anderer  Physiker*)  einen 
hohen  Grad  von  Wahrscheinlichkeit  erlangt. 

Aus  den  oben  angeführten  Betrachtungen  gelangt  Herr 
von  Helmholtz  zu  dem  Schlüsse,  dass  nicht  nur  bei  den 

1)  W.  Giese,  Wied.  Ann.  17.  ]>.  5BB,  18s2;        i-,  403,  1889. 

2)  A  St  hust  er,  Pi  oc.  Woy  öoc.  London  37,  p.  317.  1884  j  1887 
Nr.  256;  1890  Nr.  291  |».  626. 

3)  ,1.  J.  ThoiiiHon,  Phil.  Mag.  15,  }>.  432,  1883;  29,  \k  358.  441, 
1890  ;  8U,  ]).  313,  1893.  Hob.  v.  HeliubolU,  Wied.  Ann.  32,  p.  1,  1S87. 
Rob.  T.  Helmholta  and  F.  Richard,  Wied.  Ann.  40,  p,  161,  1890. 
£.  Wiedomann  und  H.  Ebert,  Wied.  Aan.  35,  p.  209,  1888.  J.  Eloter 
und  H.  Geitel,  Wied.  Ann.  S7,  p.  825  ff.,  1869;  39,  p.  330, 331,  1690. 
C.  Ludeking,  Phil.  Mag.  88,  p.  521,  1892. 
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Jonen,  sondern  ganz  allgemein  jeder  Valenzwerth  eines 
Atoms  mit  je  einem  Elementarquantum  entweder  positiver 
oder  negätiTer  Elektriciföt  beladen  sei. 

Weiterhin  schlies.st  Herr  von  Helmholtz  aus  Betrachtung 
der  Arheit^ileistnn^OTi  bei  der  Elektrolyse,  da.-.s  die  i'^lementar- 
quaiita  der  beiden  Klektricitäten  -j-  t  und  —  e,  mit  ven?chie- 
dener  Kraft  von  verschiedenen  Atomen  (vielleicht  auch  von 
den  yerschiedenen  Verbindungsstellen  eines  einzelnen  multi- 
valenten Atoms)  ange7/>gen  werden.  Waaserstoff  und  die 
Metalle  mdssen  stärkere  Anziehung  filr  +  s,  schwSchere  ftir 
—  «  haben;  umgekehrt  Sauerstoff  und  die  Halogene. 

Eine  solche,  fHr  verschiedene  Substanzen  und  für  die 
beiden  Eleknicitiiten  ver;-chiedtiie  Anziehung  zwischen  pou- 
derahler  Materie  und  Klektricitüt  ist  keine  ad  hoc  geniat  hte 
Hypothrs»*,  sondern  rnuss  auch  angenommen  werden  zur  Er- 
klärung von  Volta's  Fundamentalversuch  über  die  Scheidung 
der  Elektricitüteu  beim  Contact  heterogener  Körper.  Aus 
der  Verschiedenheit  der  Anziehungen  filr  die  beiden  Elek" 
tricitaten  ergibt  sich,  dass  unter  Leistung  positiver  Arbeit, 
welche  als  abgegebene  Wärmemenge  erscheinen  kann,  eine 
positiv  beladene  Sauerstoffvalenz  ihre  Ladung;  gJiXen  eine 
negative  anszutiin.se Ii eii  veruuiij.  Hieraus  hat  Herr  von  Helm- 
holtzM  das  Zustandekommen  der  1 'onvectionsströme  in  sauer- 
stoffhaltigen verdünnten  Säuren  erkiärt;  weiterhin  habe  ich 
gezeigt,^)  wie  jener  Umstand  ebenfalls  eine  vollständige  Auf- 
klärung darbietet  für  das  verschiedene  Verhalten  der  beiden 
Gruppen  von  Superozyden,  welche  Schönbein  unter  den  Xamen 
«Ozottide*  und  «Antozonide*  unterschied. 

Die  von  Berzelius  behauptet«  und  auch  von  Faraday 
angenommene  Identität  der  chemisclien  Verwandtschaft  und 

1)  H.  von  Helmfaoltz,  Ber.  d.  Bert.  Akad.  1873,  p.  587;  1860» 
p.  285;  188S,  p.  662;  Pogg.  Ann.  160p  p.  488,  1879;  Wied.  Ann.  II, 
p.  737,  1880.  Wiasenscbafiliche  Abhandl.  1,  p.  830,  917. 

2)  F.  Richsr«,  Ber.  d.  deutsch,  cbeia.  Gesellüch.  21,  p.  1675,  1888. 
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dt  r  l'^lektricität  spricht  Herr  von  Helmholtz  auf  Grund  der 
tiutwickeiten  Schlussfolgerungen  dahin  aus,  dass  wenigstens 
die  „bei  weitem  mächtigsten  unter  den  chemischen  Kräften 
elektrischen  Ursprungs  sind.  Die  Atome  haften  an  ihren 
elektrischen  Ladungen  und  die  einander  entgegengesetzten 
Ladungen  wieder  aneinander'.  Wenn  jede  Valenz  mit  einem 
Elementarquautum  entweder  von  -|-  E  oder  Yon  —  E  be- 
laden ist,  so  könniMi  elektrisch  neutrale  Verbindungen  nur 
hert^f stellt  werden,  wenn  jede  jio.sitiv  beladene  Valen/stelle 
sich  ujit  je  einer  negativ  beladenen  verbindet.  .Daraus  folgt 
dann  unmittelbar,  dass  jede  Verwandtscbaftseiuheit  eines 
Atonis  nothwendig  mit  einer  und  nur  mit  einer  solchen 
Einheit  eines  anderen  Atoms  Terkutlpft  sein  mnss.  Dies  ist 
in  der  That  die  wesentliche  Behauptung  der  Valenztheorie 
der  modernen  Chemie.* 

So  würde  sich  in  einfachster  Weise  Kekules  Verkettung 
der  At^me  durch  die  Verbinduufi^  ihrer  Viilenzweitlie  er- 
geben, wie  bie  in  den  typischen  V'erluudungen  gefunden 
wird.  Eiektrolyte  aber  gehören  stets  zu  den  typischen  Ver- 
bindungen. Anders  würde  es  sich  Terhalten  mit  den  losen 
molecularen  Aggregaten,  welche  nicht  mit  Valenzwerthen 
an  einander  geknüpft  sind,  z.  6.  der  Bindung  von  Krystall- 
wasser;  ihre  Bestandtheile  können  nicht  durch  elektrische 
Kräfte  von  einander  getrennt  werden;  dieselben  werden  also 
auch  nicht  durch  elektrische  Kräfte  verbunden,  .sondern  andei's 
geartete  Mülecnlarkriifte  müssen  zwischen  ihnen  wirksam  sein. 

Herr  von  Helmholtz  hat  sich  bei  seinen  Folgerungen  und 
Anschauungen  der  Sprache  der  alten  dualistischen  Theorie 
bedient;  gerade  in  ihr  lassen  sich  die  quantitativen  Bezieh- 
ungen bei  der  Elektrolyse  am  leichtesten  und  bestimmtesten 
ausdrücken. 

Sind  die  Schlüsse  in  der  Sprache  der  einen  Theorie  con- 

secjuent  durchgeführt,  so  ist  der  Ausdruck  derselben  Schluss- 
reihu  in  der  Sprache  einer  anderen  Theorie  wie  eine  Ueber- 
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setzuog:  der  wesentliche  Inhalt  bleibt  davon  anberührt.  Ins- 
besondere  ist  hervorzuheben,  dass  alle  auf  Grnod  feststehender 

Thatsachen  angestellten  Berechnungen  mechanischer  Grössen, 
wie  der  Anziehnn«?  zwischen  Elektricitütsniengen,  der  Arbeit 
bei  ihrer  Trennung  u.  s.  w.  von  der  Sprache  der  Tlieorie 
an  berührt  bleiben,  in  welcher  der  Zusamuienhaag  der  That- 
sachen bildlich  ausgedrückt  wird. 

IL  Aus  der  kinetischen  Oastheorie  entnommene 

Voranssetzungen. 

In  die  Berechnung  des  elektrischen  Eleraentarquantiinis 
gebt  aus  der  kinetischen  Gastheorie  die  Zahl  der  Molekeln 
in  1  com  Gas  ein.  Mau  muss  sich  darüber  klar  sein,  mit 
wie  geringer  Sicherheit  diese  Zahl  bekannt  ist.  Ihre  Be- 
rechnung ist  bekanntlich  zuerst  aufgeführt  ?on  Herrn  Van 
der  Waals.*)  Die  zu  Grunde  liegenden  Gleichungen  sind  nach 
der  ,  kinetisch  eil  Tlieorio  der  Ua-se*  von  Herrn  ().  E.  Meyer, 
pag.  228—230,  folgende: 

Es  sei  L  die  mittlere  molekulare  Weglünge,  k  die  Kante 
des  einer  Molekel  znkonimenden  Elenientarwürfels,  q  der 
TOD  Clausius  eingeführte  , Radius  der  Wirkungssphäre".  Dann 
ist  in  erster  Annäherung 

Eine  zweite  Beziehung  geht  aus  von  dem  wahren  Vo- 
lumen b  der  Molekeln  in  der  Zustandsgieichung  von  Herrn 

Van  der  Waals.  Der  Werth  von  b  gilt,  wie  diese  Zustands- 
gieichung, für  die  Mas<eneinheit  de:^  betrachteten  (lases. 
O.  E.  Mejer  hudet  dann  aus  der  Verkleiuerung,  welche  un 


1)  J.  L>.  van  der  Waals,  Die  Continiiität  de«  gasfBnnigen  und 
äfinigen  Zustandcs,  deut^teh  von  Roth,  Leipzig  1881,  Beibl.  z.  Wied. 
Ann.  1,  p.  10,  1877.   RühlmanD,  Mechan.  W&nnetb.  Ii,  p.  244. 
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dem  Wertbe  von  L  bei  einer  zweiten  Annäbernng  anzu- 
bringen ist: 

6 

WO  ^  die  Zabl  der  Molekeln  in  der  Masseneinbeit  ist.  Muiti- 
plicire  die  beiden  Gleicbnn^i^en  mit  einander  nnd  beacbte, 

(hvss  ^^A^  =  i\  dem  scheinl)aren  Volumen,  welches  die  Masseu- 
einheit  de.s  Gases  als  Ganzes  einnimmt,  i^^t,  so  ergibt  sieb 


Es  Soli  bei  Anwendung  dieser  Gleicluui<^  stet^  eine  Atiuo- 
spliiire  als  Dnickeinheit,  und  das  Volumen  i'  der  Massen- 
oinlieit  beim  Druck  1  und  der  Temperatur  0^  als  Volumen- 
einbeit  gewäblt  werden.  Die  von  Van  der  Waals  ange- 
gebenen Zablenwerkhe  für  b  gelten  meist  für  diese  £inbeiten. 
Einige  seiner  b  sind  aber  für  1  m  Quecksilber  als  Dnick- 
einheit angegeben;  die  zugehörige  Ausnabmsvolumeneinheit 
ist  also  das  0,76  fache  unserer  gewöhnlichen;  und  da  b  ein 
seinem  Wesen  nach  coiistantes  Volumen  bedeutet,  betragen 
die  Ausnahms-Zuhleinverthf  vuii  b  das  1/0. TT)  fache  derjenigen 
für  die  gewöhnliche  Einheit  ;  zur  Keduction  auf  unsere  obigen, 
gewöhnlichen  Einheiten  sind  jene  Ausnabms-Zablen wertbe 
von  b  daher  mit  0,76  zu  multipliciren.  ^) 

Wird  nach  dieser  Redaction  die  Formel  für  ^  bei  einem 

Gase  angewandt,  und  wird  p  =  l  Atmosphäre,  die  Tem- 
peratur =  0"  gLiiommen,  so  wird  v  =  1,  und  für  L  ist  der 
Werth  Lq  bei  0"  zu  nehmen;  also 


1)  Die  obigen  BetrMbtimgen  fahren  mit  Uebergehung  der  leisten 

Gleichungen  auf  Seite  229  hei  0.  E.  Meyer  für  q  unmittelbar  zu  obiger 
Schluflsfonnel,  welche  im  Wesentlichen  mit  den  ersten  Gleichungen 
auf  Seite  230  ebenda  übereinstimtnt.  in  der  Form  aber,  insbesondere 
bezüglich  der  Dimensionen  vielleicht  übersichtlicher  ist. 
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Für      sind  die  Werthe  genommen,  welche  aus  den  für 
geltenden  Keibungscoefiicienten  t]^  nacli  den  Beobacht- 
ungen Yon  Herrn  von  Obermayer^)  falgen.   Dieselben  sind 
in  der  unten  stehenden  Tabelle  angegeben;  aus  i^q  ist  die 
Weglfinge  nach  der  Formel 

^     0,318  •//•r> 

berechnet,')  wo  /<  die  Dichtigkeit,  Q  der  Maxwellsche  Mittel- 
werth der  Molekulargeschwindigkeit  ist.  Die  bei  Wasser- 
dampf unten  angegebene  Zahl  für  i;^  ist  den  Beobachtungen 
der  Herren  Kundt  und  Warburg  ^)  entnommen. 

Die  Herkunft  der  Werthe  von  h  ist  in  der  unten  an- 
^og'ehetUMi  Tabelle  jeJe.Mual  cin/elu  aiif;,^L'fiilii  t :  wenn  vor- 
.sciutMiciio  Ht'obiu-litnngHn  hv/.w .  BoreelinuiigtMi  für  ein  mi<l 
<iH?i»ellip  (ias  erheblich  vei*schiedene  W'eithe  ergeben  haben, 
sind  die  Extreme,  sonst  da.s  Mittel  anf]ft"j»'bf>?i 

^,  der  .Kadius  der  Wirkungssphäre*,  wird  ^^^Ifich  dem 
Durchmesser  der  als  starre  Kugel  gedachten  Molekel  ange- 

nommen,  also  deren  (jueröchnitt  g  =  — y--    Die  iSumme  Q,. 

aller  Molekulartinerscbnitte  in  1  ccm  bei  0^  und  Atmo- 
sphärendruck ergibt  sich  aus  der  Wegiiiiigc  Lq  nach  der 

Formel«):  Q.^     }     .   Endlich  wird  dann  -^^  die  Zahl 

1)  V.  i  )b.'rmaj'er,  Carla  Rep.  13,  p.  166,  1877. 

2)  0.  K.  Meyer,  1.  c,  pig.  323. 

3j  Kundt  u.  Warburg,  Pogg.  Ann.  155,  p.640,  1876;  O.E.Meyer, 
1.  c,  p.  141,  143.  Der  Werth  9  ist  auf  0*  redocirt  unter  der  An- 
nabroep  daas  der  Reibongscoefficient  fOr  WaMerdampf  wie  för  andere 
der  Condensaüoxi  nahe  Gase  der  abtolnten  Temperatur  proportional 
eei  (0.  E.  Mejrer,  p.  169.) 

4)  O.  E.  Hejrer«  1.  e.,  p.  206. 
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der  Molekeln  in  1  ccm  Tljis  hei  0°  und  Atuiosphärendruck. 
Die  Resultate,  stetä  iu  C.  G.  Ö.  -  Einheiten  angegeben,  sind  in 
folgender  Tabelle  zusarameDgestellt. 


b 

9 

q 

Luft 

1677 

a  V  s  f 

912 

19400 

0.0026 

3  42 

21 

a 

Stickstoff  .   .  . 

1669 

918 

19200 

0,00176-) 

2,42 

42 

Wasserstoff   .  . 

fi6i 

1788 

9900 

0,0024 '  ) 
0,00049 

6,42 
1.31 

a* 

o 

— A 
/  o 

Kohlensäure  .  . 

1883 

613 

28800 

0,0026^) 
0.00059  2) 

2.58 
0,54 

55 
1252* 

Slickoxydul    .  . 

1353 

r.i»8 

0,00191 

1,71 

128 

AvthvUii 

922 

508 

3  4  800 

0.0025 

1,91 

121 

Wua;(.rilainpl  . 

909 

628 

26100 

0,00105") 

0.99 

865 

Schweflige  Saure 

1225 

444 

39800 

0,00249 

1,66 

184 

GhloräthyT .    .  . 

889 

325 

64400;  0,00397  8} 

1,04 

184 

Cblorwasseratoft" . 

1379 

672 

26300 

0.(X)1738j 

1,74 

110 

10-' 

10-8  f  „1 

cm'' 

!  10-8  cm 

1 

low 

Die  Werfche  von  ^  sind  nicht  sehr  voneinander  ver- 
schieden, obwohl  die  Zalil  der  Atome  in  einer  Molekel 
zwisclien  2  und  8  (bei  C^H^Q)  beträgt;  auch  sind  die 
Werthe  von  ^  ganz  ähnlich  den  aus  anderen  Ueberlegongen 
erschloflsenen.  (Vgl.  O.  E.  Meyer  §  102,  §  107.)  Ät^emein 
kann  der  Durchmesser  eines  Moleküls  etwa  von  der  GrtSssen- 
ordnnng  10~*  cm  angesehen  werden;  die  obigen  Zahlen 
liegen  zwischen  dem  6  fachen  und  der  Hälfte  dieses  Werthes. 

Die  Zahlen  für  N  gruppiren  sich  zwar  ersichtlich  imi 
ein  Mittel,  welclies  etwa  lO^**  beträgt;  sie  liegen  aber  bis 
zum  12  fachen  und  ^/«o  dieses  Werthes,  entsprechen  also  sehr 

1)  Van  der  Waals-Uoth,  1.  c,  p.  72;  und  Beieclinung  von 
0.  E.  Meyer,  1.  c,  p.  74.  —  2)  0.  R.  Meyer,  1.  c.  p.  71.  —  3)  Van  dor 
Waals  l^otli,  1.  c.  p.  99.  —  4)  Ebd.  p.  74,  81,  85,  94,  ISO.  —  5)  Klnl. 
p.  84, 130.  -  Gj  Kbd.  p.  86, 101,  130.  ~  7)  Ebd.  p.  135.  —  8j  Kbd. 13G. 
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wenig  Avogadros  Kec:»'l.M  I^Ji^  l'egt  gewiss  nicht  lediglich 
au  der  Unsicherheit  der  in  die  Rechnung  eingehenden  Be- 
obachtungen, sondern  an  den  Prinzipien  der  ganzen  lieber- 
legungen  Ober  den  , Radius  der  WirkungssphUre*,  über  die 
Art  wie  die  raumliche  Anedebnung  der  Molekeln  in  die  Weg- 
lange und  in  die  Zustandsgleichung  eingebt  u.  s.  w.,  Ueber- 
legungen,  die  man  aber  yorläufig  mit  der  ihnen  anhaftenden 
Unsicherheit  biiuiehmen  nui.ss,  will  maii  nicht  überhaupt  das 
iiitellectuelle  Opfer  eines  Verzichtes  auf  derartige  Specula- 
tionen  bringen;  wenn  mau  uur  jederzeit  ihrer  grossen  Un- 
sicherheit eingedenk  bleibt 

in.  Berechnoiig  des  elektrischen  MementarquantmnB. 

Die  folgende  Hechnung  knüpft  an  die  ,  Berechnung  der 
elektrostatischen  Wirkung  der  elektroiy tischen  Ladungen  von 
l  Milligramm  Wasser*  an,  welche  Herr  von  Ueluihoitz  im 
Anhang  I  zar  Faraday-Rede  gegeben  hat. 

Nach  den  neuesten  Bestimmungen  von  F.  und  W.  Kohl- 
rausch*) scheidet  1  Ampere  in  1  sec  0,1740  ccm  Knallgas, 
also  U,llüOcem  Wasserstoff  von  0*^  und  Atmosphärendruck 
aus.  Die  in  1  sec  von  der  Intensität  1  Ampere  durch  einen 
Querschnitt  des  Stromes  transportirte  Elektricitütsmenge  ist 
gleich  10"*  elektromagnetischen,  oder  gleich  S-IO'^  elektro- 
statischen ('.G.S.- Einheiten.  Davon  fliesst  die  Hälfte  als 
positife  Elektricität  in  der  einen,  die  Hälfte  als  negative  in 
der  anderen  Richtung.    Als  den  betrachteten  Querschnitt 

1)  Die  exfremen  Werthe  für  welche  in  der  Tabelle  mit  * 
bexeicbnct  aisd,  geben  übrigens  wn  einer  Berechnun^^sweisc  hervor, 
bei  welcher  nur  die  AbweM-hung  filr  Wasserstort'  und  Kohlensaure 
vom  Borle-Mariotte'schen  Gesetz  berücksichtigt,  während  die  anderen, 
dem  Mittel  näheren  Werthe  für  dieselben  Gase  aus  den  Abweichungen 
aucli  vnrn  Gay-TiUssac'tchen  Geaette  abgeleitet  sind.  Vgl.  0.  £.  Meyer, 
1.  c.  pag.  74.  230. 

2)  F.  und  W.  Kobirauach,  Wiedem.  Ann.  XiVII,  p,  59,  1886. 
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nehmen  wir  die  Kathode.  Die  ääiiimtlichen  als  Kation  vur- 
haiideneii  //-Atome  sind  ursi>rünglich  positiv  beladen.  Von 
denjenif^en,  welche  als  neutrales  (ias  eatvveichen,  gibt  die 
Hälfte  bei  der  Elektrolyse  die  positive  Ladung  an  die  Ka- 
thode ab,  erhält  dafür  negative  Ladung  nnd  Tereinigt  sich 
mit  der  anderen  Hälfte,  welche  ihre  podtiTe  Ladung  be- 
halten hat,  zu  Molekeln,  welche  je  ein  positives  und  je  ein 
negatives  Atom  enthalten.  Hieraus  und  aus  den  obigen 
Za]iIeiKingiil>en  folgt,  da,ss  in  0,1160  ccm  Wasserstoffgas  die 
gesummte  Ladung  der  positiven  ))eziehungsweise  der  nega- 
tiven Atome  15-  10*  positive  lie/u  inuigsweise  negative  elektro- 
ötatiscbe  C.  0.  S.- Einheiten  beträgt.  Nennen  wir  J^' den  ab- 
^m! Ilten  Werth  der  Ladung  einer  Art,  welche  in  1  ccm 
Wasserstoff  bei  0^  und  Atmosphärendruck  vorhanden  ist, 
so  folgt 

129  •  10*  cm  ^  g  ^  sec~*  pro  ccm. 

Für  ein  Gas,  ile.-.sen  Molekeln  aus  2  zweiweii lügen  oder 
dreiwerthigen  Atomen  bestehen,  2.  B.  für  iSauerstoti"  und 
Stickstotf,  bat  1!  den  zweifachen  und  dreifaclien  Werth. 

An  die  erste  Ausführung  dieser  Kechnung  hatte  ich  die 
Beantwortung  der  Frage  angeknüpft,  ob  die  elektroljtische 
Leitung  in  einem  Gase  durch  die  Jonenladungen  auch  bei 
den  stärksten  VerdQnnungsgraden  noch  leicht  voistellbar  er- 
scheine.^) Die  stärkste  Verdünnung,  welche  mit  Toepler- 
Hagen'schen  (^uecksilberlutt jtunip*'n  tjreicht  wird,  betrügt 
etwa  ein  Hiin  h  rt  Milliontel  Atniü;«|>hiire.'^)  Dabei  kommen 
also  aut  1  ccm  Wasserstoff  noch  120  elektrostatische  Ein- 
heiten positiver  und  negativer  Elektricität  und  enfcsprecliond 
das  Doppelte  bezw.  Dreifache  für  ^auer^toff  resp.  Stickstoff. 

1)  F.  Uicharz,  Sit/ber.  Niederrh.  (^es.  Bonn.  17,  p.  11t  1.  De- 
ceniber  1890.  Vergi.  lt.  Ebert  und  E.  \V  ledümaoiii  Wxetl.  Ann.  60, 
p.  28  30.  1893. 

2)  E.  n.  Hagen,  Wied.  Ann.  12,  i».  43ö,  1881.  A.  Kai>>,  Wied. 
Ann.  48,  p.  879,  1893. 


Digitized  by  Google 


Sidtar»:  ElelaritAe  und  magneMie  KräfU  der  Atome.  17 


Eine  Kugel  von  1  cm  Halbmesser  auf  ein  Potential  von 
300  Volt  geladen,  enthält  eine  elektrostatische  Mengenein- 
heit.  Ein  sebnellar  üebergang  einer  solchen  Ladung  Ton 
der  Kugel  in  das  Gas  würde  also  auch  hei  den  grOssten 
herstellbaren  Verdlinnnngen  filr  die  Yorstellnng  keine  Schwie- 
rigkeit machen. 

Aus  der  oben  berechneten  elektrischen  Gesammtladung 
einer  Art  welche  in  1  ccm  Wasserstoflgas  vorhanden  ist, 
and  aus  der  Zahl  2^  der  Molekeln  ergibt  sich  eine  ange- 
näherte Berechnnng  der  Ladung  einer  ValenzateUe.  Die 
Unsicherheit  dieser  und  aller  analogen  Berechnungen  soll 
nach  dem  Vorgange  von  Herrn  A.  P.  Chattock  (siehe  Citat 
pag.  38)  durch  das  Zeichen  statt  des  Gleichheitszeichens 
angedeutet  werden.  Für  10^  wird  das  Belmholtz^sche 
Eieuieutarquantum 

«  «=  -     129  •  10-"  cm*  g*  sec-» 

Herr  E.  Budde  findet  510  •  10'"  G.G.S.;  G.  J.  Stoney^ 
30  •  10-"  O.G.S.  Nach  den  früheren  Ausl&hrungen  würden 
die  extremsten  der  in  der  Tahelle  auf  Seite  14  yorkommenden 

Warthe  von  N  für  das  Elenientarquantuni  Abweichungen  bis 
zum  r^O  fachen  und  bis  zu  einem  Zwölftel  von  dem  oben 
angt^ebeuen  mittleren  VVertiie  ergeben. 

IV.  Grössenverhältniss  von  Gravitation,  elektrosta- 
tischen und  elektrodynamischen  Kräften  zwischen  den 

Atomen  einer  Molekel. 

Herr  von  Helmholtz  hat  in  der  Faraday-Rede  bereits 

gezeigt,  dass  die  elektrolytischeu  Ladungen  von  Wasserstoff 
und  Sau'  i-t<  If  im  Wasser,  wenn  seine  beiden  chemischen 
Bestandtheiie  ohne  ihre  Ladungen  zn  verlieren  von  einander 
getrennt  werden  könnten,  eine  Anziehung  auf  einander  aus- 

1)  Ü.  J.  Stoney,  Trans.  Royal  Dubhn  Öoc,  (2),  4,  p.  ö63-60b,  ld0I. 

im.  MaUi.-pby«.  Cl.  1.  8 
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üben  würden,  welche  der  <(e<^ens»'iti«;tMi  Gravitation  ihrer 
ponderablen  Träger  um  das  400,000  Billionenfache  uberlegen 
wäre.^)  Da  beide  Arten  toh  Kräften  dem  Newton^echen 
Gesetze  gehorchen,  kann  man  die  Yergleichang  beider  Krftfte 
unabhängig  von  der  Entfernung  und  Masse  machen.  Diesen 
Schluss  können  wir  also  auch  unmittelbar  Übertragen  auf 
die  beiden  Atome  einer  Molekel.  Wenn  nun  auch  dabei  die 
Voraussetzung  nicht  erfüllt  ist,  dass  die  beiden  Atome  gegen- 
über ihrer  Entfernung  als  Punkte  zu  betrachten  sind,  so 
werden  doch  die  elektrischen  Ladungen  ihren  SiU  an  den 
einander  zugekehrten  Seiten  der  Atome  haben  und  also 
a  fortiori  die  Anziehung  der  elektrischen  Ladnngen  sehr  yiel 
grösser  sein,  als  die  Oraritation  der  beiden  Atome  auf  einander. 

In  Folge  der  Wärmebewegung  werden  aber  die  Valens- 
ladungen der  beiden  Atome  einer  Molekel  auch  elektro- 
dynamische Kräfte  auf  einander  ausüben  können.  Im  gas- 
lurmigen  Zustünde  wird  die  Molekel  als  (^anzes  eine  fort- 
schreitende Bewegung  haben,  deren  Gesell windinjkeit  mit  u 
bezeichnet  werde;  ausserdem  wird  die  Molekel  Drehung  um 
den  Schwerpunkt  ausführen,  wobei  noch  der  Abstand  der 
beiden  Atome  veränderlich  sein  kann.  Unter  vereinfachenden 
Annahmen  ist  leicht  zu  zeigen,  dass  die  elektrodynamische 
Kraft  der  sich  bewegenden  Valenzladungen  gegen  die  elektro- 
statischen ausserordentlich  klein  kt. 

Die  beiden  Atome  sollen  gleiche  Mitsse  haben ;  sie  sollen 
mit  ihren  Liidunt^^(!n  £  als  punktförmig  angenommeu  werden; 
die  innere  Molekularbewet^nng  suU  in  einer  Umkreisung  des 
gemeinschaftlichen  Schwerpunktes  mit  constanter  Geschwin- 
digkeit c  bestehen.  Die  elektrodynamische  Wirkung,  die 
theils.von  der  fortschreitenden  Bewegung,  theils  von  der 
inneren  Kreisbewegung  herrührt,  ist  nach  einem  der  elektro- 
dynamischen Grundgesetze  zu  berechnen.  Weber*8  Oesetz  gibt 

1)  H.  von  Uelmholtz,  Vorträge  und  Eeden  II,  p.  317. 
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keine  Wirkang.  Die  Grnndcresetze  Ton  Rieraann  nncl  Glau* 
siiiB  ei^ben  eine  solche  in  lüchtnng  der  Verbindungslinie; 
bezeichnen  wir  mit  r  den  Abstand  der  beiden  Atome,  mit 
V  die  Lichtgeschwindigkeit,  so  ergibt  sich  ftir  die  elektrische 

GtisaiuDitkraft  stets  ein  Ausdruck  von  der  Form 

Für  die  innere  Kreisbewegung  Ist  c  statt  u  zu  st't/en; 
n  ist  ein  Zulilenfactor,  <]er  für  die  beiden  Grundgesetze  res.}), 
für  die  beiden  Bewegungsiirten  verschiedene,  zwischen  —  4 
und  -|"  ^  liegende  Werthe  hat;  die  elektrodynamische  Wir- 
kung wird  SU  TemachlässigeD  sein,  wenn  u  und  c  klein  sind 
gegen  v  =  Z*  10**  cm  sec' 

Was  zunächst  ti  betrifft,  so  ist  sein  Mittelwerth  aus  der 
kinetischen  Oastheorie  bekannt;^)  derselbe  ist  am  grössten 
für  Wasserstoff  =  1,7  •  10^  cm  sec~',  also  in  der  That  klein 
gegen  v.  Für  c  erhalten  wir  einen  Anhalt  aus  der  Theorie 
des  Wärmegleichgewichts  zwischen  mehratomigen  Gasmole- 
keln von  Herrn  Boltzmann.*)  Nach  derselben  ist  die  mittlere 
lebendige  Kraft  Xr«  der  fortschreitenden  Bewegung  einer 
Molekel  gleich  der  gesammten  mittleren  lebendigen  Kraft  l 
eines  Atoms.  Nenne  ich  noch  die  mittlere  lebendige  Kraft 
der  inneren  Bewegung  in  der  Molekel  Ih^  so  ist  die  gesamrate 
lebendige  Kraft  einer  Molekel  =  -f-  X,  ,  und  bei  einer 
zweiatomigen  Molekel  der  auf  ein  Atom  entfallende  Antheil 

2 

Aus  lioitzmaun^s  Resultat  l  =      folgt  daher 

Z/|  =  Iju 


1)  0.  E.  Mejer,  kinet.  Oatttheorie,  p.  45. 

2)  L.  Bolttmaon,  Sitsber,  der  Wiener  Akad.  mathem.  CL  68, 
p.  4t7,  1871. 

2» 
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Geschieht,  uie  zur  Vereinfachung  angeiiuminen  werden 
luu.-iste,  die  fortschreitende  Bewegung  mit  der  constunteu 
Geschwindigkeit  u,  die  innere  Kreisbewegung  mit  der  con- 
staBten  linearen  Geschwindigkeit  c,  so  ist  also  c  —  u.  Auch 
c  isfc  mithin  klein  gegen  die  Lichtgeschwindigkeit  v,  und 
anter  den  verein£Acheuden  Annahmen  jede  elektrodynamische 
Wirkung  der  bewegten  Valenzladongen  aufeinander  sn  ver* 
nachlassigen.  Wenn  nun  auch  die  Voraussetzungen  niclit 
erfüllt  sind,  dass  erstens  die  Atome  und  ihre  Ladungen 
als  pnnktf<irFinV  anzuseilen  sind ,  zweitens  dass  die  intru- 
molekulare  Bewegung  der  At<iiiie  in  ünikreisiing  des  Schwer- 
punktes besteht,  so  wird  dadurch  doch  nicht  die  Grössen- 
Ordnung  im  Verhältnisse  von  elektrostatischer  und  elektro- 
dynamischer Kraft  geändert  werden.  Wir  werden  also  letztere 
ebenso  wie  die  Gravitation  gegenüber  der  ersteren  Kraft  ver- 
nachlässigen können. 

lieber  andere  Kiifte  ausser  den  elektrischen  und  der 
Gravitation ,  welche  zwischen  den  Atomen  einer  Molekel 
thütig  sein  k  aintcn,  wissen  wir  nichts  Sicheres.  Wir  wollen 
daher  im  lulgunden  für  einige  Fälle,  in  welchen  ein  Ver- 
gleich xmt  anderen  experimentellen  Daten  zu  Gebote  steht, 
zusehen,  zu  welchen  Folgerungen  die  Annahme  führt,  dass 
die  elektrostatischen  Kräfte  der  Ladungen  der  Valenzstellen 
die  einzigen  zwischen  2  Atomen  einer  Molekel  wirksamen 
Krftfte  seien. 

V.  Die  DissociatioiiBwänne  einer  ans  8  Atomen 

beötehendeu  Molekel. 

Die  Wärmeentwicklung  bei  chemischen  Prozessen  wird 
im  Sinne  der  Helmholtz^schen  elektrochemischen  Theorie  vor- 
nehmlich durch  die  Verschiedenheit  der  Anziehung  der  Va- 
lenzstellen für  die  beiden  Arten  der  Elektricität  bedingt  sein. 

Betrachten  wir  z.  6.  die  Bildung  von  Chlorwasserstoff  aus 
Chlorkuallgas.    Aus  den  neutralen  Molekeln  (i^-j-)  (— i/) 
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und  iCl  +)  Cl)  gehen  schliesslich  die  Molekeln  (H  +) 
( —  Cl)  hervor.  Die  erste  Phase  des  Prozesses  ist  die  Tren- 
nung der  zu  je  zweien  verbundenen  Wasserstoff-  und  Chlor- 
atome. Dabei  leistet  die  Anziehung  der  beiden  entgegen- 
gesetzten Ladungen  negative  Arbeit.  Die  zweite  Phiuse  be- 
steht dariu,  dass  die  negative  Hälfte  der  //-Atome  ihre 
schwach  festgehaltene  negative  Ladung  an  Cl  -  Atome  ab- 
geben and  daffir  die  stärker  angezogene  positive  Ladung 
erhalten,  wahrend  die  Hälfte  der  C/- Atome  ihre  schwach 
festgehaltene  +  e  abgeben  nnd  dafQr  die  starker  angezogene 
—  B  erhalten.  Das  Resultat  dieses  Austausches  ist  also,  dass 
alle  if- Atome  positiv  und  alle  C{- Atome  negativ  beladen 
sind  nnd  offenbar  leisten  bei  diesem  Austausch  die  An- 
ziehungskräfte zwischen  den  ponderablen  Atomen  und  den 
Elektrifi täten  jxwitive  Arbeit.  Die  dritte  Phase  des  Procesijes 
ist  die  Vereinigung  je  eines  {H  -\-)  mit  einem  ( —  Cl)  Atom 
zu  neutralen  Salzsäure-Molekeln,  üierbei  leistet  die  An- 
ziehung der  beiden  Ladungen  positive  Arbeit.  Die  Arbeits- 
leistungen während  der  ersten  und  dritten  Phase  werden 
annähernd  gleich  nnd  entgegengesetzt  sein,  so  daas  die  che- 
mische Wärmeentwickelung  hauptsSchlich  durch  die  zweite 
Pha^e,  also  durch  die  Verschiedenheit  der  Anziehungskraft 
ein  und  derselben  Valenzbtelle  für  die  beiden  Arten  der 
Klektricität  gegeben  i.st. 

Ganz  anders  verhält  es  sich  bei  der  Dissociation  eines 
Ga.ses.  Die  neutralen  Molekeln  (X  +)  (  X),  welche  durch 
eine  Bindung  zusamraenhaften,  sollen  bei  höherer  Temperatur 
in  die  beiden  isoltrten  Atome  zerfallen.  Wenn  die  Anziehung 
der  beiden  Ladungen  die  einzige  zwischen  den  Atomen  wirk- 
eame  Kraft  ist,  wQrde  die  negative  Arbeit  derselben  wesent- 
lich die  W&rmeabsorption  bei  der  Dissociation  bedingen.  In 
Bezug  auf  die  zuzuführende  Eiieigie  ist  ausser  der  von  den 
Kräften  geleisteten  Arbeit  noch  zu  beriieksiclitigen,  welchen 
Lihait  an  lebendiger  Kraft  das  dissociirte  Gas  einerseits  und 
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das  nicht  dissociirie  Gas  andererseits  besitzen.  Wir  gehen 
aus  von  dem  diasociirten  Ga.se.  Das  Volumen  soll  consiant 
sein,  so  dass  äussere  Arbeit  nicht  geleistet  wird.  Wir  denken 
uns  das  dissodirte  Qas  abgekOhlt  bis  auf  eine  Temperatur, 
bei  welcher  die  Vereinigung  aller  Atome  zu  sweien  eintreten 
kann,  denken  nns  aber  zunächst  das  Gas  bei  dieser  Tem- 
peratur nocli  (lissüciirt.  Dann  soll  die  Association  eintreten 
und  nach  derselben  das  Gas  wieder  auf  (]ie  vi>rherige  Tem- 
peratur gebracht  werden.  Die  hierbei  zu  onUiehende  Wärme- 
menge ist  di(»  ^Di^sociationswärme".  Der  Qesanimtinhalt  an 
lebendiger  Kraft  ist  vor  und  nach  der  Association  derselbe; 
dies  folgt  unmittelbar  daraus,  dass  bei  derselben  Temperatur 
der  Mittelwerth  der  gesammten  lebendigen  Kraft  je  eines 
Atoms,  auch  bei  yerschiedenen  Gasen,  stets  denselben  Werth 
hat,  einerlei  ob  die  Atome  isolirt  oder  zu  Molekeln  verbunden 
sind.  Da  also  der  Inhalt  an  lebendiger  Krall  ungeündert 
bleibt,  ist  die  Dissociations wärme  gleich  der  Veränderung 
der  potentiellen  I^uergie,  oder  gleich  der  Arbeit  der  Kräfte, 
welche  die  beiden  Atome  einer  Molekel  auf  einander  ausfiben. 

Diese  Ansdehung  soll  nun  nach  unserer  Annahme  durch 
die  elektrostatische  Kraft  der  Valenzladungen  gegeben  sein. 
Wenn  diese  wieder  als  punktförmig  angenommen  werden 
nnd  im  Zustande  der  Association  sich  im  Abstände  r  Ton 
einander  befinden,  so  ist  die  Arbeit  bei  der  Annäherung  aus 
unriiiiliLher  Entfernung  nach  der  Bezeichnung  unserer  früheren 
Gieicbunggu  für  eine  Molekel 

s* 

gleich  — 

Bezeichnen  wir  den  Mittelwerth  einer  GrOsse  x  wie 
Oblich  durch  so  wird  dieselbe  Arbeit  f&r  alle  ^T-Molekeln 
in  einem  Oubikcentimeter 

r 

Das  einem  Duppelstero  vergleichbare  System  der  sich 
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um  einander  bewegenden  In  iVien  Atome  wird  in  Be/ug  auf 
die  RanmerfftUang  bei  den  Zosammenatdaaen  der  Molekel 
sieh  ihnlich  verhalten  wie  eine  Kngel,  deren  Durchmesser 
gleich  ist  dem  mittleren  Abstände  der  beiden  Atome;')  f 
kann  gleich  dem  Molekniardurchmesser  q  you  Seite  14  ge- 
nommen werden.  Wenn  ferner  grosse  Abvveicliungeii  dtis 
Monientcinwertlies  r  vuiii  Mittel werthe  r  nur  sehr  selten  vor- 
kommen, 60  kann  auch  ohne  Fehler  der  Gröäseuorduung 


gesetzt  werden.    Dass  diese  Voraussetzung  er- 


füllt ist,  ist  schon  von  yomberein  plausibel;  es  folgt  aber 
anch  aoB  Herrn  Boltsmann^s  kinetischer  Theorie  mehrato- 
miger Gase.  Nach  derselben  ist  fttr  ein  Atom  bei  gegebener 
Lage  und  gegebener  lebendiger  Kraffc  jede  Richtung  gleich 
wahrscheinlich.*)  Daraus  folgt  fUr  eine  aus  2  Atomen  be- 
stehende Molekel,  dass  eine  Bewegnngsrichtung,  welche  zu 
der  Verbindungslinie  der  l>piden  Atome  nnhe  .^enkrcclit  ist. 
sehr  viel  häufiger  vorkommt  als  jede  andere  und  dass  die 
Häufigkeit  abnimmt  bis  zur  Bewogungsrichtung  in  der  Ver- 
bindungslinie selbst.  Z.  B.  Terhäit  sich  die  Wahrscheinlich* 
keit  einer  Bewegnngsrichtnng,  welche  mit  der  Verbindungs- 
linie der  beiden  Atome  einen  Winkel  von  89^  bis  90^  ein- 
sehliesst,  zu  der  Wahrscheinlichkeit  einer  solchen  in  einem  - 
Winkel  von  0*  bis  1**  ebenso  wie  auf  der  Erdkugel  der 
Flächeniuhult  der  äquatorialen  Zone  von  O**  bis  P  f^f'Ogr. 
Breite  zu  der  Polat  kaj)|ip  von  89*^  bis  90^'  Breite.  Wenn 
nun  die  der  tangentialen  nahe  Bewegungsrichtung  an  lläuiig- 
keit  so  sehr  überwiegt,  so  muas  die  Bahn  der  nach  unserer 
Annahme  unter  dem  Einflüsse  einer  Newton 'sehen  Kraft  sich 
in  einander  bewegenden  Atome  sehr  viel  häufiger  eine  nahe- 
zu kreisförmige,  d.  h.  elliptische  mit  geringer  Excentri- 


1)  Vergi.  0  F  McvfT.  Vinet.  Gastheorie,  pag.  213, 

2)  L.  BoltzniauQ,  1.  c,  p.  416. 
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cität,  als  eine  gestreckte  von  grosser  KxcentrRitiit  sein.*) 
Dann  ist  auch  die  Voraussetzung  erfüllt,  das»  die  Momeutan- 
werfehe  von  r  sehr  selten  weit  Tom  Mittelwerte  f  abweichen, 

und  es  kann  al:K>  ^     *^  gesetzt  werden. 

Diee  eingesetzt  wird  die  Gleicliimg  für  die  Diseodiitioiis- 

wärme 

Die  Dissociationswärme  W  ist  für  einige  dem  theoretisch 
betracliteten  Falle  entsprechende  Gase  bekannt;  werden  für 
^,  J^,  e  femer  ihre  im  Früheren  angenommenen  Werthe  ge- 
setzt, so  läset  sich  unsere  Gleich  ang  controliren ;  daas  dieselbe 
für  Untersalpetersäure  und  Joddampf  der  GrSssenordnung 
nach  erfQUt  ist,  habe  ich  bereits  früher  bestätigt.*) 

Der  Vor«;;iii^'  der  Dissociation  von  Untersalpetersiiiu  c 
N%Oi  AM  2N()2  i.^t  für  Ulis  vüilkonini^^Ti  nnalo^'  dor  Dissociiition 
von  2  Atomen,  die  mit  einer  Bindung  verknüpft  siud;  denn 

III yO  V  ^0 

die  ein  werthige  Gruppe  —  —         ^^^^^^  ^^^^ 

selben  vollkommen  die  Rolle  eines  Atoms. 


1)  Vorstehende  rpVierl('f,'un<(  lä.sst  sich  analytisch  flurchföhren ; 
vergl.  Verhdlg.  d.  Fhys.  Ges.  Berlin,  10,  p.  76,  77;  2t>.  Juni  1891. 

Es  ergibt  sich  ein  Kesoltat  von  der  Form  y  =  4-.  Der  Faktor  g, 

nahe  =  1,  kommt  bei  der  Unsicherheit  der  anderen  Ueberlegnngen 
nicht  in  Betracht 

2)  F.  Richarz,  Sitzln  r.  d.  Niedeirh.  Gee.  48,  p.  26,  26;  U.  Jan. 
1891.  Verhdlg.  d.  Phya.  Ges.  Berlin,  10,  p.  78— 79,  1891.  Die  Lite- 
ratur 'ibor  die  Messungen  der  Dissociationswärroe  siehe  daselbst,  und 
Wied  \nn.  48,  p.  lin/m  1893.  —  Welche  von  den  4  Grössen  W, 
Q,  N,  f  man  vemir.i^'e  meiner  obipen  Gleichung  aus  den  3  übrigen 
berechnet,  um  den  so  berechneten  Werth  mit  dem  direi  t  beobachteten 
zu  vergleichen,  ist  selbstverständlich  gleichgültig'.  In  meiner  ersten 
PublicatioD  hatte  ich  q  gewählt,  in  der  zweitgenannten  «;  Herr  Eberl 
führt  die  Rechnung  für      dnrch.  (Wied.  Ana.  5ü,  p.  265—260,  1893.} 
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Aus  den  Yersochen  von  Berthelot  und  Ogier  ergibt 
titch  för  ÜDteraalpeten&ttre  (bezogen  auf  die  in  1  cem  bei  • 
0^  und  Atmospbärendnick  enthaltene  Bfaase): 

=  25  .  10«  Erg  piü  cciii. 

Fdr  die  Diasociation  des  Joddampfe  bat  Berr  Boltzmann 
ans  Veranchen  won  Fr.  Meyer  and  J.  M.  Crafte  ftlr  die  im 
selben  Volnmen  enthaltene  Masse  berechnet: 

>K  =  54  •  10^  ürg  pro  ijcm. 

Endlich  hat  Herr  £.  Wiedemann  ans  Messungen  der 
W&rmemengef  welche  snr  Ueberfdhrung  des  Banden-  in  das 

Linienspectrum  nöthig  ist,  gefunden,  dass  einem  Gramm  Wasser- 
stoffgas von  gewöhnlicher  Temperatur  zur  Zerlegung  in  seine 
Atome  etwa  128000  Gramm  —  Ciilorien  zugefnhrt  werden 
müssen. V)  Daraus  ergibt  sich  für  die  im  com  bei  0"  uud 
^tmosphärendruck  enthaltene  Masse: 

«  483  •  10«  Erg  pro  ccm. 

Auch  diesen  Werth  habe  ich,  wie  die  beiden  anderen, 
schon  bei  der  ansfÜhrlichen  Zusammetistellung  des  lediglich 
kinetischen  Theites  meiner  Schlussfolgerungen  mit  in  Be- 
tracht gezogen.*) 

Die  abgeleitete  OTeichang  ftir  die  Dissociationswärme 

wollen  wir  so  benutzen,  dsLna  wir  uns  W,  Q  und  N  den  Werth 
von  berechnen,  welcher  Werth  die  Constante  in  der  New- 
ton'schen  Kraft  zwischen  den  Valenzladungen  ist  und  in  allen. 
Consequenzen  der  Theorie  auttreten  ninss  und  gegebenenfalls 
berechnet  werden  kann,  so  auch  weiterhin  im  nächsten  Ab- 
schnitt dieser  Arbeit.  Setzen  wir  A^;:^  10^,  p  ^  10~*  cm, 
so  erhalten  wir  aus  den  betr.  Werthen  der  Dissociationswärme 


1)  B.  Wiedemann,  Wied.  Ann.  10,  p.  2öÜ,  1880;  18,  p.  509,  1883. 
0«twald,  Allj^em.  Chemie  2,  p.  19, 

2)  k'.  iiicbarz,  Wied.  Ann.  48,  p.  492,  1893. 
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bei  üiitersalpeteraäure:  e  ^  50  •  10***cm*  g*  aec~* 
bei  Joddampf:  «      73  - 10-"  , 

bei  Weflseratoff:  8  ;^  220  •  10-** 

Das.s  diese  Werthe  mit  dem  aus  der  Elektrolyse  lulgen- 
den  c;^129«10~^*  so  nahe  übereiusstimmeii,  ist  bei  der 
großsen  Unsicherheit  der  Berechnungen  und  der  Willkür 
yenchiedeDer  Annahmen  teilweise  Zufall;  man  darf  durchaus 
nicht  sagen,  dass  durch  diese  Uebereinstimmnng  die  elektro- 
chemische Theorie  bestätigt  sei.  Denn  es  konnten  ausser  den 
elektrostatischen  Kräften  der  Valenzladnngen  noch  andere 
KrSffce  von  doppelter,  dreifacher  oder  ähnlicher  Grösse  vor- 
handen sein,  ohne  djiss  die  gefundene  Uebereinstimmung 
innerhalb  der  Gieiizen  ihrer  Unsicherheit  gestört  würde.  Das 
aber  werden  wir  sagen  dürfen,  das«  wir  nicht  in  Widerspruch 
mit  den  ezperimeDtellen  Daten  für  die  Dissociationswärme 
treten,  wenn  wir  mit  Herrn  v.  Helmhoits  annehmen,  dass 
die  chemischen  Kräfte  zwischen  den  Atomen  mit  den  elektro- 
statischen zwischen  den  Valeuzladungen  identisch  sind. 

71.  Anwendung  des  Satees  Tom  Virial  nnd  der 
Boltzmaun'schen  Theorie  mehratomiger  Gase. 

Die  innere  Bewegung  der  Atome  in  einer  Molekel  ist 
eine  stabile;  auf  sie  iässt  sich  daher  der  Virialsatz  von 
Clausius  anwenden.  0  Da  die  Zahl  der  in  Wechselwirkung 
begriffenen  Molekeln  sehr  klein  ist,  gegen  die  QesammtzaU, 
kann  von  den  Kräften  der  Molekeln  untereinander  abgesehen 
werden.  In  einem  gegebenen  Au^^enblicke  kommen  alle  mög- 
lichen /instiinde  der  relativen  BeweLjunij  nnd  Lage,  welche 
die  Atoiue  einer  Molekel  naeh  einander  auneiiraen,  gleich- 
zeitig bei  den  veiöchiedenen  Molekeln  vor.    Es  werde  mit 

1)  Claufniis,  Sitzber.  der  Niederrh.  Ges.  27,  p.  114,  1870.  Po<^'sr. 
Ann  141,  p.  125,  1870.  Jubelbd.  p.  41 1,  1Ö74.  Literatur  siehe  Wied. 
Ann.  18,  p.  468,  1893. 
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die  gesammie  lebendige  Kraft  der  innereD  Bewegung  der 
Atome  in  der  Yolumenemheii,  also  diejenige  der  Bewegung 
der  Atome  relatiT  zum  Schwerpunkte  der  Molekel,  welcher 
sie  angehören,  bezeichnet,  f  (r)  sei  die  gegenseitige  An- 
ziehung der  Atome  einer  Molekel.  Dann  ergibt  nach  Obigem 
der  Virialüiitz:  ^) 

yi,=  llrf(r) 

Für  die  gesammte  lebendige  Kraft  der  fortschreitenden 
Bew^ng  der  Molekeln  in  der  Yolnmeneinheit,  ergibt 
sich  ebenfalls  aus  dem  Viriakatz^) 

^«  =  fP 

wo  p  der  Druck  ist. 

Die  bereits  mehrfach  erwähnte  kinetische  Theorie  mehr- 
atomiger Gase  von  Herrn  Boltzmann  ergibt  ^^ss^^  für 
2  atoDiige  Gase,  Ton  welchem  Resultat  (auf  eine  Molekel  be- 
zogen) bereits  auf  Seite  lÖ  Gebrauch  gemaelit  wurde.  Wir 
erhalten  also 

Nimmt  man  nun  wieder  an,  die  Kraft  / (r)  sei  die 
elektrostatische  Anziehung  der  Valenzladnngen,  nnd  die  Atome 

nur  mit  einer  Bindung  verknüpft,  so  ist  f  \r)  =■       und  bei 

Einffthnmg  unserer  frfiheren  Bezeichnungen  kann  gesetzt 

1  iVs* 

werden  ^r/(r)s=AV     :t  — 

r  Q 

Der  Vihalsatz  ergibt  dann 

p  ist  gleich  1,01  •  1()*^  Dynen  pro  cm^;  nimmt  man 
wieder  N;^  10^,       18"^  cm,  so  folgt 

e  ;^  17  •  10  i^cm '      »ec  ^ 


Ij  F.  Bicbarz,  Wied.  Ann.  48^  p.  470  E,  1898. 


28     .  Sittwi^  der  mtUh^-phy»,  Oiaase  vom  13.  Januar  1894, 

Auch  dieser  Werth  liegt  wieder  innerhalb  der  Greii^u 
der  Unsicherheit  des  aus  der  Elektrolyse  folgenden. 

Die  vorstehende  Berechnung  aiis  Yirialsatz  und  Bolte- 
mann*B  Theorie  ist  nieht  unabhängig  von  deijenigen  aus  der 

Dissooiationswärme  nach  der  Qleichuug  W  =  Denn 

hieraus  und  aus  dem  Yirialsatz  in  der  B'orm  '3p  =  Nu*  ^- 

wfirde  sich  ergeben  3jp,  welche  Bedingung  aber  nicht 
erftlllt  ist.  Vielmehr  ist  die  Bedingung  der  Stabilität  der 
Molekeln,  wie  ich  an  anderem  Orte  nachgewiesen  habe,*) 

dass  W  gross  sei  gegen  p  und  zwar  so,  dass  e  j>  gross  ist 

gegen  1.   Die  Stabilitätsbedingung  ist,  wie  a.  a.  0.  gezeigt, 

W 

in  der  That  erfüllt,  da  —  für      0^  gleich  25,  für  gleich 

P 

53,  ftlr  gleich  478  ist.  Unser  jetziger  Widerspruch  gegen 
diese  allgemein  j^iiliit^e  und  erfüllte  Stabilitiitsbediiigiuig  rührt 
davon  hör,  dass  wir  zur  Vereinfacliuiig  die  Atome  als  Masseii- 
|Miiikte  i)etnichtuten  und  zwischen  ihnen  eine  Kruft  anf^e- 
Donimen  haben,  welche  einer  Potenz  der  Entfernung  pro- 
portional ist;  dies  ist.  wie  a.  a.  0.  p.  477  nachgewiesen, 
unzulässig.  Molekeln,  deren  Atome  durch  eine  Newton'sehe 
Kraft  Ycrbundene  Massenpunkte  wären,  sind  nicht  stabil; 
eine  einfache  Rechnung,  welche  der  a.  a.  0.  p.  483  ff.  analog 
ist,  ergibt  fÖr  solche  Molekeln  zwei  Zustände,  die  an  Wahr- 
scheinlichkeit allen  anderen  weit  überlegen  sind:  Entweder 
fallen  die  Atome  dauernd  in  einen  Punkt  zusammen,  oder 
^ie  sind  soweit  von  einander  entfernt,  diiss  sie  keine  Kräfte 
auf  einander  ausüben,  was  der  Dissociation  entspricht. 

Trotzdem  kommt  der  Widerspruch  für  uns,  bei  der 
Berechnung  des  Elementarquantums  <  nicht  in  Betracht, 

weil  die  Bedingung  e  p  gross  gegen  l  schon  durch  massige 
1}  F.  Riofaan,  Wied.  Ana.  48^  p.  490  ff..  1898. 
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Werthe  von  -    erfüllt  iat,  und  die  Uosicherheit  in  unseren 


Berechnungen  ao  gro»  ist,  dass  ihre  Grensen  noch  wdt 
mehr  verschiedene  Werfhe  einachlieasen.  Von  «Ueberetn* 
Stimmung*  kann  Ton  vornherein  keine  Rede  sein,  sondern 


VIL  Vergleich  mit  den  lachtscliwiiigimgeii. 

Halten  wir  weiterhin  wie  bisher  an  der  Annalime  fest, 
(lass  wir  die  Atome  ala  I'unkte  aiifttheii  dürfen,  welche  im 
gasförmigen  Zustande  frei  um  einander  beweglich  sind.  Ist 
dann  nur  die  elektrostatische  Kraft  zwischen  derselben  wirk- 
sam, so  kann  die  Dauer  eines  Umlaufe  um  den  gemeinsamen 
Schwerpunkt  aus  der  Gleichung  angegeben  werden,  welche 
IlDr  die  Planetenbewegung  das  3.  Eeppler*sche  Gesetx  liefert; 
dabei  werde  angenommen,  dass  die  beiden  Atome  der  Molekel 
nur  durch  eine  Valenz  verbunden  seien. 

Wenn  zwei  Massenpunkte  iü|  und  «ig  unter  dem  i^inr 
flusse  der  Gravitationskraft 


wo  i4,  die  grosse  Halbaxe  der  Bahnellipse  von  T  die 
Umlanfseit  ist. 


O  m^m^^B^  führen  wir  femer  die  ganze  grosse  Ayo  %^  =  2A^ 
ein,  so  wird 


nur  von  ^Nicbtwidersprechen". 


sich  bewegen,  so  ist  das  3.  Keppler'sche  Gesetz 

(m,  4- 
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30       SUtung  der  m«Uh.'phjf$.  doste  vom  23,  Jamtar  1894. 

Nehmen  wir  die  beiden  Atornu  ah  gleich  an,  so  ist 
»/»j  =  =  »w,  und  auch  der  Index  von  Slj  fallt  weg,  da 
dio  beiden  Babnellipsen  gleich  werden;  also 

e 

Bilden  wir  nun  die  Mittelwerthe  über  alle  Molekeln  in 
einem  endlichen  Volumen,  so  kann  nach  denselben  üeber^ 
legnngen,  wie  sie  auf  Seite  23  angestellt  wurden,  ohne  Fehler 
in  der  Ordssenordnung  ftDr  die  grosse  Aze  K  der  Durehmeaeer 
einer  Molekel  gesetzt  werden  :^  10"^  em.  Der  kleinste 
Werth  f&r  T  ergibt  sieh  bei  Waeserstoff,  wo  2  m,  die  Masse 
einer  Molekel,  den  kleinsten  Wertli  hat.  Die  Dichtigkeit 
(le.s  V\  as:ser.stof!s  zu  895  -10"'  und  die  Zahl  der  Molekeln 
in  1  ccm  zu  10***  angenommen,  wird  2  m  89,5  •  10~*®, 
Für  Wasserstoff  wird  daher 

Tä  23*  10-»*sec 

Stillschweigende  Voraussetzung  bei  der  Berechnung  der 
mittleren  Unilaufszeit  T  ist,  dass  die  Zusammenstösse  der 
Molekeln  unter  einander  nicht  so  häufig  stattfinden,  dass 
eine  regelmässige  Centralbewegnng  der  Atome  nm  einander 
gar  nicht  zu  Stande  kommt  Jene  Voraussetzung  ist  aber, 
wie  die  kinetisehe  Gastheorie  seigt,  erfüllt.  Die  grösste  Stoss- 
zahl  gilt  ftlr  Wasserstoff,  nämlich  95  •  10^  in  der  Secunde;*) 
mithin  die  Zeit  zwischen  2  Zusammenstössen  105  •  10' sec. 
Also  kommen  bei  Wasserstoff  rund  4U<JU  Umläufe  der  Atome 
um  einander  auf  die  Zeit  zwischen  2  ZusammeusUtösen. 

.Wenn  nun  eine  positive  und  eine  negative  Ladung  mit 
den  beiden  Atomen  einer  Molekel  verbunden,  sich  um  ein- 
ander drehen,  so  ist  ein  solches  System  ofienbar  äquivalent 
einer  elektrischen  Schwingung.  Von  dem  rotirenden  Atompaar 
werden  daher  auch,  wie  von  einer  HertzVhen  Schwingung, 

1)  0.  fi.  Meyer,  kinet  Qutheariet  p.  143. 
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elektrodynamische  Wellen  ausgestrahlt,  und  bei  hinreichender 
Schnelligkeit  mässten  dieselben  vom  Auge  als  Licht  wahr- 
genommen werden.  Da  nun  aber  die  Gaue  bei  0^  nieht 
leuchten,  mnss  die  Schwingangsdauer  jener  elektrodyna- 
mischen Wellen  grOeser  sein  als  die  der  langsamsten  Licht- 
wellen. Für  die  äoasersten  rothen  Wellen  ist  die  Schwinge 
ungsdauer  rund 

T  =  25  •  10^"  sec 

Die  Schwingnn<^dauer  der  elektrodynamischen  Welle, 
welche  die  rotirende  Molekel  ausstrahlt,  ist  gleich  der  Um- 
lau&seit  T;  -  und,  wie  verlangt,  ist  der  kleinste  Werth  für 
diese,  wie  er  bei  Wasserstoff  sich  ergibt,  grosser  als  Der 
Werth  für  T  bei  Wasserstoff  ist  aber  nur  10  mal  grösser 
als  und  ▼ielfeicht  dfirfen  wir  daraus  vermuthen,  dass  unter 
Umständen  doch  die  betruchtete  elektrodynciniiscbe  Welle  in 
den  Bereich  der  Lichtwellen  eingreift.  Da  nnn  T  nur  der 
Mittel  Werth  der  verschiedenen  bei  verschiedenen  Molekeln 
gleichzeitig  vorhandenen  (Jmlaufszeiten  ist,  so  würde  das 
Gas  bei  einer  gegen  die  normale  beschleunigten  Umlau&zeit 
in  der  angegebenen  Weise  ein  eontinnirliches  Spectrum  aus- 
senden; vielleicht  tragt  die  so  erzeugte  Strahlung  mit  bei 
Bor  Bildung  des  continoirlichen  Hintergrundes  im  Spectmm 
der  Ghise,  welchen  auch  Herr  H.  Eayser  der  , ungeordneten*, 
also  der  Wärraebewegung  der  Atome  zuschreibt.*)  Wie  dem 
aber  auch  sei,  es  würde  auch  jt-ile  amlere  hinreichend  schnelle 
|M.*rioditche  Bewegung  der  Valenzladungen  zu  Liclitstrahluni^ 
Anlass  geben;  sei  es,  dass  die  Atome  saninit  ihren  Ladungen 
als  Ganzes  oscilliren,  wie  dies  wohl  bei  festen  Körpern  und 
den  ein  Bandenspectrum  liefernden  Gasen  der  Fall  sein  dürfte; 
sei  ee,  dass  die  Schwingungen  innerhalb  der  einzehien  Atome 
vor  sich  gehen,  wie  bei  den  ein  Lioienspectrum  liefernden 
Gasen.'    Zu  dieser  Stelle  aus  meiner  vorläufigen  Mittbeilung 


\)  H.  Kayser,  Lehrbuch  der  äpectralanaly»e,  p.  98. 


32      SiUung  der  mßlh,-phifs,  Clasae  wm  13,  Januar  i894. 

vom  26.  Januar  1891  habe  ich  nachzutragen,  dass  die  An- 
sicht, der  oontinoirliche  Hintergrund  der  Gasspectra  rühre 
von  den  Rotationen  der  Molekeln  her,  zuerst  von  Herrn 
Eilhard  Wiedemann  ansgesproch^  ist;^)  in  derselben  Arbeit 
fahrt  Herr  £.  Wiedemann  die  continnirlichen  Speetra  bei 
glühenden  festen  Körpern  oder  Flüssigkeiten  auf  unfreie 
Schwingungen  zurück;  ferner  wie  schon  früher  Herr  v.  Helm- 
holtz^)  die  Bjindenspet  ii en  auf  freie  Schwingungen  der  Atomi» 
im  Molokulurverband  unter  dem  Einflüsse  der  gegenseitigen 
Kräfte  der  Atome,  die  Linienspectren  auf  freie  Schwingungen 
der  AetherhüUen  isolirter  Atome. 

BeztKglicb  der  Energie,  welche  die  in  der  Molekel  oder  im 
Atom  oscillirenden  Valenzladungen  als  Hertz*scbe  Schwingung 
ausstrahlen  können,  hat  Herr  H.  Ebert  nachgewiesen,^)  dass 
dieselbe  nicht  im  Widerspruch  steht  mit  der  von  Herrn  Eil- 
hard  Wiedemann  gefundenen  Strahlungsenergie  eines  Natrium- 
atoms.*) Auch  Herr  ü.  J.  Stoney  schreibt  das  Leuciiten  den 
Bewegungen  der  Valenzladungen  zw^}  und  discutirt  die  Strah- 
lung, welche  durch  Oscillationen  unter  dem  Einfluase  ela- 
stischer Kräfte  herroigerafen  wird. 

Tin.  Molekularer  Magnetiamiia 

Wenn  eine  Valenzladung  infolge  der  Wärmebewegang 
eine  kreisförmige  oder  ahnlich  gestaltete,  eine  Fläche  nm- 
schliessende  Bahn  beschreibt,  so  wird  sie  nach  aussen  elektro- 
magnetische Wirkung  ausüben.    Bei  einer  Bewegung  wie 

bei  dem  bisher  betrachteten  Umlauf  zweier  als  Punkte  ge- 

1}  Eüh.  Wiedemann,  Wied.  Ann«  6^  p.  609,  1878;  8.  auch  10, 
p.  262,  1880. 

2)  H.  V.  Hehnholts,  Pogg.  Ann.  160,  p.  162,  1877. 

8)  H.  Ebeit,  Areh.  de  Gen^ve  (8)  26,  p.  489,  16.  Mai  1891; 
Wied.  Ann.  49,  p.  661,  1893. 

4)  Eilh.  Wiedemann,  Wiedeni.  Ann.  37,  p.  177,  1889. 

5)  G.  J.  au>mf,  Trana.  Roy.  Dablin  äoc  4,  (2),  p.  663,  1891. 
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daehter  Atome  von  gleicher  Masse  um  einander,  mtlesen  sich 
aber  sehen  die  elektromagnetischen  Wirkungen  der  beiden 
Atome  einer  Molekel  anfheben.  Zunächst  ist  dies  nicht  mehr 
der  Fall,  wenn  die  beiden  Atome  der  Molekel  verschiedene 
Masse  haben;  Hann  wird  die  elektroma^etische  Wirkunpf 
der  mit  dem  leichteren  Atom  vcrbnnrienen  Lndniig  weü:<'n 
der  j^rösseren  von  der  Bahn  unischlos.senen  Fläche  über- 
wiegen. Denken  wir  uns  aber  weiterhin  das  Atom  als 
räumlich  ausgedehnt,  so  sind  auch  noch  andere  rotationelle 
Bewegungen  der  Valenzladungen  mit  oder  im  Atom  denkbar, 
deren  magnetische  Gesammtwirkung  für  eine  Molekel  sich 
nicht  anfbebt^)  Endlich  können  wir  uns  bei  festen  Körpern 
und  Flüssigkeiten  die  Atome  einseln  und  ihre  Bewegung  Ton 
einander  unabhängig  ausfOhrend  vorstellen,  sodass  wir  uns 
als  Grenzfjill  alle  positiv  geladenen  Atome  im  einen  Sinne, 
alle  negativ  geladenen  Atome  im  entgegengesetzten  Sinne 
rotirend,  und  alle  Kotationsaxen  parallel  denken  können, 
sodass  sich  in  diesem  Fall  die  magnetische  Wirkung  aller 
rotirenden  Valenzladungen  addiren  würde.  Uiedurch  kommt 
man  dazu,  die  Zolässtgkeit  dieser  Erklärung  des  molekularen 
Magnetismus  dadurch  zu  prUfen,  dass  man  eine  annähernde 
Berechnung  IQr  den  maximalen  specifisehen  Magtietismns  hei 
Sättigung  ausfOhren  kann. 

Diese  Vorstellungen  knüpfen  sich  von  selbst  an  die  Be- 
trachtung der  mit  oder  im  Atom  bewegten  Valenzladungen 
an.  Nachdem  ich  dieselben  bereits  seit  längerer  Zeit  wieder- 
holt gesprächsweise  geäussert  und  die  im  Folgenden  mitge- 
theilte  Rechnung  durchgeführt  hatte,  fand  ich  kür/.lich  im 
XI.  Abschnitt  des  2.  Bandes  der  mechanischen  Wärmetheorie 

1)  Schon  bei  einer  au^  2  gleichen,  räumlich  ausgedehnten,  Atomen 
bestehenden  Gatmiolekel  zwingt  die  Verschiedenheit  der  Anziehung 

der  ponderablen  Mas>«e  filr  die  licidt^n  Arten  der  Elektricität  /n  der 
Folj^ening  einer  unHvmnK^trischcn  LagrTiinjif  der  -f- und  —  f.  woraus 
dann  bei  Rotation  eine  magnetische  Gesammtwirkung  resultirt. 

ISM  Matb.-pbys.  OL  I.  8 
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34       SitguHg  der  nutth^'pkys,  Cl<ute  tom  13.  Januar  S894. 

TOn  Claiisius/)  dass  schon  Wilhelm  Weber  sich  von  den 
Ampere Vchcn  Molekularströmen  die  Anschauung  gebildet 
hatte,  dass  dieselben  in  kreisförmiger  Bewegung  eines  po^i- 
tiren  ßlekfcricit&tetheilchens  um  einen  negatlr  elektrischen 
Kern  bestehe,^)  ahne  dass  jedoch  Weber  diese  Elektricitfits- 
th^lchen  mit  den  Jonenladungen  identifieirte. 

Eine  in  Krcisbiihn  .sicli  bewegende  Elektricitatsmenge  e 
Iv  iiüi  i<f/.ii(rlich  ihrer  elektromagnetischen  Wirkung  als  Kreis- 
strom autgefasst  werden.  Als  Stromintensittit  /  ist  dann  eui- 
zufUbren  der  (Quotient  aus  Eiektricitätsmenge,  welche  in  eiuer 
Zeif  T  einen  Punkt  der  Kreisperipherie  passirt,  dividirt  durch 
T,  In  der  dualistischen  Theorie  passirea  beim  Strom  gleiche 
positive  und  negative  Mengen  in  eotgegengesetster  Richtung 
den  Querschnitt.  Bewegte  Elektricität  von  einer  Art  allein 
reprSsenürt  in  der  elektrodynamischen  Wirkung  also  nur  die 
halbe  Stromintensität. 

Bewegt  sich  (ienmach  eine  Klektricitätsmenge  e  auf  der 

Periphene  eines  Kreises  mit  einer  Umlaufezeit       so  ist  sie 

g 

elektromagnetisch  Univalent  der  Strominteosität  t's-— . 

a  J. 

Eine  Vaienzladung  elektrostatisch  gemessen  ist  annähernd 
e  ^  129  •  10~**;  also  elektromagnetisch  gemessen  ^  43  •  10"^^ 
Eisen  gilt  als  4  werthig;  die  4  Valensstellen  eines  Eäsenatoms 
als  von  gleicher  Ladung  vorausgesetzt  wfirde  also  das  obige 
ß  172  •  10"^^  elektromagnetischen  G.  6.  S.- Einheiten  sein, 
wenn  man  sich  alle  4  Ladungen  in  beliebiger  Weise  auf 
jder  Peripherie  de<?selbeu  Kreises,  denselben  in  gleichem  Sinne 
durchlaufend  denkt 

Ein  Kreisstrom  von  der  Intensität  welcher  eine  Fläche 
q  umströmt,  ist  äquivalent  einem  Magneten  vom  Momente 

1)  dauflius,  mcchan.  Wärmetheorie  11,  p.  3Jl/;i42,  187U. 

2}  Wilh.  Weber,  elektrodynum.  Masabest,  Leipzig  1871,  p.  41. 


Digitized  by  Google 


Biduirg:  Etektrü^e  wd  magneiisihe  Kräfte  der  Atome.  85 


Nahmen  wir  den  Kreisrtrom  von  molekularen  Dimen- 
«onen,  so  können  wir  setzen  9:^^%  wo  6  die  Kante  des 
einem  Eiaenatom  zukommenden  Elementarwttrfels  ist.  Hieftir 
erhalten  wir  folgenden  angenäherten  Werth. 

Eine  Molekel  II,,  hat  eine  Masse  von  etwa  9  •  10~*^  g 
(siebe  Seite  30).  Ein  Eisenatum  Fe  —  ^^i)  J{  ^  2S  H,  also 
25  •  10~'*  g.  Das  speciti.sche  Volumen  iles  Eisens  ist  1  ccni : 
7,7  g.  Daraus  folgt  das  Volumen  des  einem  Eisenatoiu 
zukommenden  Elementarwürfels  33  •  10""**  com.  und  die 
Kante  desselben  d  gleich  1|5  •  lO'**  cm.  Mithin  q 
2^ .  10^"  cm* 

Ftlr  das  magnetische  Moment  eines  Eisenatoras  finden 
wir  also  die  Annäherung: 

ü»  Ä  2,3 . 10-" .  i  Ä  2,3 . 10-"  ■ 
und  indem  wir  fftr  0  den  obigen  Wert  einführen 


^  2  '  10-*< 
T 


Za  einer  Sch&tzuug  der  GrOssenordnung  der  Umlaufs* 
zeit  T  können  wir  auf  zwei  Wegen  gelangen.  Erstens  ist 
wie  im  vorigen  Abschnitt  daran  m  erinnern,  dass  die  roti- 
renden  Valenzhidungen  elektro<l\ n  uuische  Wellen  aussenden 
uiüüaen.  Wenn  dieselben  nicht  ,iL  Liciit  empfunden  werden 
sollen ,  so  muss  ihre  Periotle  länger  als  die  der  lüugsten 
roihen  Wellen  sein;  wir  erhalten  also 

r>3-  10-"sec 

Zweitens  soll  als  QrenzfaU  angenommen  werden,  die 
ponderable  Masse  des  Eieenatoma  sei  mit  der  elektrischen 
Ladung  desselben  in  einem  Punkte  vereinigt.  Nach  der 
kinetischen  Theorie  der  Materie  ist  die  mittlere  lebendige 
Kraft  eines  Atoms  hei  gegebener  Temperatur  fQr  alle  Sub- 
stanzen dieselbe,    (ieheu  wir  aus  von  einem  eiuutouiigen 


30       Sitaung  der  nuUh.'phys.  ClasM  mm  13.  Januar  1894, 

Gase  (etwa  Hg)^  so  ist  die  gt^amroie  lebendige  Kraft  in 
1  ccm  bei  0^  und  Atmosphärendruck 

^==1;,==  3  .1,01.10«  C.G.S. 

Division  durch  10^^  ergibt  also  für  ein  Atom  beliebiger 
Substanz  und  Ag;^n't'<?iitzii.staii(los  L  die  gesammte  lebendige 
Kraft  ^  1,52  *  10~^\  Nenne  die  Masse  eines  Eisenatoms  m, 
die  constante  Geschvrindigkeit,  mit  welcher  ea  die  kreis- 
förmige Bahn  vom  Durchmesser  d  dnrchlanft,  «,  so  wird 


Nuhme  d  ;^  10'«  cm;  »i  ^  25  •  lO"'^*;  L  •  10"»* 

so  folgt 

1,3-  10-'*  sec 

Nun  bewegt  sich  aber  gewiss  nicht  die  ganze  ponderable 
Masse  des  Atoms  auf  der  Oberfläche  des  ihm  zukommenden 
Baumes,  sondern  befindet  sich  grosstentheils  mehr  central; 
damit  derselbe  Werth  der  lebendigen  Kraft  erreicht  wird, 
mnss  also  die  Umdrehungsgeschwindigkeit  grosser  sein,  und 
es  sollte  sein 

T  <  10-»  sec 
Schätzen  wir  nach  diesen  beiden  Grenzwertben  etwa 

T  « 10->*  sec 

Herr  H.  E.  J.  G.  Du  Boi»  hat  mir  niit^etheilt,  dass  er  in 
einer  novh  nicht  publicirten  Berechijun«^  auf  Grund  der  von 
Maxwell  (Treatise  (Jap.  21)  umgearbeiteten  Lord  Kelvin'schen 
Wirbeltheorie  versucht  habe,  aus  der  magneto- optischen 
Drehung  in  ferromagneti.schen  Metallen  (Kundt*sches  Phä- 
nomen) einen  Anhaltspunkt  zu  gewinnen  für  die  Periode 
jener  Wirbel.  Nach  den  vorliegenden  Daten  gelange  er  zu 
dem  Schlüsse,  dass  in  etwa  halb-. gesättigtem*  Eisen  die 
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Wirbel  eine  Frequenz  von  5  BillioDen  pro  Secunde  haben, 
also  etwa  der  hundertste  Theil  derjenigen  des  Nutroiilichtes. 
Die  Rechnung  fUhre  zu  einer  Schlussfonuel  für  die  Periode, 
wekhe  folgendermassen  lautet: 

M 

wo  M  der  maxiniftle  specffische  Magnetismus  ist. 

Einmal  stimmt  der  Bau  dieser  (ileichun^  mit  der  «ns- 
rigeii  überein;  setzen  wir  zweitens  den  Werth  für  Eisen 
M  =  220  (s.  unten)  ein,  so  wird  bei  voller  iSättigung  un- 
geföhr 

T  =  10-  "  sec 

Dieser  Werth  liegt  innerhalb  der  sehr  weiten  Grenzen 
der  ünsidierheit  unseres  oben  gewählten  WerUies.^) 


2  •  lO-*« 

Fflhren  wir  in  die  Gleichung  9Jl  Ä  —  ^, — -  den  Werth 

Tä;  10-»*  ein,  so  wird  m     2  -  lO-'*\ 

Will  man  ta  endlichen  Massen  übergehen,  so  kann  man 
annehmen,  dass  hei  S&ttignng  alle  positiven  Valenzladnngen 
um  parallele  Azen  in  demselben  Sinne,  alle  negativen  im 
entgegengesetzten  Sinne  rotiren.  Dann  muss  das  maximale 
magnetische  Moment  von  1  g  Eisen ,  also  der  specifische 
Magnetiäuiuä  bei  Sättigung,  gleich  werden 

wo  91  die  Zahl  der  Atome  in  1  g  Eisen  ist. 

1)  Wenn  wir  wieder  daran  denken,  dasa  die  periodische  Be- 
wegmig  der  Valenzladungen  zu  elektrodynamischer  Strahlung  Anlas« 
gibt,  wie  eine  Hertz'scbe  Schwingung,  so  steht  die  Grössenordnung 

der  Umlaufszeit  ebenfalls  in  Einklang  mit  flem  von  Herrn  Willy  Wien 
abgeleiteten  Resultate,  dass  die  Periode  der  in  der  Wärmesinihlun;,' 
fester  Körper  vorkommenden  Sehwin^nngen  klein  sein  luuss  ge^en  die- 
jenigen, welche  von  Drahtnetzen  voUatändig  zurückgeworfen  werden. 
(Wied.  Ann.  49,  p.  633,  1893.J 
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Aus  m  ;t  25  •  Ii)-'*  folgt  5W     4  •  10»*.    Also  wird 

M^S  CG. S.-EiDhelten 

Der  exp(  rim*'iiteli  gefuodeiie  speciüsche  Maguetitiiuuä  bei 
SttttiguDg  beträgt^) 

bei  Eisen   220  C.  G.  S. 
bei  Kobalt  150  « 

bei  Nickel    60  , 

In  Anbetracht  der  überaus  grossen  Unsicherheit  der 
Berechnung  von  M  muas  man  den  berechneten  und  die 
direct  bestimmten  Werthe  als  innerhalb  der  GrÖssenordnung 
übereinstimmend  bezeichnen.    Der  Versuch,  den  vor  der 

Richtung  der  Element  arm  ügnete  praeexistirenden  molekularen 
Magnetismus  auf  Kotation  der  Valenzladungen  zurückzutübren, 
scheint  demnach  zulässig  zu  sein. 


Weitere  Oontroiberechnungen  derHelmholtzVhen  elektro- 
chemischen Theorie  hat  inzwischen  Herr  A.  P.  Ghattock  aus- 
geführt.^) In  seiner  ersten  Mittheilung  berechnet  er  aus  den 

Erscheinungen  beim  Ausströmen  der  Elektricität  aus  Spitzen 
das  ElemtMitarquaiituin  fi'ir  die  Atome  des  Gases.  In  der 
zweiten  iiiniiut  er  an,  da.^^  ii«'  auch  von  iUteren  Theorieen 
der  Dielectrica  vorausgesetzten,  in  dasselbe  eingebetteten  Elek- 
tricitätstheilcheu  eben  die  Valenzladungen  sind.  Diese  „elektro- 
lytische Theorie  der  Dielectrica"  wendet  Herr  Ofaattock  an 
auf  die  Messungen  der  Piezo-Elektricität  der  Herren  J.  und 
F.  Curie  und  Mallock,  der  Pyro-Elektricitat  von  Herrn  Riecke, 
der  OohSsion,  der  Dielektricitäts-ConstantCf  der  Elektro- 
Striction,  und  findet  stets  Werthe  für  das  Elementarquantutn, 

1)  H.  E.  J.  G.  Du  Uoi«,  riiil.  Mag.  [ö],  29,  p.  293,  1890. 

2)  A.  P.  Chattoek,  Phil.  Mag.  (6),  32,  p.  286,  1891;  34,  p.  461. 
1892;  8ö,  p.  76,  1893. 
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^ie  <?em  elektroly tischen  nahe  stehen.  Auch  Herr  J.  1. 
ThKiiison  hat  in  mehreren  neueren  Arbeiten  (siehe  Citat  p.  8) 
aus  der  Quantität  der  Joneniadungen  mit  Erfolg  Schlüsse  ge- 
zogen zur  Erklärung  verschiedener  Phänomene,  insbesondere 
auch  des  von  Robert  von  Helmholtz  gefundenen  und  von 
ihm  and  anderen  nntersochten  Dampfstrahlphänomens. 

Zorn  Schlüsse  mochte  ich  mich  nochmals  im  Voraus  gegen 
die  Anffassung  Terwahren,  als  ob  ich  mich  der  T&nschang 
hingäbe,  irgend  eine  der  entwickelten  Berechnungen  könne 
als  positiv  fllr  die  elektrochemische  Theorie  beweisend  an- 
gesehen  werden.  Schon  auf  Seite  2()  habe  ich  diirauf  hin- 
gewiesen, dass  neben  den  elektrischen  Krätten  der  Valenz- 
Udungen  noch  andere  von  derselben  Grössenordnung  existiren 
können,  ohne  dass  unsere  Gleichungen  bei  ihrer  grossen  Tin- 
Sicherheit  einen  Widerspruch  erkennen  lassen  wOrdeu.  Wohl 
aber  darf  man  behaupten,  dass  man  bei  Annahme  der  Helm- 
holtz*8chen  Theorie  eine  Reihe  von  Erscheinungen  unter 
gemeinsamem  Gesichtspunkt  auffassen  kann,  und  bei  der 
berechnenden  Verfolgung,  soweit  dieselbe  möglich  ist,  nicht 
in  Widerspruch  tritt  mit  der  Erfahrung. 
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Ueber  eine  emfache,  eindeutige  ßaimitrajisforiaation 

3.  Ordnung. 

Von  Kar)  DOhlemaon  in  Mitnchen. 

1.  Unter  VoraiMBetziiiifif  des  BegiiffSes  der  Prnjectivit&t 

kann  man  sich  kaum  eine  einfachere  Methode  denken,  den 
IJiiiin  geometrisch  unschaiUich  eindeutig  auf  eich  selbst  /u 
beziehen  als  folgende:  In  dem  einen  Kaum  (X-Raum)  seien 
3  Gerade  aj,  o^i  ^  beliebig  und  in  allgemeiner  Lage  ange- 
nommen, ebenso  im  andern,  F-Raum.  Jede  dieser  6  Geraden 
BoU  Träger  eines  Ebenenbflschels  sein  und  zwar  seien  die 
Ebenenbüsebel  and  o,  und  h^^  a,  und  je  zu  einander 
projeetiT.  Irgend  ein  Punkt  im  X-Raum,  P«,  ist  dann 
Sehnittpnnkt  dreier  Ebenen  duieli  a^,  a^,  a^;  diesen  ent- 
sprechen vermöge  der  projectiven  Beziehungen  drei  Ebenen 
durch  h.^,  Z/j,  welche  sich  in  dem  entsprechenden  Punkt 
Py  schneiden. 

Lässt  man  Pj^  auf  einer  beliebigen  Geraden  r/  fortrüi  k»'!i, 
so  bezieht  P«  dabei  die  Büschel  a^.  a^,  ])rojecti?  auf- 
einander« Es  werden  also  auch  die  Büschel  b^,  ftj  pro- 
jectiv  aufeinander  bezogen  und  diese  erzengen  als  der  Geraden 
entsprechendes  Gebilde  eine  Raumkurre  3.  Ordnung,  welche 
den  Hyperboloiden  aus  den  Achsen  h^,  bezw.  b^^  5,  und 
gemein  ist. 

Daraus  folgt  dann  sofort,  düss  das  einer  Ebene  im  einen 
Raum  im  andern  Räume  entsprechende  Gebilde  eine  Fläche 
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3.  (>nliiuii<i;  ist:  denn  dies.-,  Gebilde  hat  luit  einer  beiiebij^eii 
Geraden  drei  bchnittpunkte  geniein. 

2.  Die  singulären  Elemente  der  Transformation  erhklten 
wir  durch  besondere  Annahmen  ffir  den  Punkt  P^*  Zunächst 

springen  als  solche  die  6  Geraden  a,  in  die  Augen. 

Wählen  wir  einen  Punkt  auf  tfj,  so  geht  durch  ihn  und 
bezw.  noch  je  eine  Ebene^  während  die  durch  gehende 
Kbene  unbestimmt  wird.  Den  beiden  genannten  Ebenen  ent- 
sprechen gewisse  Ril>eneii  durch  und  h.^  und  da  die  3.  Ebene 
ganz  willkürlich,  so  enteprieht  also  dem  Punkte  auf  a^  eine 
Gerade.  Rückt  der  Punkt  auf  fort,  so  erzeugen  die  pro- 
jectiven  Büschel  und  b^  eine  Regelschaar  2.  Ordnung,  die 
wir  kurz  als  das  Hyperboloid  [b^  h^)  bezeichnen  wollen.  Den 
Punkten  der  Geraden  entsprechen  die  Erzeugenden  dieses 
Hyperboloides  und  zwar  diejenigen,  welche  nicht  zur  Schaar 
Z/j,  b^  gehören. 

Ganz  ebenso  geben  die  Geraden  und  a„  zu  2  Hyper- 
büluiden  [  h^  h^)  und  {  h^  /> ,  i  Veranlassung,  während  im  X-Raume 
als  singulare  Flächen  die  Hyperboloide  (a,  a,)  (a,  a,)  (a,  a,) 
erscheinen. 

Weiter  spielen  noch  eine  besondere  Rolle  die  durch  aj, 
0,,  Oy,  sowie  6|,  d,,  bestimmten  Begelschaaren.  Wählt 
man  nämlich  eine  Gerade  welche  a^^  und  schneidet, 
so  entspricht  jedem  Punkt  dieser  Geraden  der  gleiche  Punkt 

im  Y-Rauni,  da  die  Ebenen  ja  die  näinliehen  bh-iben,  welche 
(I  mit  or,.  a.,  und  bestimmt.  Liisst  niuii  jetzt  //  die  Regel- 
schaar  (a,  a^)  durchlaufen,  so  werden  dadurch  die  Büschel 
^11  ^1  ^  aufeinander  projectiv  bezogen,  das  gleiche  gilt  also 
auch  Ton  den  Büscheln  6p  6,,  h^.  Die  den  Geraden  g  enfc*- 
sprechenden  Punkte  liegen  demnach  auf  einer  Raumkurve 
3.  Ordnung  und  es  ist  weiter  klar,  dass  diese  der  gemein- 
same Schnitt  der  oben  genannten  Hyperboloide  (6,  b^)  (5,  b^) 
(&2  b^  sein  muss.  Ganz  ebenso  wird  sich  im  Räume  der  X 
eine  Haumkuive      Oninuug  Ea  ergeben,  deren  Punkte  den 
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Geraden  entsprechen,  welche  5,,  nnd  gleichzeitig  he- 
gegnen. 

Das  System  der  Fundamental-Flächen  besteht  also  z.  B. 
im  X-Ranme  aus: 

Dem  Hyperboloid  (a,  a^},  dem  Hyperboloid  (a,  O,),  dem 
Hyperboloid  (a^a,),  dem  Hyperboloid  (a^a^a^). 

Daza  kommen  als  Fundamental-Kurven: 
Die  Geraden  aj,  a,,  o,  nnd  die  BaumkutTC  12^«,  der 
Schnitt  der  S  raerst  genannten  Hyperboloide. 

Es  folgt  dann  leicht: 

9 Einer  Ebene  z.  B.  im  A-Kaurae  entspricht  im  F-Raume 
eine  Fläche  3.  Ordnung,  welche  durch  B^^  Zf,,  and 
hindurchgeht/ 

Diese  Flache  ist  auf  die  Ebene  eindeutig  abgebildet  und 
aus  der  Betrachtung  dieser  Ahbildung  ergibt  sich  in  der 
bekannten  Weise,  dass  die  Flache  27  Gerade  enthalt 

3.   Die  analytische   Darstelluntr  dieser  Transformation 
gestaltet  äich  wie  folgt:  Sind  die  t^beneubüschel  a,,  a,, 
bediglich  gegeben  durch 

1)  Aj  —  nBx  =  0 
As  —  vBx  =  0 

wo  ttx  =  Oj     +  (ffXj  -f  «3X5  +  (1^     etc.  und  sind  die  dazu 

projectiveu  Büschel  Oy  6^,  6^  bezüglich 

2)  Ai  —  tiBi  =  o 
Ai  —  pBi^o 

so  werden  die  Gleichungen  der  Transforuiattun 

ttz  b'f(  —       O'v   ~  ^ 

3)  A:cB;  —  b^a;,^o 

AmBg  —  BgA^'=^o 
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Diess  sind  3  iu  den  x  und  y  lineare  Gleichungen,  aller- 
dings Yon  specielier  Form.  Nimmt  man  3  bilxneaie  Gleich- 
ungeQ  der  allgemeinen  Form 

so  erhält  man  durch  dieselben  die  allgemeine  birationale 
Transformation  3.  Ordnung  dieser  Art,  welche  Nother  ^)  nnd 
Caylej^)  fast  gleichzeitig  behandelt  haben.  Bei  dieser  tritt 
in  jedem  Raum  als  Fundamentalfläche  eine  Fläche  8.  Ordnung 

aiit  und  auf  ihr  als  3  fache  Kurve  eine  Raurakurve  6.  Ordnung. 
In  miserni  Falle  ist  diese  Fläche  8.  Ordnung  in  4  Hyper- 
boloide zerfallen,  die  Raumkurve  6.  Ordnung  dagegen  besteht 
aus  den  3  Geraden  und  der  liaumkurve  3.  Ordnung.  Dieser 
geometrisch  nicht  uninteressante  Fall  findet  in  den  citierten 
Arbeiten  keine  Erwähnung. 

4.  Die  bilinearen  Oleichnngen  3)  kann  man  mit  RQck- 

sicht  auf  ihre  specielle  Form  als  «zweiteilig*  bezeiclinen: 
die  allgemeine  Transformation  dieser  Art  lä?st  sich  nicht  auf 
diese  Form  bringen.  Betrachten  wir,  des  Zusammenhanges 
wegen,  erneu  Moment  die  allgemeine  quadratische  Trans- 
formation der  £bene,  so  ist  bekannt,  dass  diese  dargestellt 
werden  kann  durch  das  System  2  biiinearer  Gleichungen 

^      IhaXiijk^o     IA==  1,2,3/ 

Eine  solche  bilineare  Form  SauXiffit  lässt  sieh  nun  als 
»Kweiteilige*  schreiben  immer  und  nur,  wenn  die  Deter- 
minante der  Form  \att\^  wie  dless  London')  zeigt 
Trotzdem  lässt  sich  die  allgemeine  quadratische  Transfor- 
mation der  Ebene  noch  durch  zwei  zweiteilige  Gleichungeu 


1)  Mathematische  Auualen  Bd.  8,  1871,  pag.  647. 

2)  Proceedinpa  of  the  London  Mathpm.  Society,  Vol.  III,  1870. 
'6)  Mathematische  Anouleu  BU.  38,  1691. 
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duBtelleD.  DdDD  die  Gleichung  SauXipk^o,  welche  eine 
reciproke  Beziehung  der  Ehene  Toratellt,  wird  erffilit  durch 
00*  Punktpaare  {x^  y). 

Hat  man  2  solche  Gleichungen  wie  in  4),  so  giht  es 

noch  oc*  Ponktepaare  (x,  y\  welche  bei  den  Gleichungen 
genügen  und  diess  sind  eben  die  Pnnktepaare  der  quadra- 
tischen Transformation.  Darauf  beruht  auch  die  Kr/eniriin«? 
dieser  Tran^furmation,  welche  Hirst  gegeben  hat.  Betrachtet 
man  jetzt  weiter  die  Schaar 

5)       ^  üik  Xi  </*  -H  ^  •  ^bik  Xi  yk'^o 

80  stellt  diese  für  jeden  Wert  von  k  zwar  eine  andere  Reci- 
procität  vor,  die  Punktpaare  der  quadratischen  Transformation 
jedoch  gehören  immer  dieser  Heciprocitat  an*  Man  kann 
dann  die  quadratische  Transformation  auch  durch  irgend 
2  andere  Reciprocitäten  der  Schaar  5)  erzengen  und  kann 
als  solche  2  mit  verschwindender  Determinante  herausgreifen. 
Denn  die  Deterniiiumte  von  5)  liefert  eine  Gleichung  3.  Grades 
in  A.  Eine  solche  Kn  ipr  (  t.it  ist  aber  dann  als  zweiteilige 
Form  zu  schreiljeu  und  diese  kann  wieder  als  Resnltat  der 
Elimination  des  Parameter«  aua  projectiven  ^trahlbüscheln 
erhalten  werden.  So  entsprechen  also  den  3  Wurzeln  der 
kubischen  Gleichung  die  3  Fundamentalpunkte,  welche  die 
quadratische  Transformation  in  jeder  £bene  besitzt 

5.  Andere  verhalt  es  sich  im  quatem&ren  Gebiet.  Yer^ 
schwindet  die  Determinante  I  ;  einer  bilinearen  Form  von 
4  homogenen  Variabein  x  und 

so  genügt  diess  blos  dazu,  um  die  Form  als  eine  drei- 
teilige schreiben  zu  können.    Denn  i*t 

so  besagt  das  Verschwinden  der  Determinante  ja,*!,  dass 
eine  lineare  Relation  bentehb 
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und  wenn  man  diese  benntet,  um  durch  f^^  /*,  aus- 
zudrucken, so  wird 

Damit  ist  StUkXif/k  ftls  dreiteilige  Form  geschrieben. 
Hat  man  jetzt  3  bilineare  Formen  allgemeiner  Art 

-  flf  ,*  JCi  tn  —  o 
0)                     ^  bik  Xi  yk  =  o 

^CiuXiyh=o 

so  wird  jede  einzelne  derselben  durch  oo^  Punktpaare  {x^  y) 
befriedigt,  die  oo*  Punktpaare  der  durch  6  dargestellten  Trans- 
formation jedoch  sind  diejenigen  Punktpaare,  welche  den 

3  Gleichungen  genügen.    Bildet  man  jetzt  das  System 

7)  -5«^»  Xiyu  + ^CtkXiyk  =  o 

so  enthält  jede  in  ihm  enthaltene  Reeiproeität  die  Punktpaare 
der  Traiisforniation.  Die  Bedingung,  dass  die  Determinante 
vor  7)  verschwinde,  ^il>t  eine  (ileichung  4.  Grades  in  ). 
und  /ti.  Man  kann  also  die  Transformation  Ü)  auch  durch 
3  dreiteilige  Gleichungen  darstellen. 

Soll  dagegen  die  Transformation  durch  3  zweiteilige 
Gleichnngen  zum  Ausdruck  gebracht  werden  können,  so  ist 
dazu  fQr  jede  der  3  bilinearen  Formen  ausser  dem  Ver- 
schwinden der  Determinante  j  an  \  auch  noch  das  Nullwerden 
der  ünterdeterminanten  3.  Ordnung  notwendig  und  hin- 
reichend. 

Nahe  liegt  hier  die  Frage  nach  dem  durch  2  bilineare 
Gleichungen 

-  f/a  .i  ,  yk  =  0 

-  hik  Xi  yk~o 

dargestellt (11  Gebilde.  Oifenbar  gibt  es  noch  oo*  Pnnktpaare, 
welche  beiden  Gleichungen  genfigen.   Hält  man  z.  B.  x  in 
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beiden  Gleichnngen  fest,  so  erhält  man  2  Ebenen,  deren 
Schnittlinie  der  Ort  der  Punkte  |f  ist,  die  dem  Punkte  x 
entsprechen.  Alle  nnf  diese  Weise  zu  erhaltenden  Gferaden 
bilden  einen  Complex.    Dadurch,  dass  die  Ebenen  einander 

entsprechen,  welche  in  den  l)ei(leii  lleciprocitäten  zu  gleichen 
Werten  von  x  (oder  //)  gehören,  wird  aber  der  Kaum  colliiiear 
auf  sich  bezogen  und  es  folgt  somit,  dass  der  in  Hede  stehende 
Complex  der  Heye'scbe  oder  tetraedrale,  der  ja  durch  2  coU 
lineare  Baume  als  Ort  der  Schnittlinien  entsprechender  Ebenen 
enengt  wird.   (8chr5ter*8  Complex  der  Wechselstrahlen.) 

Die  Gleichung  des  Oomplexee  in  den  Plücker'sehen  Oe- 

radencoordinaten  erhält  man  dadurch,  dass  man  die  Deter- 
minante 

2u,ii/,    *M«y/    Satsyt    Sa^yt  \ 

lOny'i     ^Oiiyl     -",:(//,•     -0.4^/       i*—  I   9  Q  ill 

;  ^bnyi    -6,2?/,    ^Oi^y,  ^6,4//, 
I  ^ifiiyi    ^huy'i    ^bi:iy'i    ^b^yi  \ 

nach  quadratischen  Unterdeterminanten  entwickelt. 
Der  ganzen  Schaar 

dient  dieser  Complex  sozusagen  als  Basis.  —  Hat  man  all- 
geuR'iner  2  Gleichungen 

f     ^)  =  0 

so  stellen  diese,  mäulern  auch  wieder  einem  Punkte  x  eine 
gewisse  Kurve  von  der  Ordnung  (n  v)  entspricht,  ein  co^  faches 
System  Ton  £ur?en  Tor,  also  einen  allgemeinem  Complex. 

6.  Kehren  wir  jetzt  noch  einen  Moment  zurfick  ku 

unserer  speciellen  Transformation  3.  Ordnung.  Wir  hatten 
von  Anfang  an  angenommen,  es  Büschel  projectiv 
Büschel  projectiv  6,  und  ebenso       und  63.  Diese 
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PxojectiTit&t  kommt  geomefcnsch  zum  Anadruck  dadurch,  dass 
0}  und  uod  und  je  an  Hyperboloid  erateugeii. 
Im  aUgemeiDen  habeo  diese  3  Flächen  8  Punkte  gemein 
und  diess  sind  die  einzigen  sich  selbst  entsprechenden  Punkte 

der  Transformation ,  Auch  bei  der  allgemeinern  Nöther- 
Cayley'öclieii  Transtorniation  hat  mau  8  solche  Coincidenz- 
punkte.  Man  kann  nun  aber  die  erwähnten  3  Hyperboloide 
auch  in  specieller  Lageubeziehung  annehmen.  Von  den  ver- 
schiedenen möglichen  Fällen  sei  nur  der  erwähnt,  wo  die 
3  Hyperboloide  eine  Raumkurre  3.  Ordnung  gemein 
haben.  Diess  kommt  darauf  hinaus,  dass  man  die  6  Achsen 
<t„  ....  ^8  als  Secanten  einer  12*  wählt  und  je  2  Ebenenbflschel 
wie  Oj  und  perspectiv  zur  jR^  nimmt,  sodass  stets  ent- 
,s]n  rliende  Ebenen  der  Büschel  auf  dieser  Kurve  .->ich  be- 
gegnen. Dann  besteht  die  ganze  jR'"*  aus  Coincidenzpunkten 
der  Transformation,  dieselbe  entspricht  sieb  Punkt  für 
Punkt  selbst.  Diese  Transformation  stellt  das  Analogon 
Tor  zu  der  quadratischen  Transformation  der  Ebene  mit 
einem  festen  Kegelschnitt.^) 

Wendet  man  unter  Festhaltung  der  diese  Trans- 
formation wiederholt  an,  so  erhSU  man  Transformationen  in 
der  Ordnung  o^',  welche  alle  diese  als  , feste"  Knnre 
enthalten. 

Es  drängt  sich  hier  die  Vermutung  auf,  dass  man 
sUtt  der  überhaupt  eine  Kaumkurve  von  beliebiger  Ord- 
nung n  benützen  kann,  sofern  man  nur  6  (n — 1)  fache  Se- 
canten derselben  zur  Verfügung  hat,  um  dieselben  als  Gerade 
a,,  . . . .  &9  zn  benützen.  6  solche  (n — l)&che  Secanten 
liegen  dann  immer  auf  einer  Regelfläche  2.  Ordnung.  Man 
überzeugt  sich  nämlich  auch  analytisch  leicht  von  der  Richtig- 
keit folgenden  ^^atzes: 


1)  Vergleiche  meine  Arbeit  in  den  Matbematiiehen  Inealen 
Bd.  89«  pag.  660. 
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sEotbälfc  eine  Raamkum  ii-Ordnniig  zwei  (n — 1)  fSncbe 
Secanfceii,  so  liegt  aie  anf  einer  Fläche  2.  Ordnung  und 
hat  die  eine  Begebchaar  derselben  Oberhaupt  zu  (n — 1)- 
fiiefaen  Seeanten.' 

Geometrisch  ergibt  sich  der  Beweis  dieses  Satzes  un- 
mittelbar, wenn  man  die  zwei  (» —  1)  fachen  Secanten  der 
KaumkurTe  als  Achsen  zweier  zur  Rauinkurve  perspectiven 
und  dämm  untereinander  projectiven  EbenenbüscheL  nimmt, 
die  dann  eine  Regelflache  2.  Ordnung  erzeugen. 

Unter  dieser  Voraussetzung  gehören  also  die  6  (ieradeu 

a,  der  gleichen  Re^elsi  liaar  jP*  an,  auf  welclier  auch 

die  M'*  liegt.   Die  Hyj)eri)(>luide,  welche  diu  Büschel  öj  und  />j. 

und  b^,  und  6^  erzeugen,  ialleu  alle  drei  zusanimeu 
mit  F\  Wählt  man  jetxt  aber  einen  Punkt  auf  di^er 
F\  so  entspricht  ihm  offenbar  die  durch  ihn  gehende,  nicht 
zur  Schaar  der  gehörige  Erzeugende  der  FlSche  F\  Einer 
beliebigen  Geraden  g  entspricht  dann  wieder  eine  Gerade, 
wenn  man  Ton  den  2  Geraden  absieht,  die  den  Schnittpunkten 
der  g  mit  der  zuzuweisen  sind.  Man  erkennt,  dass  die 
Transformation  sich  in  diesem  Falle  auf  eine  (Joiliueation 
reduciert. 

Diees  ist  richtig,  solange  n  >  3.  A  iier  auch  für  n  «  3 
müssen  wir  dementsprechend,  wenn  eine  «feste*  Kurve 
sein  soll,  noch  die  ausdrückliche  Voraussetzung  betfögen, 
dass  die  6  Secanten  a^,  der  JR'  nicht  einer  Regel- 
achaar angehören  dürfen.    Es  folgt  dann  aber: 

„Die  JR'  ist  die  einzige  Kaumkurve,  welche  als  „feste** 
Kurve  in  unserer  (specieilen)  Transformation  auftreten 
kann.* 

Wählt  man  2  der  3  Geraden  in  einem  Raum  z.  B. 

und  h.-,  so,  dass  sie  sich  schneiden,  so  ist  der  Schnittpunkt 
derselben  ein  Doppelpunkt  für  die  Fläche  3.  Ordnung,  welche 
emer  Kbene  im  andern  llaum  entspricht.    Auf  diese  VN'eise 

Itm.  U»th.'ifh3;  Gl.  1.  4 
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kann  man  verschiedene  Typen  der  Fläche  3.  Ordnung  durch 
die  Transformation  erhalten. 

7.  Sind  die  3  bilinearen  Gleichungen  6)  allgemeiner 

Natur  und  setzt  man  in  ihnen 

Oti  ~  0^4 ;   bn  =  hki ;   Cik  —  Ckt 

so  erhält  man,  wie  Nöther  I.  c.  pag.  556  bemerkt,  die 

Hessc'sche  Transformation,  bei  welcher  jedem  Punkte  des 
Kaiiiiieh  sein  coiinigieiter  in  Bezug  auf  ein  Netz  von  Flächen 
2.  Ordnung  entspricht.  Denn  die  Gleichiuiü,tjn  (3)  lassen  sich 
dann  auffassen  als  die  Polarebenen  eines  Punktes  y  in  Bezog 
auf  die  3  Flechen  2.  Ordnung 

2  dik  Xi  Xk  =  o\    —  ha  Xi  Xk  =  o;    2  c,  ^  Xi  Xk  =  o 

Diese  Raumiaransformation  ist  natürlich  involutorisch. 
Herr  Professor  Bauer  hat  mich  nnn,  nachdem  ich  ihm  diese 
Bemerkungen  vorgelegt  hatte,  nocb  auf  folgende  weitere 
SpectaUsierung  aufmerksam  gemacht.   Nimmt  man  statt  der 

eben  genannten  Flächen  2.  Ordnung  3  Ebenenpaare,  so  be- 
schreiben die  Polarebeuen  eines  Punktes  Ebenenbüschel  um 
die  3  Schnittlinien  eines  jeden  solchen  Paares.  In  der  Tat 
verschwinden  unter  dieser  Voraussetzung  für  die  Fläche  2.  Ord- 
nung ja  ausser  der  Determinante  auch  noch  die  sämmtlichen 
Unteidetenninanten  3.  Ordnung,  sodass  also  die  Form  nach 
dem  FrOhem  eben  als  zweiteilige  darstellbar  wird.  Natfirlich 
ist  auch  diese  speciellste  Transformation  involutorisch.  Die 
Geraden  a,,  a.,.  fallen  zusammen  mit  ftp  ftg,  ftj,  wie  über- 
haupt das  System  der  singulären  Elemente  in  beiden  Räumen 
zusammenrückt. 
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Sittung  vom  3.  Febraar  1894. 

1.  Herr  C.  v.  Kupffrr  teilt  die  Resultate  seiner  üiitor- 
sucbungen:   «über  Munorhinie  und  Amphirhinie"  mit. 

2.  Herr  Ad.  t.  Bastbb  halt  dnen  Vortrag:  ^flber 
TerpenthinM*. 

Die  Ergebnisse  sollen  an  einem  anderen  Orte  verdffeni- 

licht  werden. 


Ueber  Monorlünie  und  Ampiiülünie. 

Von  C.  Kupffer. 

(Eingelauf m  9-  Ftbrttar.) 

Die  Ton  Johannes  Mftiler  in  seiner  berühmten  Mono- 
graphie über  die  Myzinoiden  als  Gyclostomata  zusammen- 
gefasfite  Gmppe  der  Kranioten  nimmt  nach  ihrer  geeammten 

Organisation  jedenfalls  eine  sehr  tiefe  Stelle  ein.  Es  fehlt 
ihnen  jede  Spur  von  paarigen  Extremitäten  und  von  AVirbel- 
kürpern,  wenn  anch  bei  den  erwaclisenen  ^e>clileclitsreiten 
Petromyzonten  in  der  bindegewebigen  Scheide  der  Chorda  dor- 
salis  Anfange  oberer  Wirbelbögen  in  Form  un regelmässiger 
Knorpeistflcke  auftreten.  Sehr  eigenartig  erscheint  aueh  der 
Kiemenappaxat.  Aber  diese  Verhältnisse  am  Rumpfe  sind 
bei  der  Frage,  welche  Stellung  diesen  Tieren  im  Systeme 
anzuweisen  sei,  Ton  minderem  Gewichte  gewesen,  als  die 
Verhältnisse  am  Kopfe  und  hier  namentlich  der  Mangel  an 
Kiefern  und  die  unpaarige,  mit  nur  einer  äusseren,  dorsal 
gelegeneu  Oeffoung  versehene  Nase. 

4* 
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Ein  Teil  der  Zoologen,  unter  diesen  namentlich  Emst 
Häckel^)  scheidet  diese  nnpaarnasigezi  kieferlosen  Kranioten 
(Monorbina  oder  Gyclostomata)  ganz  von  den  Fiscben  und 
betrachtet  dieselben  als  Repräsentanten  einer  tief  stehenden 

Seitenlinie,  von  welcher  sich  die  mit  den  Fischen  beginnende 
Hauptliuie  der  übrigen  Kranioten .  die  als  Kiefeniiüuler, 
Gnathostoraeii,  auch  als  Paarnaser,  Aiuphu hinen,  bezeichnet 
werden,  scharf  absetze.  —  Andere  Zuologen,  ihnen  voran 
Th.  Huxley,  j^ehen  in  der  Scheidung  lange  nicht  so  weit« 
Uuxley*)  rechnet  dieselben  Tiere  (Marsipobranchii)  zu  seiner 
Klasse  der  Fische  und  ist  der  Ansieht,  dass  ihnen  nicht  jede 
Spur  von  Kiefern  fehle,  sondern  dass  Teile  ihres  völlig  aue- 
gebildeten Kopfskelettes,  wenn  auch  rudimentär,  doch  Teilen 
des  Kiefergerüstes  der  Gnathostonien  homolog  seien.  —  Von 
unseren  KoHegeii  steht  Herr  Kollege  R.  Hertwig^)  mehr  auf 
der  Seite  von  Häckel,  indem  er  in  soineni  Lehrbuch  die 
Rundmäuler  als  besondere  Klasse  von  der  Klasse  der  Fische 
scheidet,  während  Herr  Köllme  von  Zittel*)  sich  der  Auf* 
fassung  Huxley's  anscbliesst. 

Ich  habe  mich  in  den  letzten  Jahren  nach  Terschiedenen 
Seiten  hin  mit  der  Entwicklungsgeschichte  einer  Familie  der 
Cyclostomen,  der  Petromyzonten  beschäftigt  und  muss  hervor* 
heben,  dass  meine  Beobachtungen  der  Hauptsache  nach  dahin 
auslaufen,  den  Abstand,  der  zwisehtii  den  Cyclostomen  und 
Gnathostomen  ül)/.u\valten  scheint,  au.s/.ii>rl('itheu.  Das  gilt 
naiuentlich  für  die  \'erhä)tnis-e  am  Kopfe,  welchen  die 
Uauptargumente  für  eine  sciiarfe  bonderung  beider  Gruppen 


1)  E.  Häckel,  Natfirliche  Scbdpfoagsgescfaichte,  8.  Aufl.,  1889, 
8.  698  tf.  —  AnthropoKenie.  4.  Aufl.,  1891,  8.  681  ff. 

2)  Tb.  Huxley,  Joantal  of  Anatamy  and  Pbjnology,  Vol.  X, 

1876,  p.  412. 

3)  R.  Hertwijf,  Lehrbuch  der  Zoologie,  1.  AuH.,  II  T.'il,  S.  481. 

4)  K.  V.  Zittel,  Handbuch  der  Falaeontolojde,  1.  Abt.,  III.  Bd., 
1887,  S.  66. 
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eatnomuien  wurden.  Der  Kopf  der  Cyclo.stomen  und  Unpaar- 
naser  ist  nicht  in  dem  Grade  yon  dem  Kopfe  der  Gnathoetomen 
und  Paarnaser  venchieden,  als  es  den  Anscfaein  hatte,  denn 
die  Emhrjonen  und  jnngen  Larven  der  Neunaugen  zeigen 
die  Anlagen  yon  Kiefern  und  die  Embryonen  der  paamasigen 
Gnatbostomen,  bis  m  den  Sängetieren  hin,  weisen  den  redu- 
zierten liest  einer  unpaaritren  Xa.sen«inlai(?e  auf. 

Besonders  eip^nen  sic-h  die  Embryonen  der  Keunaun^en 
dazu,  den  zeitweiligen  Bestand  eines  vurdersten  Darmteiles 
darscuthnn,  der  zwar  von  einigen  Embryologen  hypothetisch 
Torauflgesetzt,  aber  bisher  nicht  nachgewiesen  war.  Diesen 
Darmteil  habe  ich  ab  praoralen  Darm  bezeichnet.  Der- 
selbe erstreckt  sich  bei  diesen  Embryonen  yor  der  Bildung 
dee  Mundes  an  der  Unterseite  des  Hirnes  bis  zu  jenem  Punkte 
des  Süsseren  Keimblattes  d.  b.  der  Oberhaut,  an  welchem 
ilureh  Eiüstiil|iiing  die  liypopliysis  entsteht.  Dieser  Puuki 
liegt  ventral  von  der  Platte,  die  die  Anlai^^e  des  nnpaari^^en 
Riechorgans  darstellt.  Weiter  rückwärts  und  ventral  bildet 
sich  der  Mund  und  mit  der  Ausdehnung  dieses  bei  den  jungen 
Laryen  der  Neunaugen  sehr  geräumigen  Blindsackes  wird 
der  praorale  Darm  yon  dem  bleibenden  Kiemendarme,  gegen 
welchen  der  Mund  sieh  eröffnet,  abgetrennt  Der  derart 
isolierte  prftoraie  Darm  erfährt  dann  eine  Rückbildung  bis 
zum  völligen  Schwunde  seiner  Elemente.  Früh  aber,  noch 
vor  dem  Auftreten  des  Mundes^  entstehen  an  dem  j)rä()ialen 
Darrae,  wie  an  der  Kegion  des  Darmes,  die  als  Kiemendarni 
sich  erhält,  seitliche  symmetrische  Ausstülpungen  und  zwischen 
diesen  Taschen  Bogenbildungen  des  mittleren  Keimblattes. 
Diese  Büdangen  schliessen  sich  serial  an  einander  und  dürfen 
ab  homodynam  gelten«  Es  entstehen  also  auch  praorale 
Eiementaschen  und  prftoraie  Kiemenbögen  mit  Aortenbögen. 
Erstere  sind  rudimentäre  Bildungen  und  gehen  mit  dem  prä- 
oralen Darme  zu  Grunde,  die  präoralen  Kiemenbögen  erhalten 
äich  aber  und  verwachsen  sekundär  mit  einander.  Dieser 
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l^räoialeii  Taschen  und  Bögen  zähle  ich  ursprüoglicli  drei 
i^aare.  Aus  dem  vordersten  deutlich  nachweisbaren  Bügen- 
paare entstehen  Knorpel  und  Muskeln  und  zwar  das  Paar 
der  knorpeligen  Schüdelbalkeu,  sowie  die  Hauptmasse  der 
Augenmuskeln,  die  also  nicht  dorsale  Muskeln  sind,  wie 
bisher  angenommen  war,  sondern  ventrale«  zur  Kategorie 
der  Eiemenmuskeln  gehörige,  mit  denen  sie  auch  histologisch 
übereinstimmen. 

Hazley^)  hat  bereits  1869  in  seinen  Hunterian  lec- 
tu  res  es  ausgesprochen,  dass  die  Schädelbalken  zu  den  ven- 
tralen Bogenbildnngen,  den  Visceral-  oder  Kiemenbügen 
gehurten  imd  diese  Hypothese  kann  ich  nunmehr  embryo- 
logisch begründen.  Auf  den  vordersten  Bogen,  den  ich  als 
Trabekularbogen  bezeichne,  folgen  noch  zwei  Bogenpaare 
vor  der  vordersten  postoralen  Kiementascbe,  der 
Hyomandihulartasche,  und  dürfen  darnach  als  Oberkiefer- 
gaumenbogen  und  als  Unterkieferbogen  hezeichnet  werden, 
aher  ihre  Stellung  ist  bei  den  Neunaugen  eine  eigenartige. 
Der  präorale  Darm  schnürt  sich  nämlich  vur  seiner  Ab- 
trennung stark  ein  und  duiuit  wird  der  unmittelbar  vorn 
auf  die  HyoraandibulartaRehe  folgende  J^ogen,  der  Unter- 
kieferbogen, weit  medialwürts  und  sogar  vorwärts  verlagert, 
so  zwar,  dass  man,  wenn  dieser  Vor.rniiiT  nicht  kontinuierlich 
verfolgt  wird,  den  Palatinbogen  für  den  Unterkieferbogea 
halten  könnte.  —  Diese  beiden  hinteren  Bogenpaare  liefern 
hei  den  Ammocöten  nicht  Knorpel,  sondern  nur  Muskeln 
und  Bindegewebe  und  ich  bin  noch  nicht  in  der  Lage,  ein 
Urteil  darüber  abgeben  zu  können,  ob  die  von  Huxley  den 
Kieferbögen  der  Gnathof^tomen  verj^HicheuHn  knorpeligen  Teile 
am  Schädel  der  ausgebildeten  X»Minaug*  ii  i]i f-^eu  embryo- 
nalen Bögen  entsprechen.  Diese  Entscheidung  vorbehalten, 
ist  aber  jedenfalls  soviel  sicher,  dass  die  Anlagen  von 


1)  Hunterian  lectnres,  in  Medical  times  and  Guette,  LciidonlB09. 


Digitized  by  Google 


V,  Kupffer:  Üthtr  Momriwm  wnd  Amphiirhims,  55 


Kieferbögen  den  Gyclostomen  in  derselben  Ausdehnung  zu- 
kommen, wie  den  Gnathostomen. 

Die  unpaarige,  dne  mediane  Oeffbung  zeigende  Nase 
der  CyoloBtomen  bat  Terschiedene  Deutungen  erfahren.  Die 
ureprOngliche  Auffassung  war  die,  dase  das  Organ  einen  ein- 
gehen median  gelegenen  Sack  darstelle,  von  welchem  aus 
ein  Caiial,  der  Nasen «^aumengan^  sich  nach  hinten  erstrecke. 
Dieser  Ganj:^  hört  bei  der  Familie  der  Petromyzonten  hinten 
b!ii)d  auf,  bei  den  Myxinoideii  aber  durchbricht  der  Canal 
das  Dach  des  DamirohreB  und  kommuniziert  frei  mit  dem- 
selben. Götfce  bat  nun  dargethan,  dass  ein  Rest  dieses 
Naeengaumenganges  der  Unpaamaser  eich  als  der  sogenannte 
Himanhang,  die  Hypopbjsb,  bei  den  Paamasem  erhalte, 
and  A.  Dohm  wiee  nach,  dass  das  Riechorgan  und  der  Gang 
genetifleb  gesondert  werden  mttssen.  Bnde  Teile  bilden  sich 
gtLrpTint.  das  Kiechoriiaii  mehr  dorsal  und  der  Gang,  der  nun- 
mehr als  Hvpophysis  be/.eichuet  wird,  entsteht  ursprünglich 
naher  dem  Muude,  als  der  Nase,  aber  indem  mit  diesen  Or- 
ganen die  sie  trennende  Partie  der  Oberhaut  mit  eingestülpt 
wird,  erhalten  beide  eine  gemeinsame  äussere  Oeffnnng.  — 
Noch  Tor  der  Publikation  Dobm's  hatte  bereits  Calberla  auf 
der  Naturforscher-Versammlung  in  Manchen  1877  darauf  hin- 
gewiesen, dass  Nase  und  Hypophysb  als  getrennte  Grfibchen 
auftreten.  Calberlah)  fügte  daran  weitere  Aufschlüsse.  Er 
gab  an,  da.ss  der  Kiechsack  nicht  unpaarig  ist,  sondern  durch 
ein  von  der  '  1)  ren  Wand  ausgehendes  Septum  in  zwei  sym- 
metrische Abteilungen  geschieden  werde,  zu  welchen  durcli 
besondere  Oeffhungen  der  knorpeligen  Kajtsel  des  Organs  die 
▼on  Tom  herein  paarigen  Riechnerven  treten.  Bei  der  Um- 
wandlung der  Larve  zum  Geschlechtstier  werde  die  Scheide- 


1)  Calberla,  Zur  wicklungsf^eschichte  des  Petrom.v7on.  Amt- 
licher Bericht  der  50.  Vor8animlung  Deutscher  Naturforscher  und 
Aerzi«  in  München,  1877,  S.  188. 
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wand  knüri)elig.  Die  Duplicitiit  sei  also  nicht  zu  verkennen 
und  es  nittssten  deshalb  die  Petroniyzonten  als  Amphirhinen 
bezeichnet  werden.  Götte,  der  dem  Vortrage  beiwohnte, 
bestätigte  diese  Angaben.  In  der  Thai  lässt  sich  das  Septum 
kicht  nachweisen,  nur  ist  es  nicht  rom  Beginne  der  Bin- 
siülpung  an  da,  wie  Galberla  angab,  selbst  5 — 6  mm  lange 
Larven  von  P.  Pianeri  zeigen  noch  keine  Spnr  dieser  Teilnng. 
Ebenso  unrichtig  ist  es,  wenn  Oalberla  den  Nasenganmen- 
gan.<^,  d.  Ii.  die  H yi»o}diysis,  erst  [laariij::  entstehen  und  nach- 
träj^lieh  aus  der  Vereinigung  einer  doppelten  Einstülpung  den 
unpaarigen  Gang  sieh  bilden  lässt. 

In  neuester  Zeit  hat  sich  W.  His^)  über  das  Riechorgan 
von  Petromyzon  ausgesprochen  und  eine  Abbildung  des  Organs 
mit  den  beiden  Hiechneryen  nach  einem  Frontalschnitte  ge- 
geben. His  beeeiehnet  das  Organ  als  paarig  und  die  zu 
beiden  Seiten  des  Septum  gelegenen  Buchten  als  die  sym- 
metrisch angelegten  Kieehgruben,  zn  welchen  die  Kieehiierven 
vom  Hirne  aus  divergierend  sich  erstrecken.  Gan?.  zntrefVend 
hebt  er  aber  hervor,  dass  diese  Höhle  mit  ihrer  einfachen 
Eingangsnffnung  der  Nasenhöhle  der  übrigen  Wirbeltiere 
morphologisch  nicht  gleichwertig  ist.  £r  meint,  dieselbe 
wäre  wohl  am  besten  als  Gesichtshöhle  zu  bezeichnen  und 
ihre  Rückwand  entspräche  der  Stirn-  und  oberen  Gesichts- 
flache  anderer  Wirbeltiere.  —  Ob  nun  die  beiden  Ricchgruben 
von  Petromyzon  den  Riechgruben  der  Anii>hirhinen  morpho- 
logisch <:^leichwertig  zu  erachten  seien,  darüber  äussert  His 
sich  nicht. 

Wenn  man  nun  weiss,  dass  die  erste  Anlage  des  Riech- 


1)  W.  His,  Die  Km  wickliuic^  Her  mous«  hli  licri  \jrul  tierischer 
rhysiojfnoniien.  Archiv  iur  Amtlomie  und  riijj»ioiOgie,  Aiiat.  Abt., 
1692,  S.  421. 

Derselbe,  Ueber  dm  frontale  Ende  des  Gebirnrohnw.  Daselbst, 
1898,  8.  168. 
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orgaDA  bei  Petromyacm  darchaas  nicbt  paarige  EinstttlpUBgen 
zeigi^  eoodern  eine  einfache  Epidermisplatte  darstellt,  die  ohne 
irgend  welche  Unterbrechang  Aber  die  Mittelebene  sich  hin- 
weg erstreckt,  in  der  Mitte  keine  Leiste,  noch  sonst  eine  die 

l>eiden  Hälften  trcnneiule  Marke  ze'i^t,  so  bleiben  für  die 
Deutung  des  weiter  entwickeltem  Org;ins  und  seiner  Teile 
Unklarheiten  bestehen  und  es  wird  erforderlich,  die  Ent- 
wicklungsp^eschicbte  eingehender  zu  Hate  zu  ziehen.  Das 
kann  nicht  geschehen,  ohne  dass  zugleich  die  Entwicklung 
der  Kopfnerren  überhaupt  Berücksichtigung  i&nde,  deren 
▼ordeistes  Paar  die  beiden  Riechnerven  darstellen. 

Der  Entwicklungsgang  der  Kopfherven  und  ihrer  Ganglien 
ist  ein  komplizierter,  es  beteiligen  sich  daran  Anlagen  ver- 
schiedener Herkunft,  je  eine  centrogene  und  eine  kutane, 
die  letztere  wird  von  einer  verdickten  Platte  resp.  einem 
Wulst  oder  Hügel  dor  Oberhaut  geliefert.  Die  controgene 
Anlage,  aus  der  dorsalen  Neuralleiste  des  Centraiorgans 
hervorgehend,  erreicht  die  entsprechende  kutane  Anlage, 
dann  lüat  sich  die  tiefere  Zellenschicht  der  letzteren  ab  und 
▼ereinigt  sich  mit  der  centrogenen  Anlage  zur  Bildung  eines 
Ganglions  des  betreffenden  Nerven.  Es  findet  also  bei  der 
Bildung  der  Kopfganglien  eine  eentripetale  Verlagerung  von 
urs]>rfin<j:lieh  perij)lieren  Zellen  statt,  die  den  Wert  von 
]^er?enzel!»'n  haben.  Nun  wäre  es  bequem,  diese  Verdick- 
ungen der  Oberhaut,  die  sich  an  der  Ganglienbildung  be- 
teiligen, einheitlich  zu  bezmchnen.  Ich  schlage  dafür  den 
Aasdmck  Piakode  ^)  vor.  —  Es  bilden  sich  am  Kopfe  zwei 
Reihen  solcher  Plakoden,  eine  dorso-Iaterale  Reihe  und  eine 
epibranchiale. .  Beide  Reihen  konvergieren  nach  vorn  gegen 
ein**  vordere  terminale  I'Utl.ude,  die  sich  sowohl  hei  Mono- 
rhinen,  wie  bei  Amphirhinen  tiiulet.  Bei  den  Mnnorhinen, 
speziell  bei  Petromjzon  stellt  dieselbe  die  Anlage  des  un- 


1)  IIXtüttMhie,  9f,  kuchenartiff,  plattenartig. 
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paarigen  Tiiechurgans  dar  nnd  wird  eingestülpt;  bei  den 
Ampbirhiaen  ist  dieselbe  zeitweilig  vorhanden;  ich^)  habe 
de  bei  vielen  Knorpelganoiden,  beim  Frosch,  ja  bei  Säuge- 
tieren  nachgewieseii.  Scbafembryonen,  an  denen  die  Rachen- 
haut  noch  nicht  gegen  den  Darm  duichgebrochen  ist,  aeigen 
dieselbe  in  starker  Ansbildnng.  Spater  aber  yerschwindefc 
diese  unpaarige  Riechp]akode  bei  den  Ampbirhinen,  ibre 
Stelle  würde  der  unteren  mittleren  Stirnregion  entsprechen. 
Diese  terminale  Piakode  beans] »nicht  noch  ein  weiteres  Inter- 
esse, insofern  sie  das  Feld  darstellt,  innerhalb  welches  das 
Hirn  vor  seiner  vollständigen  Isolation  mit  der  Oberhaut 
zusammenhängt  und  entweder  durch  ein  Loch  nach  aussen 
mfindet  oder  durch  einen  massiyen  Strang  befestigt  ist«  Diese 
letzte  Verbinduiigastelle  ist  das  vordere  Azenende  des  Hirnes. 
Damit  ergiebt  sich  ein  Anschluss  an  Ampbiozus,  bei  welchem 
Tiere  ja  noch  spat  das  Neurairohr  vom  eine  Oeffnung  besitzt, 
den  vorderen  Neuralporus,  der  sich  innerhalb  eines  trichter- 
förmig eingesenkten  Feldes  der  Oberhaut  l)efindet,  einer 
Grube,  die  bereits  vor  Decennien  von  K()llik'M-  als  unpaarige 
Riechgrube  beschrieben  worden  ist.  Auch  dort  aber  ist  die 
Verbindung  und  Communication  des  Hirnes  mit  diesem  Sinnes- 
organ keine  bleibende,  das  Hirn  trennt  sich  von  der  Grube, 
bleibt  aber  mit  dem  Boden  derselben  in  Berührung. 

So  zeigt  sich  in  einem  wesentlichen  Punkte  Ueberein-* 
Stimmung  von  Amphiozus  an  bis  zu  den  Amnioten:  das 
Ende  der  Hirnaxe  läuft  vorn  gegen  eine  terminale  Piakode 
aus,  ^velche  sich  bei  Aniphioxus  und  den  Monorhinen  zu 
einem  Sinnesorgan  gestaltet,  bei  den  Amphirhinen  als  Rudi- 
ment des  gleichen  Organs  sich  bis  zum  völligen  Schwunde 
zurückbildet. 

Da  dieses  terminale  Organ  bei  Amphiozus  am  wahr- 


1)  Studien  zur  verfiel.  Kutwicklungsgesciiicbte  den  Kopt'ea  der 
Eranioten,  Manchen  1893,  S.  77. 
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scheinlichsten  als  Kiechorgan  gedeutet  werden  kann  uud  da 
dieselbe  Piakode  bei  den  Monorhiuen  in  die  Bildung  des 
allgemein  als  Rieckoi^;an  anfgefassten  Sackes  übergeht,  so 
habe  ich  dieselbe  als  unpaarige  Riechpiakode  beieichnet. 

An  diese  schliesst  sieh  in  der  dotso-lateralen  Reihe  bei  . 
allen  Amphirhinen  dasjenige  Plakodenpaar  an,  ans  welchem 
die  paarigen  Rieciigrü beben  sich  bilden,  dann  folgt  das  Paar, 
welches  sich  an  der  Bildung  des  vorderen  Trigeminusganglious 
beteüigl  und  weiter  die  Plakoden  für  die  übri<rpn  llaupt- 
ganglien.  In  der  zweiten,  weiter  ventral  gelegenen,  epi- 
branchialen  Reibe,  folgt  auf  die  unpaarige  Kiechplakode  die- 
jenige, aus  welcher  die  Linse  entsteht  und  in  engstem  An- 
schlüsse an  letxtere  abermals  Ganglieoplakoden. 

Alle  drei  Itiechplakoden  haben  das  gemeinsam,  dass  ans 
denselben  keine  Gkmglien  entstehen,  sondern  dass  ihre  Nenren- 
Zellen,  wie  die  Histiologie  beute  lehrt,  peripher  im  Epithel 
des  Sinnesorgans  verbleiben. 

Aud  den  paarigen  Riecligruben  ennvickeln  sicli,  wie 
Kölliker  und  His  beobachtet  haben,  die  paarigen  Riechnerven 
in  centripetaler  Richtung.  Ein  unpaarer  Riechnerv  tritt  bei 
den  Amphirhinen  nicht  anf.  —  Bei  Petromyson  besteht  bei 
ganz  jungen  Larven  von  S^jt — 4  mm  Lange  ein  bald  ver- 
schwindender medianer,  einige  Kerne  enthaltender  Fibrillen- 
strang,  der  die  Kuppe  des  Riechsackes  mit  dem  vordersten 
Hirnende,  dem  lobus  olfactorius  impar  verbindet.  Wenn  der- 
selbe verschwindet,  leitet  sich  die  Bildung  der  paarigen  Riech- 
nerven ein  und  die:>e  sind  ohne  Zweifel  den  paarigen  Riech' 
nerven  der  Amphirhinen  homolog. 

Nnn  besteht  also  die  Schwierigkeit  für  die  Yergleicbung, 
dass  das  gleiche  Nervenpaar  bei  den  Amphirhinen  den  paarig 
auftretenden  Riechgraben,  bei  den  Monorhinen  dem  zunächst 
jedenfalls  nnpaarig  erscheinenden  Riechsacke  angeh5rt.  Es 
wirft  sich  also  die  Frage  auf,  ob  bei  den  Monorhinen,  speziell 
bei  Petromyzon  neben  der  unpaarigen  noch  paarige  Riech- 
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Iilakoden  nachweisbar  seien  nnd  diese  Frage  kann  ich  be- 
jahen. Die  (gesuchten  Bildungen  lassen  sich  embryologisch 
ganz  scharf  definieren,  als  Verdickungen  der  Epidermis,  die 

innerhalb  der  dorso- lateralen  Plakodenreihe  zwischen  der 
terniüKilen  Plakode  und  der  vorderen  Trigeminiisplakode  ihre 
Lage  haben;  und  solclie  sind  vorhanden.  Sie  .sind  bei  Petro- 
myzon  erst  schwach  entwickelt  und  an  der  Innenseite  durch 
eine  Furche  von  der  unpaarigen  Riechpiakode  scharf  ab- 
gesetzt. Bei  der  fortschreitenden  Einstülpung  der  letztge- 
nannten werden  sie  aber  mit  in  die  Bildung  des  Riechsackes 
einbezogen.  Sie  liefern  also  die  lateralen  Partien  des  Riech- 
sackes, welche  später  zu  den  seitlichen  Buchten  des  durch 
ein  lSe[ttuni  unvollständify  geteilten  Sackes  werden.  Im  Bereich 
des  mittleren  Feldes  aber,  das  der  unpaarigen  I\ieclijihikode 
entspricht,  entsteht  das  Septum  und  e^  ist  fraglich,  ob  sich 
an  demselben,  wenigstens  in  ganzer  Ausdehnung,  das  Riech* 
epithel  enthält. 

So  fehlt  also  auch  hinsichtlich  des  Biechorgans  eine 
scharfe  Scheidung  zwischen  Monorhinen  und  Amphirhinen. 
Allerdings  ist  die  paarige  Nase  nicht  TollstSndig  derjenigen 
der  PetroHiyzoideii  homolog,  sondern  nur  teilweise,  denn  in 
die  Bildung  des  Uieehsackeri  der  letzteren  gehen  drei  Plakoden 
eiu,  das  Geruchsorgan  der  Amphirhinen  entsteht  dagegen 
nur  aus  den  lateralen  Plakoden,  die  mittlere  fällt  dabei  ganz 
aus.  Petromyzon  ntellt  also  ein  verbindendes  Glied  dar 
zwischen  den  reinen  Monorhinen,  welche  aber  in  der  Gegen- 
wart wohl  nur  durch  Amphioxus  noch  reprasentieri  sind, 
und  den  reinen  Paamasem,  bei  welchen  die  unpaarige  Rlech- 
plakode  nur  während  kurzer  Entwicklungsperiode  noch  nach- 
weisbar ist.  nie  Anssclialt iincr  der  terniinalfn  un]iaari<ren 
Piakode  bei  der  Bildung  der  Nase  der  (inathostonien  steht 
wohl  im  Zusammenhange  mit  der  Ausbildung  des  Kieferappa- 
rates und  der  fortschreitenden  Rröckbildung  der  Hypophjsis. 
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Sitxung  vom  8.  MftrK  1894. 

1.  Herr  LEONHARD  SoHNCKE  macht  eine  Mitthoilung: 
«Gewitterstudien  auf  Grund  von  Bailonfahrteo''. 
Dieselbe  wird  in  den  Denkschriften  erscheinen. 

2.  Herr  EuQRN  v.  Lommel  legt  eine  in  seinem  Institut 
ausgeführte  Arbeit  des  Herrn  B.  W.  Stankewitsce,  &.  o. 

Professor  an  der  Universität  Warschau:  „Experimentelle 
Beiträge  zur  Keniitniss  der  dielectrischen  Polari- 
sation in  Flüssigkeiten*  Tor. 

3.  Herr  Gustav  Bauek  bespricht  eine  Arbeit  des  Herrn 
PriTatdoKenten  Dr.  Hermann  Bbomn:  «Exakte  Grundlage 
fOr  eine  Theorie  der  überall  convex  begrenzten  Ge- 
bilde'' und  überreicht  ein  Referat  über  dieselbe. 

4.  Herr  Ad.  t.  Babtbb  halt  einen  Vortrag:  «über 

Kummelöl*.  Die  Resultate  seiner  Untersuchung  werden 
an  einem  anderen  Orte  zur  Veröffentlichung  kommen. 
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Experimentelle  Beiträge 
zur  EenntnisR 

der  dielectriBehen  Polftrisation  in  FUissigkeiten. 

(Vorläufige  Mittheiiung.) 

Ton  B.  W.  Stanka witsch, 
«.  o.  Pfofcunr  «n  dir  k.  Uiiiv«ntiU  Wamlttii. 

(Bkifdmiff^  9.  Min.) 

Gegen  das  £nde  der  Sommerferien  18d3  anternabm 
icb,  der  liebenswfiidigeD  Erlanbnifls  des  Herrn  Professor 
Br.  Ton  Lommel  gemäss,  eine  experimentelle  Arbeit  Uber 
dieleetriscbe  Polarisation  in  Flüssigkeiten  im  Physikalischen 

Institute  der  Universität  München.  Die  Arbeit  ist  jetzt 
beendigt. 

Es  ist  mir  eine  angenehme  Pflicht,  den  Herren  Profes- 
soren Dr.  von  Lommel  und  Dr.  Grätz,  sowie  dem  Herrn 
Assistenten  Dr.  Fomm,  für  ihre  liebenswürdige  Unterstützung 
im  Laufe  der  Arbeit  meinen  besten  Dank  aussusprechen. 

Es  ist  der  Zweck  dieser  Arbeit: 

L  eine  neue  Modification  der  bekannten  MCIapacit&ts- 
m«ihode*  (unter  Benutzung  von  Wechselströmen)  yorzu- 
«tiiiaj^^en,  die  gewisse  Vortheile  hat,  nämlich:  A.  sie  nimmt 
mir  kleine  Mengen  von  Substanzen  in  Anspruch  und  ist 
daher  besonders  für  die  Untersuchung  seltener  organischer 
Flfissigkeiten  geeignet;  B.  sie  gestattet  nicht  nur  die  Be- 
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stitumnng  der  Dielectricitätsconstanten  verschiedener  Flüssig* 
keiten  in  Bezug  auf  Luft,  sondern  auch  in  Bezng  anf  ein- 
ander, welcher  Umstand  ein  werthroUes  Mittel  zur  Gontrole 
der  in  Bezog  auf  Luft  gefundenen  Werthe  Ton  Dielectricitats- 
constanten  bietet; 

II.  zu  prüfen,  ob  nicht  bei  hinreichender  Vervollkomm- 
nung der  mechanischen  Unterbrechung  des  zur  Erzeugimg 
von  Wechselströmen  benutzten  primären  Stromes  (bei  hin- 
reichender Verkleinerung  der  Ladungsdauer  des  Gondensatois) 
gute  Resultate  nach  der  Capacitätsmethode  auch 
fllr  diejenigen  Flfissigkeiten  zu  bekommen  sind,  ftir 
welche  sonst  (bei  üblicher  langsamer  Unterbrechung)  nur  die 
von  den  Herren  Cohn  und  Arons  vorgeschlagene  Mt'thode 
dt'V  Kraftiii  esMUii  giltig  ist  ;  diese  Bemühungen  blieben, 
wie  aus  dem  Weiteren  zu  sehen  ist,  nicht  ohne  l>foIg:  der 
zu  diesem  Zwecke  construirte  Unterbrecher  erlaubt  mir  sogar 
für  den  Alkohol  (99*^/0)  den  richtigen  Werth  der  Dielec- 
tricitätsconstante  nach  der  Capaeitätsmethode  zu  bekommen; 
nur  für  den  mehr  wasserreichen  Alkohol  (etwa  93 ^/o)  sind 
die  auf  diese  Weise  ermittelten  Werthe  noch  etwas  zu  gross; 
für  die  Flüssigkeiten,  deren  electrisches  Leitungsvermögen 
kleiner  als  da.>jeniice  des  ubsüluten  Alkohols  ist,  bekomme 
ich  Werthe,  die  beiiialie  mit  den  von  der  Krattmessungs- 
metbodc  gelieferten  zusammenfallen; 

III.  speciell  eine  Reihe  von  Flüssigkeiten  zu  unter- 
suchen, fQr  welche  die  D.C.-en  noch  nicht  bestimmt  sind, 
und  welche  ihren  optischen  Eigenschaften  nach  merkwürdig 

sind:  es  sind  ätherische  Oele,  die  mit  der  Eigenschaft,  die 
Polarisationsebeiie  des  Lichtes  zu  drehen,  begabt  sind. 
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A.  Apparate. 

I.  Den  wesentlichsten  Theil  meiner  Versnchsanordnang 
bildet  ein  Doppelcondensator,  bestehend  aus  drei  horizontal 
Aber  einander  gelegten  cylindrischen  Knpferplatten  (Darch- 
messer  der  Gmndebenen  »  15  [cm],  Höhe  s=r  0,95  [cm]), 
die  Ton  einander  mittelst  je  drei  sehr  nahe  gleich  dicker 
j>;ir:illelepipe(]ischen  Spiegelglasplättcheu  gt-treunl  sind  (die 
Dicken  der  Plüttchen  betragen :  für  das  der  oberen  Zwischen- 
schicht angehörige  System  0,1630;  0,1028;  0,1034,  im  Mittel 
also  0,1631  [cm];  für  das  andere  System  0,1635;  0,1032; 
0,1631,  im  Mittel  also  0,1633  [cm]);  die  Grundflächen 
dieser  Plattchen  sind  klein  im  Verhältnisse  zn  dem  Flächen- 
inhalte der  Grandebenen  ron  Kupferplatten  (die  gesammte 
GrundflSchengrösse  fSr  je  ein  System  yon  drei  Glasplättchen 
macht  nngefllhr  den  0,00S7ten  Theil  des  FlocheninliBltes  der 
Grundebene  einer  Kupferplatte  aus).  \  oii  dtju  zwei  dünnen 
Z\viM:henschicht€n,  welche  die  Kupferplatten  trennen,  wird 
entweder  die  obere  allein  mit  einer  Flüssigkeit  gefällt  (zur 
BesÜnimnng  der  D.  C.  dieser  Flüssigkeit  in  Bezug  auf  Luft), 
oder  die  beiden  gleichzeitig  mit  zwei  verschiedenen  Flüssig- 
keiten (Gontrole- Versuche).  Die  Idee,  solche  capiUare  La- 
mellen berznstellen,  gehört  bekanntlich  Herrn  Christiansen 
(Wied.  Ann.,  Bd.  14,  1881,  S.  23),  und  ist  schon  öfters  Yon 
mehreren  Forschem  xnr  BesHmmong  der  relativen  Wärme- 
leitungsfähigkeit von  Flüssigkeiten  benutzt.  Jedoch  ge-chieht 
bei  meinen  Versuchen  die  Füllung  von  Zwitichenschicliten 
nicht  nach  dor  von  Herrn  Christiansen  vorgeschlagenen 
Weise,  sondern  es  werden  die  horizontal  verlaufenden  Spitzen 
Ton  Trichierröhren  von  der  Seite  aus  in  die  Zwischen- 
schichten eingesteckt* 

Der  Doppelcondensator  ist  von  einer  zur  Erde  abge- 
leiteten metalliseben  »SchutzhQUe*  umgeben.  Dieselbe  ist 
ans  «ner  28  [cm]  hoben  und  26  [cm]  breiten  Glasglocke 
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hergestellt,  deren  innere  Fläche  mit  einem  Netzwerke  ans 
Stanniolstreifchen  belegt  ist;  die  Glocke  raht  auf  einem 
ebeoffdls  mit  Stanniol  bedeckten  Brette,  anf  welchem  auch 
die  untere  Knpferplatte  liegt  (sie  bleibt  auch  stets  mit  der 
Erde  leitend  yerbnnden).  Das  Brett  ist  von  einem  Gestell 
mit  drei  Fusssrln  auuen ,  welches  das  hüiizontale  Einstellen 
der  Kupferpliitten  gestiittet,  ffetraffen.  Die  Trichterröbre, 
sowie  ZuleituDgsdrähte  zu  den  Kupferpiatten  gehen  durch 
Löcher,  welche  durcli  die  Glocke  durchgebohrt  sind,  (die 
Zaleitungsdrabte  durch  Paraffinpfropfen). 

II.  Zur  Messung  der  Potentiale  dient  ein  Mascart'sehes 
Electrometer  in  .Doppelschaltung*  (Hallwachs,  Wied.  Ann., 
Bd.  29,  1886,  S.  1)  unter  Benutzung  einer  etwa  30  [cm] 
hohen  unifilaren  Suspension  der  Nadel  mittelst  düunen 
Platiiidnihtps  und  bei  Beseitigung  der  Flüssigkeitsdämpfuni? 
(das  Stäbchen,  welches  die  Nadel  trägt i  berührt  nicht  die 
Schwefelsäure;  letztere  dient  also  ausschliesslich  zur  Beseiti- 
gung der  Feuchtigkeit  im  Innern  des  Eiectrometergehäuses). 
ünifilare  Suspension,  sowie  Beseitigung  der  B^lflssigkeits- 
dampfung  sind  nämlich,  wie  Hall  wachs  gezeigt  hat  (1.  c), 
ffXr  die  Festigkeit  des  «Nullpunktes*  und  Oberhaupt  ffir  das 
regelmässige  Functionii-en  des  Electrometers  von  sehr  grosser 
Wichtigkeit.  Tnter  diesen  Umständen  ist  die  Schwingungs- 
dauer der  Nadel  gleich  3,9()  [sec];  das  Verhältniss  der  Di- 
rectionskraft  des  Platindrahtes  zu  dem  Trägheitsmomente 
der  Nadel  beträgt  also  0,03  [sec]"^.  Es  ist  aus  diesen 
Zahlen  ersichtlich,  dass  die  Empfindlichkeit  meines  Eiectro«» 
meters  verhältnissmassig  klein  ist.  Das  bildet  aber  fttr  micfa 
keinen  üebelstand,  weil  ich  mit  hohen  Potentialen  zu  thun 
habe;  indessen  hat  die  kleine  Empfindlichkeit  den  Vortheil, 
den  Nullpunkt  fast  absolut  fest  zu  machen  (wegen  grosser 
Directionskraft  des  Platinfadens).  Das  logiiritli mische  De- 
crement  der  Nadelschwingungen  ist  gleich  0,0396  (Luffc- 
dämpfung).   Die  Beobachtungen  am  Electrometer  geschehen 
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mittebfc  ScaU  ond  Ferorohr  (Abstand  des  Spi^els  Ton  der 
Scaia  =  294  [cm]). 

Es  sei  (las  eiue  Quadrantenpaar  sowie  das  Eiectrometer- 
gehäuse  mit  der  Erde,  das  andere  Quadrantenpaar  und  die 
Nadel  mit  einander  und  mit  einer  Quelle  von  constantem 
PotentiaLe  »  v  yerbanden  (Doppebcbaltnng),  dann  ist,  wie 
Hallwachs  gezeigt  hat,  der  Ansachlag  gleich 

a  =  af>*  +  Äi;  +  c.  (1) 

Hier  bedeutet  o  die  „redueirte*  (auf  Proportionalität 
mit  den  Bögen)  Zahl  der  Sealentbeile  a,  6,  c  —  Constanten, 
fon  denen  c  immer  sehr  klein  ist:  es  ist  nämlicb  c  dem 
Prodncte  der  beiden  kleinen  Hallwaclis*schen  Constanien 

N\Q  und 

(1.  c,  SS.  4 — r»)  proportional.  Bei  praktischen  Anwendnnjren 
der  Formel  (1)  kann  iriimer  c  vernachlässigt  werden:  die^e 
CoDstante  hat  nur  theoretif^che  Bedeutung  (indem  sie  zur 
Bestimmung  der  theoretischen  Constanten  g,,  dient);  ihr 
Werth  kann  nur  mittelst  der,  so  zu  sagen  ,mikrometriaehen* 
Methode  bestimmt  weiden,  welche  yon  Hall  wachs  vorge- 
schlagen  ist  (1.  c,  SS.  13—15). 

Es  sei  nun  v  kein  coustantes,  sondern  ein  pe* 
riodisch  (mit  voller  Periode  =  t)  oscillirendes  Poten- 
tial, und  zwar  derart,  dass 

T 

^vdt  =  o 

0 

ist.    Diese  Eigenschaft  kommt  bekanntlich  dem  Potentiale 

am  isolirteü  Ende  der  Secundürrolle  eines  Inductoriums  zu, 
wenn  das  andere  Ende  der  Rolle  mit  der  Erde  verbunden 
ist  und  in  derselbeu  elektrische  Schwingungen  stattfinden. 
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Wenn  wir  das  Elektrometer  in  Doppelschaltung  mit 
dem  erwähnten  isolirten  Pole  verbinden,  so  muss  der  Aus- 
sclilag,  wie  es  ganz  einfache  Betrachtungen  zeigen,  gleich  sein 


Das  heisst:  bei  Anwendung  der  Doppelschaltung  zur 
Energiemessung  von  Wechselströmen  ist  der  Ausschlag  von 
der  Constanten  b  unabhängig  (c  aber  ist  einfach  vernach- 
lässigt worden).  Für  diesen  Fall  gilt  also  anstatt  (1)  eine 
einfachere  Formel 

a  =  aw\  (2) 

wo  m;*  —  das  mittlere  Quadrat  des oscillirenden  Potentials  v 
bedeutet.  Natürlich  wird  dabei  vorausgesetzt,  dass  r  gegen 
die  Periode  der  Eigenschwingungen  der  Electrometernadel 
sehr  klein  ist. 

III.  Ein  in  der  soeben  erwähnten  Weise  oscillirendes 
Potential  liefert  bei  meinen  Versuchen  ein  Inductorium,  dessen 
secundäre  Rolle  die  Länge  =  31  [cm]  und  den  Durch- 
messer =  11  [cm],  bei  dem  Widerstande  =  411  Siem.  E., 
hat.  Der  primäre  Strom  ist  von  einem  Grove-Elemente  ge- 
liefert; der  Widerstand  der  primären  Kette  kann  mittelst 
eines  eingeschalteten  Rheostatcn  variirt  werden ;  diese  Varia- 
tionen finden  in  den  Grenzen  von  etwa  10  bis  etwa  30  [Ohm] 
statt. 

Als  Unterbrecher  wurde  im  Anfange  der  Arbeit  das  eine 
Rad  eines  Buffschen  Disjunctors  (Durchmesser  =  5,15  [cm]) 
mit  einer  auf  ihm  federnd  schleifenden  Bürste  aus  feinen 
Kupferdrähten  benutzt.  Es  ist  derselbe  Unterbrecher,  welcher 
Herrn  Dr.  Franke  bei  seiner  Untersuchung  über  die  Ab- 
hängigkeit der  D.  C.-en  flüssiger  Körper  von  der  Temperatur 
diente  (Franke,  Inauguraldissertation,  Bunzlau  1893;  auch: 
Wied.  Ann.,  Bd.  50,  1893,  S.  163).    Dieser  Unterbrecher 
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(ich  will  ihn  ,  Unterbrecher  No.  I*  nennen)  liefert  8  Unter- 
biechongen  bei  einer  Umdrehiing  des  Bades;  wenn  also  das 
lUd  fi  Umdrehungen  in  einer  Secnnde  maeht,  so  ist  die 
ToUe  Periode  der  Oscillationen  Ton  v  anf  dem  Isolirtem  Pole 
des  Indnctorinms  gleich 

die  Ladungszeit  aber  eines  mit  diesem  Pole  verbundenen 
Gondensators  betragt 

Die  Berechnung  der  Ladungsdauer  nach  der  Formel  (io) 
setzt  voraus,  dass  (lin  Bürste  stets  dicht  am  Rade  liegt. 
Das  kann  aber  natfiriich  darohaus  nicht  bei  einer  beliebigen 
Rotationsgeschwindigkeit  des  Rades  der  Fall  sein :  bei  grossen 
Geschwindigkeiten  findet  gans  sicher  das  Ueberspringen  der 
Bünte  8t«tt,  nnd  dann  wird  die  Formel  (co)  nicht  mehr 
richtig;  liits  kann  zweifellos  aus  Messungen  der  D.C.-en  von 
fiTut  leitenden  Flüssigkeiten  geschlossen  werden,  wie  es 
weiter  unten  aiisführlich  besprochen  wird.  Und  zwar  ist  es 
selbstverständlich,  dass  beim  Ueberspringen  der  Bürste  die 
Formel  (tu)  nur  zu  kleine  Werths  für  die  Laduagadauer 
geben  kmin. 

Es  kann  also  nnr  bis  anf  eine  gewisse  Grenze  yortheil- 

haft  sein,  die  liotationsgescli vvindigkeit  eines  derartigen  l  'nter- 
bfeehers  zu  ver<)^rüssern ;  nach  dem  Uebersch reiten  dieser 
Grenze  kann ,  wef^en  der  Eirren!5chwinf(inigeii  der  Bürste, 
?o£far  die  Zunahme  der  Ladungsdauer  bei  Vergrösserung 
der  Geschwindigkeit  eintreten. 

Nincbdem  solches  Verhalten  des  Unterbrechers  No.  I  aus 
den  Versuchsergebnissen  festgestellt  war,  wurde  ein  neuer 
Unterbrecher  construirt,  welchen  ich  „Unterbrecher  No.  II" 
nennen  werde.  Der  Unterbrecher  No.  II  liefert  120  ünter- 
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brechungen  bei  einer  Umdrehung;  bei  n  UmdrehuDgea  in 
der  Öecunde  kann  also  die  Laduagsdauer  auf 

herabgesetzt  werden,  wenn  nur  n  eine  gewissie  obere  Grenze 
nicht  überschreitet. 

Bei  einer  massigen  Hotationsgeschwindigkeit,  die  in  den 
Grenzen 

von  fi  =s  10  bis  n  16 

liegt)  giebt  der  Unterbrecher  No.  II  sehr  gute  Resultate. 

Der  Unterbrecher  No.  II  hat  folgende  Dimensionen: 
Durclimes.ser  des  Kades  =  18,8  [cm];  seine  Breite  an  der 
Peripherie  =  1,49  [cm];  Länge  je  eines  metallischen  resp. 
isolirenden  Streifchens  (die  nämlich  Schliessungen  resp.  Unter- 
biechungen  des  primären  Stromes  besoi^n)  s  0,2  [cm] 
(das  ist  die  Dimension  eines  Streifchens  in  der  Richtung  der 
Peripherie  des  Rades) ;  Breite  dieser  Streifchen  (d.  h.  die  der 
Kotationsaxe  des  Kades  parallele  Dimension)  ist  gleich  der 
Breite  des  Rades  aii  seiner  Peripherie.  Wepcen  kleiner  Länge 
der  Streifchen  konnte  natürlich  eine  aus  feinen  Drähten 
bestehende  Bürste  nicht  mehr  benutzt  werden;  statt  dieser 
wurde  ein  dünnes  1  [cm]  breites  Kupferstreifchen  angebracht, 
welches  am  Ende  fein  abgeschliffen  und  mit  7  Zähnen  ver^ 
sehen  ist;  das  Streifchen  ist  von  einer  Stahlfeder  getragen, 
und  sein  abgeschliffenes  Ende  tnSt  die  Peripherie  des  Bades 
unier  dem  Winkel  von  etwa  45*. 

Die  Räder  der  beiden  benutzten  ITnterbrecher  wurden 
durch  eine  Hefner- Alteneck'sche  Maschine  getrieben ;  die 
Maschine  Ton  2  bis  5  grossen  Accumulatoren  gespeist;  kleinere 
Aenderungen  der  Rotationsgeschwindigkeit  wurden  durch  Aen- 
derungen  in  einem  eingeschalteten  Widerstande  erzielt. 

Die  Uütation>5geschwindigkeit  der  üuterbrecherräder  wird 
mittelst  eines  Tourenzählers  und  einer  Secundenuhr  bestimmt. 
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Dft  es  maiDe  Abstellt  war,  die  Yenacbe  bei  einer  iUihe 
Ton  aemiioh  Terscliiedeneii  Ladangszeiteii  aiiEuatellen ,  war 
es  ftr  micli  von  Wicbtigkeit,  auch  sehr  langsame  elektrische 

SehwiDguiigen  tat  VerflQguDg  m  haben.  Die  beiden  Unter- 
brecher konnten  mich  aber  in  dieser  Hinsicht  nicht  befrie- 
di<i;en:  bei  sehr  kleinen  Rotationsgeäcliwindigkeitea  functio- 
uireu  sie  gar  nicht  regelmässig  (wegen  der  unter  diesen 
Umständen  zu  geringen  Trägheit  der  Räder).  Dann  habe 
ieh,  nach  dem  Rathe  des  Herrn  Dr.  Fomm,  eine  kleine 
Haapisehluasniaschine  (bezogen  Ton  der  Anstalt  der  Allge* 
netnen  Elektridtats^Gesellsehaffc  za  Berlin,  No.  2839)  aor 
Erzeugung  des  oseiUlrenden  primären  Stromes  benntst, 
indem  dieselbe  in  eine  Wechselstro  m  rausch  ine  dadurch 
Terwandelt  worden  ist,  dass  von  zwei  gegenüberliegenden 
Collectorstreifchen  durch  Bürsten  stetig  der  Strom  abge- 
nommen wurde.  Die  Resultate  erwiesen  sich  als  sehr  gut: 
wenn  die  Maschine  von  30  Akkumulatoren  gpf^peist  ist, 
nscbt  der  Oramm'sche  Ring  von  4,5  bis  7  Umdrehungen 
in  dner  Seeunde;  der  von  der  Maschine  für  das  Inductorium 
gelieferte  primäre  Strom  bietet  Yon  9  bis  14  Wechsel 
der  Richtung  in  einer  Sekunde,  und  die  vom  secundären 
Strome  bedingte  Ladungsdauer  des  Condensators  beträgt 

Ton  1^  bis  [sec]. 

Dabei  sind  aber  die  Schwingungen  der  die  Energie  des 
teeandären  Stromes  messenden  Electrometemadel  merk- 
würdig regelmässig,  und  die  Berechnung  einer  Gleich- 
gewiehtslage  aus  Umkehrpunkten  gibt  eine  auffallende  Ge* 
ntidgkeit:  öfters  kommt  es  Tor,  daas  die  vier  ans  f&nf 
Umkehrpnnkten  berechneten  Gleichgewichtslagen  bis  auf 
ein  Zehntel  eines  Scalen theiles  übereinstimmen,  und 
zwar  bei  grossen  Schvvin^ungsamplitiiden.  Indessen,  wie  aus 
den  weiter  unten  mitgelheilten  Zahlen  ersichtlich  ist,  be- 
kommt man  unter  Anwendung  der  Wechselstrommaschine 
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für  die  D.C.-en  von  gut  iolir enden  Flüssigkeiten  sehr 
nahe  richtige  Werthe.  Ich  kann  also  die  Anwendung  dieser 
Maschine  als  ein  sehr  elegantes  Mittel  zar  Untersuchung 
der  dielectrischen  Polarisation  in  got  isolirenden  Sub- 
stanzen empfehlen. 

Beinahe  eben  so  regehuils^ig  sind  die  8ch\liiiguu<^en  der 
Electrometernadel  hei  Anwendung  des  Lnt^erbrechers  No.  II. 
wenn  nur  die  Rotatioosgeschwindigkeit  innerhalb  der  oben 
mitgetheilten  Grenzen  liegt. 

Was  den  ünterbrecher  No.  I  betrifft,  so  functionirte  er 
überhaupt  bei  Weitem  nicht  so  regelmässig  wie  der  ünter- 
brecher No.  II.  Dieser  Umstand  ist  selbstverständlich  dem 
kleineren  Schwun^n-  seines  Kades  zuzuschreiben.  Der  TInt<er- 
brecher  No.  I  wurde  von  mir  nur  im  Anfange  der  Arbeit 
benutzt,  später  aber  ganz  verlassen. 

IV.  Zur  Herstellung  von  verschiedenen  Verbindungen 
zwischen  dem  Doppelcondensutor,  dem  I-^lectrometer  und  dem 
Inductorium  dient  mir  ein  Oommutator  aus  Paraffin.  Der- 
selbe gestattet: 

1)  die  obere  und  mittlere  Platte  des  Doppelcondenaatora 
zur  Erde  abzuleiten  (die  untere  Platte,  wie  schon  erwihnt, 
bleibt  stets  mit  der  Erde  verbunden); 

2)  die  obere  Phitte  mit  dem  isolirten  Pole  des  Induc- 
torinras  (der  andere  Pol  stets  zur  Erde  abgeleitet)  und 
gleichzeitig  die  mittlere  Platte  mit  dem  Electrometer  in 
Verbindung  zu  setzen; 

3)  diis  Klectrometer  allein  mit  dem  erwähnten  frei^ 
Pole  des  Inductoriums  zu  verbinden; 

4)  das  Electrometer  mit  der  oberen  Platte  und  mit 
dem  Inductorium  zu  verbinden«  indem  die  mittlere  Platte 
isolirt  bleibt  (NB.:  die  Anordnung  ftlr  diese  letzte  Com- 
bination  wurde  nur  bei  den  VorTersuchen  benutzt;  da  sie 
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sich  als  uicht  uöthig  erwieseu  hat,  wurde  sie  später  be- 
seitigt). 

Alle  Yerbindtingen  sind  mittelst  sehr  dfinner  Mewiog- 
drahte  hergestellt;  zur  Ünterstützung  denelhen  sind  paraffi- 

nirte  Glasstäbcheu  und  Seidenfäden  benutzt. 

B.  HsBsimgsYorfiiliroii« 

Nennen  wir  die  obere  Zwischenschicht  des  Doppel- 
condensators  —  «Schicht  No.  1',  die  untere  —  «Schicht 
No.  2*. 

Nehmen  wir  weiter  die  Capacität  des  aus  der  oberen 
und  mittleren  Kupferplatte  bestehenden  Condensators,  wenn 
die  Luft  die  betreffende  Zwischenschicht  füllt,  als 
Einheit  der  Capacitäten  an,  dann  ist  die  Capacität  des  von  der 
mittleren  nnd  unteren  Platte  gebildeten  Luftcondensatots  auch 
{sehr  nahe:  s.  oben)  gleich  Eins.  Wenn  aber  die  Schichten 
No.  1  und  2  mit  Flüssigkeiten  Ton  D.C.-en  resp.  3^  er- 
füllt sind,  so  sind  die  Capacitäten  der  beiden  Gondensatoren 
gleich  J,  rc8p.  ö^. 

Ks  sei  noch  y  die  als  constant  vermuthete  Capacität  des 
Electrometers  in  Doppelschaltnng  -|-  Capacität  des  Paraffin- 
eommutators  +  Capacität  gesammter  Znleitungsdrahte. 

Es  seien  jetzt  die  beiden  Zwischeuccluchten  rait  Fliisjjig- 
k^'iten  (ö^  und  d^)  gefällt;  alle  Platten  und  Eiectrometer 
beieu  zunächst  mit  der  Erde  verbunden,  dann  aber  Eiectro- 
meter und  mittlere  Platte  isolirt  und  miteinander  verbanden, 
während  die  obere  Platte  bis  auf  das  Potential  =  V  geladen 
wird.  Dann  bekommt  die  mittlere  Platte  ein  kleineres  Po- 
tential =^9,  welches  am  Eiectrometer  gemessen  wird.  Wenn 
wir  nun  annehmen,  dass  die  beiden  Flüssigkeiten  und 
alle  benutzten  isoHrenden  Sttltzen  YoUkommene  Isola* 
toren  seien,  60  muss  offenbar  die  Gleichung 
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oder 

(K:t)-1  +      (5,  (3) 

bestehen. 

Natürlich  kann  unsere  Voraussetzung  in  Wirklichkeit 
nie  in  ganzer  Strenge  erfüllt  werden.  Man  Termuthet 
jedoch,  dass  diesem  ideellen  B^alle  um  so  mehr  genähert 
wird,  je  kleiner  die  Ladnngsdaner  aoafallt.  Darauf  bemht 
die  Anwendung  von  Wechselströmen  %\xt  Bestimmung  der 
D.  G.*6n;  die  Vermnthung  wird  von  der  Er&hrong  be^ 
st&tigt. 

Es  sei  die  ohere  Phitte  mit  dem  freien  i'ole  eines  In- 
ductoriams,  in  welchem  elektrische  Schwingungen  vor  sich 
gehen,  verbunden;  die  mittlere  Platte  aber  isolirt  und  mit 
einem  Mectrometer  in  Doppelechaltung  verbunden. 

Das  Potential  der  oberen  Platte  V  Ist  dann  eine  perio- 
dische Function  der  Zeit  t  mit  der  Periode  —  t\  das  Po- 
tential der  mittleren  IMatte  v  ist  ebenfalls  eine  periodische 
Function  von  t  und  zwar  mit  der&eiben  Periode. 

Wenn  wir  nun 


und 


setzen,  so  wird  anstatt  der  Gleichung  (3)  die  folgende  be- 
stehen: 

(Tr:w)-l  =  (d,-|-^):d,.  (4) 

Auf  unvollkommene  Isolatoren  angewandt  gilt  die  Glei- 
chung (4)  nur  angenähert;  der  oben  ausgesprochenen  Ver- 
muthung  gemäss  ist  aber  die  Annäherung  um  so  grösser, 
je  kleiner  r  gemacht  wird. 
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Die  Grösse  w  ist  nun  unmittelbar  von  dem  mit  der 
mittlereo  Platte  verbundenen  Electrometer  gegeben ;  und  zwar 
kann  sie  nach  der  GleicboDg  (2)  (Abechnitt  A,  Artikel  II) 
ans  dem  Werthe  des  Ausschlages  a  berechnet  werden. 

Wie  aber  kann  die  Bestiinmnng  Ton  W  gescbehen? 

Das  geschieht  f^aiiz  einfach  im  Falle,  wo  die  zwei  fol- 
genden Vorauäsetzuugen  berechtigt  sind:  1)  dass  die  „electro- 
statische  Capacität*  der  secandären  BoUe  des  Inductoriums 
sehr  gras  gegen  die  von  um  angenommene  Oapacit&tseinheit 
erscheint;  2)  dass  die  elektrischen  Schwingongen  im  Indnc- 
torinm  ganx  regelmfissig  vor  sich  gehen  und  keine  merkliebe 
Aendenmg  während  der  zo  den  weiter  beschriebenen  Mani- 
pulationen nöthi^eii  Zeit  erfaliren. 

Nehmen  wir  für  einen  Augenblick  an,  dass  die  beiden 
Voraussetznngen  erfüllt  seien;  dann  Terfabren  wir  folgender- 
massen: 

Nachdem  der  Aasschlag  o  bestimmt  ist,  trennen  wir 
sowohl  das  Electrometer  als  aneh  das  Indnctorinm  Yon  un- 
serem Dopj^elconden^^ator  ab  und  verbinden  sie  miteinander. 
Dann  ent.'-j^richt  uilenbar  der  neue  Ausschlag  der  Nadel 
(nennen  wir  ihn  A)  dem  Potentiale  d.  h.  es  besteht 
dann  die  Gleichung 

In  diesem  Falle  ist  also 

und  die  Gldcbung  (4)  wird  zu 

(l/A:l/a)-l«(d,  +  y):d,.  (5) 

Wenn  aber  die  ersste  von  den  oben  erwälmten  Vor- 
uii-^etzungen  nicht  berechtigt  ist,  so  kann  die  „electro- 
statische  Capacität*  des  Inductoriums  experimentell  bestimmt, 
und  ihr  Werth  in  der  von  uns  angenommenen  Einheit  an- 
gegeben werden.   Dann  kann  man,  jedoch  unter  der  Ajq- 
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nähme,  dass  die  zweite  yon  jenen  Voranflsetzungen  doch 

richtig  ist,  das  oben  beschriebene  Verfahren  noch  anwenden; 
nur  die  Formeln  worden  in  diesem  Falle  ein  wenig  com- 
plicirter,  intleni  die  ^electrosinfisthe  Oapacität*  des  Induc- 
toriums  in  die  Gleichungen  eintritt.  Diese  complicirteren 
Formeln  theile  ich  nicht  mit,  weil  bei  meinen  Versuchen 
die  eiste  Voraossetzung  so  nahe  erfQlU  war,  daas  die 
.electrostatische  Gapaeiföt*  des  Induetorittnis  wegen  ihrer 
Gr&sse  gegen  die  oben  angenommene  Gapaciifttseinheit  nicht 
geschätzt  werden  konnte.  Beim  Anfange  der  Arbeit  habe 
ich  mehrmals  ver.suclit  diese  Capacitüt  zu  bestimmen,  indem 
ich  fol^enderina>sen  verfuhr:  ich  bestimmte  den  Ausschlag 
des  Electronioters  Ijei  der  im  Absclmitie  A,  Artikel  iV,  unter 
iS)  bezeichneten  Yerbindung;  dann  wurde  auf  die  unter  4) 
bezeichnete  Verbindung  commutirt  und  der  Ausschlag  von 
neuem  bestimmt;  dabei  hat  sich  aber  bei  einer  ziemlich 
grossen  Anzahl  derartiger  Versuche  kein  Unterschied 
zwischen  den  Grössen  der  beiden  AusschlSge  ergeben.  Des- 
halb betrachte  ich  es  als  berechtigt  das  oben  mitgetheilte 
vereinfachte  Verfahreu  anzuwenden  und  zur  Berechnung  der 
Versuchsergebnisse  die  Formel  (5)  zu  benutzen.  Was  iil)er 
die  /.weite  von  den  oben  erwähnten  Vorauüsetzungen  be- 
triHb,  so  konnte  sie  bei  meinen  Versuchen  nur  ausnahms- 
weise,  in  durchaus  seltenen  Fällen,  nicht  erfiillt  sein.  Die 
Bürgschaft  dafür  ist  erstens  die  grosse  Regelmässigkeit  des 
Functionirens  der  Wechselstrommaschine  und  der  beiden  Unter- 
brecher (bei  passenden  Botationsgesch windigkeiten),  welche 
Regelmas^sigkeit  ans  dem  Verhalten  der  Ausschlüge  der  Electro- 
meteniadel  wohl  erkennbar  ist;  zweitens  aber  auch  gute 
üeberein«tiuimun<_,'  /.wischen  deu  Ersrebniasen  einzelner  Be- 
obachtungen. Und  zwar  ist  die  ll»*<r,diiiä-siLckeit  aui  grösst^n 
bei  «b>r  Wechselstrommaschine,  dann  beim  Unterbrecher  No.  11; 
dem  Unterbrecher  No.  I  kommt  in  dieser  Hinsicht  die  letzte 
Stelle  zu. 
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Mein  Yerfahren  bosteht  abo  im  Folgeaden: 

I.  Ich  beginne  mit  der  im  Abechniit  A,  Artikel  IV 
unter  1)  bexeichneten  Verbindung,  um  die  Möglichkeit  zn- 
liiUigOT  Elektridrang  der  Platten  beim  Anfange  des  VerBuches 

auazuschlie.ssen ; 

II.  dann  comniutire  ich  auf  die  Verbindung,  welche 
unter  2)  angedeutet  ist,  und  bestimme  den  Ausschlug  a; 

III.  fichliesslieh  commutire  ich  auf  die  unter  8)  bezeich- 
nete Verbindung  und  bestimme  den  Ausschlag  A, 

Um  die  ganze  Manipulation  möglichst  kuns  zu  machen, 
was  Yon  grosser  Wichtigkeit  ist,  werden  die  Gleichgewichts- 
lagen ans  Schwingungen  bestimmt,  nämlich  aus  o  uder  5 
ümkehrpinikteu ;  für  die  Verkürzung  der  Dauer  des  Ver- 
fahrena  ist  der  Unistand  sehr  günstig,  das>  die  iSchwinguugen 
der  Nadel  meines  Electronieters  sehr  rasch  sind  (s.  oben). 
Das  Abwarten  des  Eintretens  der  thiitsilelilichen  Kuhe  der 
Nadel  raubt  sehr  viel  Zeit,  da  die  Luftdämpfung  nur  gering 
ist  (s.  oben),  und  kann  deshalb  gar  nicht  empfohlen  werden. 
Zar  Erleichterung  der  Berechnung  von  (Gleichgewichtslagen 
ans  Umkehrpunkten  habe  ich  eine  Hilfstabelle  constrnirt. 

Die  Berechnung  von  Versuchsergebnissen  geschieht  nach 
der  K(trnicl  (')),  Dass  diese  Berechnung,  wenn  sie  sich  auf 
leitende  Flüssigkeiten  und  dabei  auf  langsame  elektrische 
Schwingungen  bezieht,  nur  ganz,  illusorische  Werthe  für 
die  D.C.-en  geben  kann,  das  liegt  auf  der  Hand.  Aber  ich 
habe  mir,  wie  oben  schon  erwähnt  ist,  die  Aufgabe  gestellt, 
zu  prflfen,  ob  nicht  diese  Werthe,  bei  Abnahme  der  Ladungs- 

dauer        sich  asymptotisch  einer  festen  unteren  Grenze 

nahem. 

Kehren  wir  zur  Oleichung  (5)  zurück.  Wenn  die  beiden 
Zwischenschichten  des  Doppelcondensators  mit  Luft  erfüllt 
sind,  kommt  dieser  Gleichung  folgende  Gestalt  zu: 

Y^:Ya  =  ^Z      y.  (6) 
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Wie  aus  (6)  erhellt,  geben  die  Versache  mit  der  Luft 
in  den  beiden  Zwischenschichten  nnmittelbar  den  Werth  der 
Gonatanten  y. 

Wenn  nun  die  Schicht  No.  1  mit  einer  Flüssigkeit  (von 

der  D.C.  =  dj  erfüllt  ist,  die  Schicht  No.  2  dagegen  mit 
Luft,  so  verwandelt  sich  die  Gleichung  (5)  in 

{V^:Y€i)-l^(l+Y):6,.  (7) 

Derartige  Versuche  können  also  zur  Bestimniuiig  der 
D.C.  einer  Flüssigkeit  iu  Bezug  auf  Luft  dienen,  wenn  der 
Werth  von  y  aus  Vorversuchen  bekannt  ist. 

Endlich  können  Versuche  mit  zwei  Flüssigkeiten  [Giei* 
chnng  (5)]  als  Control versache  dienen. 

G.  Ergebniase. 

Wegen  grosser  Wichtigkeit  einer  möglichst  genauen 
Eenniniss  des  Werthes  von  y  wurde  zur  Ermittelnng  des* 
seihen  eine  ziemlich  grosse  Anzahl  Versuche  angestellt. 

Eeeoltate: 

HOS  Vmachen  mit 
Unterbrecher  No,  II  Unterbrecher  No.  I 

y  =:  0,63  (Aüttel  aus  117  Vers.)   y  »  0,65  (ans  30  Vers.) 

WeohsebtrommMchine 
y     0,G6  (Mittel  aus  98  Versuchen). 

Dabei  wurden  fast  immer  die  massigen  Rotations- 
geschwindigkeiten  der  beiden  Unterbrecher  benutzt  (welche 
Geschwindigkeiten,  wie  schon  erwähnt,  dem  regelmassigsten 
Functioniren  der  Unterbrecher  entsprechen).  Trotz  grosser 
Anzahl  von  Beobachtungen  konnte  eine  Abhängig- 
keit der  Grdsse  y  von  der  Höhe  der  benutzten  Po- 
tentiale (von  der  Grösse^)  nicht  nachgewiesen  werden. 
Auf  eine  solche  Abhilngigkoit  deutet  Herr  Arons  bei  dem 
von  ihm  benutzten  Mascart  sehen  Electroineter  hin  (Wied. 
Ann.  Bd.  35,  1888,  66.  294>— 295).    üebrigens  variirteu  bei 
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meineii  Venuohen  die  Potentiale  innerhalb  nicht  80  weiter 
Grensen,  wie  es  bei  Herrn  Arons  der  Fall  war. 

Was  die  VerBchiedenheit  der  Werthe  von  y  bei  ver- 
schiedenen Ladnn^anem  betrifft  (s.  die  oben  angefahrten 

Ziihlen) ,  so  zeigtu  .-ie  eine  derartige  (lesetzinilssigkeit  (je 
kleiuer  die  Ladnugsdauer  ist,  desto  kleiner  füllt  fiuch  /  aus), 
die  wohl  erklärbar  zn  sein  scheint:  es  muss  zu  der  wahren 
Capacitiit  de^  Electroiueters  und  der  Zuleitungen  (d.  h.  der- 
jenigen Capacität,  welche  einer  vollkommenen  Isolation  ent- 
sprechen wflrde)  noch  eine  scheinbare  hinzukommen,  welche 
Ton  der  oberflächlichen  Leitung  der  Seidenfaden  und  ünter^ 
stQtsongsstäbchen  herrfihrt;  es  ist  aber  sehr  wohl  denkbar, 
da«  die  Ton  Isolationamangel  herrflbrenden  ElectricitfttsTer- 
luste  (aLsu  auch  die  scheinbare  Capacität)  desto  grösser 
sind,  je  länger  die  Ladungsdauer  ausfallt ;  bei  den  ziemlich 
grossen  T'nterschieden  in  der  Ladungsdauer,  wie  es  bei  den 
drei  erwähnten  Versuchsreüien  der  Fall  war,  können  yielleicbt 
diese  Unterschiede  einen  wahrnehmbaren  £influs8  anf  das 
Resultat  ausüben* 

Jeden&Us  kann  die  Verschiedenheit  der  Werthe  von  y 
bei  Terachiedener  Ladangsdauer  nur  einen  kleinen  Einflass 
anf  die  Werthe  der  D.O.-en  haben,  naniHch :  bei  Berechnung 
dieser  Werthe  wird  nicht  /  selbst,  sondern  1  -j-  /  benutzt 
[ä.  Gleichung  (7)J.  Es  kann  also  dieser  Einfluss  höchstens 
durch 

der  Grösse  einer  zu  bestimmenden  D.C.  dargestellt  werden. 

Doch  halte  ich  es  för  not h wendig,  bei  der  Berech- 
nung einer  D.C.  immer  denjenigen  von  den  oben  mitgetheilten 
Wertben  von  y  zu  benutzen,  welcher  zur  zugehörigen  Unter- 
brechungsart  gehört. 

Jetzt  theile  ick  die  bei  den  Versuchen  mit  verschiedenen 
Flüssigkeiten  bekommenen  Resultate  mit.  Die  Versuche  be- 
ziehen sich  auf  gewöhnliche  Zimmertemperatur,  die  etwa 
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zwischen  17**  und  20°  schwankte.  Bei  zähen  Flüssigkeiten 
wurde  der  Durchfluss  durch  die  dünnen  Tnchterröhren  (bei 
Füllung  Yon  Zwischenschichten  des  Doppelcondeneaiors)  darch 
Ansflbung  eines  Luftdruckes  bescMeomgi. 

Die  weiter  unten  mitgetheilten  Werthe  der  Ladungs- 
dauer  -  wurden  nach  den  Formeln  (oi)  und  (ü)  (Abschnitt  A, 

Art.  III)  berechnet;  aus  dem  oben  erörterten  Grande  wird 

diesen  Wertheii  keine  absoluta  Genauigkeit  zugeschrieben : 
es  handelt  sich  nur  um  eine  ungefähre  Schätzung  der  La- 
duDgsdauer. 

A.  Schlecht  leitende  Flüssigkelten. 

L  Benzol. 
Dicht  »  0,879  bei  19**  C. 

Unterbrecher  No.  II  ünterbreclier  No.  l 

*  -  2,11  (y  -  2öW)      =  2.17  (I  von  -jj^-  bis  i^) 

W  echselstrommaschine 

'=2,i8(,^=;j. 

Man  sieht,  dass  die  Wechseistrommaschine  einen  bis  auf 

3,3  ®/o  richtigen  Werth  geliefert  hat. 

Die  von  anderen  Forschern  gefundeneu  Werthe  sind : 
2,198  (Silow);  2,43  (Winkelmann);  2,13  (bei  20^  C.) 
(Negreano);  1,948  (Donle);  1,706  (Ladungsdauer  »  l  Se- 

cunde)  (Ö.  Weberj;  2,207  (Ladungsdauer  =  [See.]) 

(G.  Weber);  2,17  (Tshegl&jew). 
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II.  Olivenöl  (käufliches.) 
Dicht  =  0,9158  bei  \^  C. 

Unterbrecher  No.  IT  Wechselsirommaiicinne 

Der  Unterschied  beträgt  nur  l,8**/o. 

Die  von  anderen  Forschern  gefundenen  Wertbe  sind: 
3,08  (Arons  und  Bubens;  3,16  (Hopkinson)* 

Die  bedeutenden  Unterschiede  sind  wahrscheinlich  dem 
Umstände  zuzuschreiben,  dass  Olivenöl  keine  chemisch  de- 
finirhare  Sub.stanz  ist.  und  verschiedene  Proben  desselben 
kuunen  ziemlich  bedeutende  Unterschiede  der  Zusammen- 
aekaog  darbieten. 

B.  Besser  leitende  Flttssigkeiten. 

a)  Aetheriscbe  Gele. 

Eine  groi>«e  Anzahl  dieser  Oele  wurde  schon  im  Jahre 
1889  für  das  Phjsikalisciie  Instititut  von  der  Finna  Dr. 
11.  Koeni<^'  in  Leipzig  besKOgen.  Für  manche  dieser  Oele 
wurde  damals  die  Rotations-  und  Refractionsdispersion  von 
Herrn  Dr.  U.  Stein  heil  untersucht  (Steinheii,  ,Beobach- 
taugen  Ober  Rotations-  und  Refractiousdispersion*,  Inaugaral- 
Dissertation,  Mfinchen,  1889).  Unter  den  Oelen  gibt  es 
mehme  gleichen  Namens,  aber  verschiedener  Qualität.  Ueber 
den  Unterschied  in  der  Herstellung  der  verschiedenen  Sorten 
konnte  nichts  ertahreu  werden;  das>^  ;i!>tT  die  Oele  von  Ver- 
unreinigungen durch  fette  Oele  vollstilndiLj:  frei  und  nur  aus 
aromatischen  Bestand theilen  zusammengesetzt  ^^iud,  das  wurde 
durch  eine  von  Herrn  Stein  heil  aDgestelite  Untersuchung 
nachgewiesen  (1.  c,  SS.  12-18). 

UM.  llUk.<pliya  Ol.  1.  6 
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Im  Weiteren  wird  die  von  der  Fabrik  angewendete 
Unterscheid unf^  der  Proben  durch  Nunierirung  beibehalten, 
(wie  es  auch  in  der  Abhau(lhin*4  von  Steiiilieil  ^n^-schehen  ist). 

Für  die  drei  ersten  von  den  weiter  unten  angeführten 
Oelen  wurden  die  Werthe  der  D.C.-en,  zur  Controle,  «uch 
nach  der  Methode  der  Kraftmessung  beätimrot. 

Daa  Verfahren  war  das  von  den  Herren  Cohn  ond  Arons 
vorgeschriebene  (Wied.  Ann.,  Bd.  33, 1888,  SS.  15^19).  Als 
Flfissigkeitselectrometer  wurde  das  von  Herrn  Dr.  Franke 
schon  froher  zn  dem  nämlichen  Zwecke  benutzte  angewendet, 
(Wied.  Ann.,  Bd.  1893,  S.  163).  Für  dasselbe  betrügt  die 
Scbwin;^un<,'sdauer  der  , Nadel"  in  der  Luit  18  [sec],  das 
logarithüii«che  Decremeiit  (ebenfalls  in  der  Luft)  0,0100. 
Der  Abstand  des  Spiegels  von  der  Scala  war  gleich  560  [cm]. 
Zur  Erzeugung  von  oscillirondLii  Ladungen  wurde  das  schon 
oben  erwähnte  Inductorium  benutzt;  die  Unterbrechung  des 
primären  Stromes  (2  Daniel-Elemente,  Widerstand  von  5  bis 
15  Ohm)  war  vom  Unterbrecher  No.  II  bei  der  günstigsten 
(für  die  Regelmässigkeit  des  Fnnctionirens  desselben)  Ro- 
tationsgeschwindigkeit besorgt;  die  Laduugsdauer,  nach  der 

Formel  (ü)  berechnet,  betrug  dabei  etwa 

Die  Beobachtungen  wurden  foigenderniassen  angestellt: 
zunächst  bestimmte  ich  3  Umkehrpunkte  der  Xadel  des 
Mascart'ächen  Electrometers ;  dann  machte  ich  dasselbe  mit 
dem  Edelmann*8chen  Electrometer  (FIfissigkeitBelectrometer); 
schliesslich  von  neuem  mit  dem  Mascart'schen  Electrometer. 
Ans  den  beiden  fUr  die  Mascart^sche  Nadel  berechneten  Aus- 
schlägen wurde  das  arithmetische  Mittel  genommen.  Der 
Unterbrecher  functionirte  so  regelmässig,  dass  die  beiden 
Ausschläge  sehr  oft  zusammenfielen.  Die  Urnkelirpunkte 
wurden  am  Eilelniann'.-chei]  EK-ctromptor  nur  für  die  Schwin- 
gungen seiner  „Nadel*  in  der  Luft  bestimmt;  bei  den 
Schwingungen  dieser  »Nader  in  Oelen  war  die  Dämpfung 
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sehr  stark,  und  man  konnte  sehr  wohl  das  Eintreten  der 
tliaMchlicheD  Rabe  derselben  abwarten.  Die  Nnllpunkts- 
reisehiebongen  in  den  Oelen  waren  sehr  klein  im  Verhälfc- 
nine  sn  den  benntsten  ÄoeBchlägen:  sie  machten  kaum  % 
derselben  aas.  Dieser  Umstand  ist  der  bedentenden  Schwere 
der  von  Herrn  Frauke  und  mir  l'iir  das  Edelmaiiir.sche 
Electrometer  bennt/ten  «Xiidel"  zuzuschreiben.  Die  davon  ber- 
rührende  kleine  Empfindlichkeit  dea  EdelmauDöchen  Electro- 
meters  stellte  aber  für  mich  keinen  Uebelstand  dar,  weil,  wie 
oben  erwähnt,  das  Mascart'sche  Electrometer  auch  eine  kleine 
Empfindlichkeit  besass,  während  die  yom  Inductorium  ge- 
lieferten Potentiale  genügend  hoch  waren. 

Das  Ton  den  Herren  Cohn  und  Arons  durch  F^: 
bezeichnete  V'erhältniss  (1.  c,  S.  16)  erwies  sich  für  meine 
Electrometer  im  Mittel  gleich  2,80. 

Ich  konnte  die  Kraftmessnngsmethode  nnr  für  diejenigen 
Oele  anwenden,  Ton  denen  mir  hinreichend  grosse  Mengen 
(zur  Fflilung  .des  FidssigkeiliBelectiometera)  zur  Verfügung 
standen. 

Im  Weiteren  behalte  ich  das  Zeichen  d  zur  Bezeichnung 
der  nach  der  Kraftmessungsniethode  bekommenen  Werthe 
von  [).  C.-en  bei;  die  nach  der  Capacitätsmethode  bekom- 
menen Werthe  (welche,  bei  kleiner  Ladangsdauer,  natürlich, 
illusorisch  sind)  werden  durch  D  bezeichnet. 


1.  Oleum  Juniperi  e  baccis  No.  IV. 


Dicht.      0,8G57  bei  19,5«C. 


Unterbrecher  No.  II: 


Wechselatromniaschine : 


X  1 


1 


12 

2,54. 


2  3860 
D  «  2,19. 


2  1900 
D  =  2,45. 


2 
D 
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8U£»ng  der  wtothrpha,  Clam  vom  3,  M&n  1894. 


Kethode  der  Kraftmeaaung: 

Der  Ton  der  WeclisektromniascbiDe  gelieferte  Werth  ist 
bei  diesem  Oele  schon  hedeutond  zu  gross. 


n.  Oleum  Foeniculi  rectif.  No.  IV. 

Dicht.  =  0,9071  bei  20®C. 
Unterbrecher  No.  II:  WechaeiatroDunaBchiae: 

Methode  der  Eraftmessung: 


III.  Oleum  Lavend ulae  extrafin.  No.  III. 
Dicht.  =  0,881  bei  2ü^C. 
ünterbrecher  No.  II: 

Methode  der  Kraftmeasung: 

Bei  diesem  Oele  stimtnen  die  nach  beiden  Methoden 

gefundenen  Werthe  befriedigend  überein.  Was  die  bedeu- 
temleren  Abweicliuugeii  (Ici>elben  bei  den  ersten  Oelen  be- 
trilft,  so  können  sie  vielleicht  von  dem  ünterstrhiede  in  der 
Ladungsdauer  herrühren?  Der  Sinn  dieser  Abweichungen 
steht  mit  dem  Sinne  jener  Uni  erschiede  in  keinem  Wider- 
spruche. Die  Möglichkeit  einer  derartigen  Erklärnng  ist 
also  nicht  ausgeschlossen. 
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IV.  Oleum  Foeniouli  rectif.  No. 
Diclit.  =  0,9561  bei  20°C. 


III. 


Wechselair.-Maeeb. 


Unterbrecher  No.  II 


(Joterbrecher: 


17,7 


5,02 


D 


1 


4,44 


2400 
1 


4,35 


3800 


(Mit  diesem  Oeie  wurde  eioe  sehr  grosse  Anzahl  Me^uugeu 
angestellt.) 

£ine  asymptotische  Annäheniiig  der  Werthe  7on  D 
fxx  einer  festen  unteren  Grenze  tritt  hier  sehr  deutlich  herror. 

Wenn  wir  es  femer  als  berechtigt  betrachten,  in  den 
oben  mitgetbeilten  kleinsten  Werthen  von  D  etwa  den 
wahren  D.  C.-en  nahe  kommende  Grossen  zu  Termuthen  (die 
Controle  durch  die  Kraftnief^-ungsmethode  scheint,  hiezu  zu 
lu-rechtiefen)  ,  dann  können  wir  constatiren ,  dass  liei  den 
beiden  oben  angeführten  Proben  des  , Oleum  Foeniculi"  die 
D.  C.-en  nahezu  gleich  sind.  Nur  für  die  p^rösste  Ladungs- 
dauer ist  der  Unterschied  der  Werthe  yon  D  sehr  bedeutend, 
was  auf  eine  merkliche  Verschiedenheit  des  elektrischen 
LeitnngsTermögens  der  beiden  Proben  hinzudeuten  scheint. 
Wenn  nun  aber  die  wahren  B.  C.-en  der  beiden  Proben 
wirklich  nahezu  einander  gleich  sind,  dann  gewährt  die  oben 
au8ges])rochene  Vermuthun«?  über  die  Ursache  einer  lietleu- 
lenderen  Abweichung:?  /wi-ciien  den  nach  Capncität<-  he/.w. 
Kraftmessungsmethüde  für  die  D.C.  des  gOleum  Foeniculi 
No.  IV"  gelieferten  Werthen  eine  Bestiltignng:  in  der  That 
haben  wir  bei  dem  «Oleum  Foeniculi  No.  III"  einen  Werth 
▼on  i>,  welcher  genau  derselben  Ladnngsdauer  entspricht, 
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wie  der  Werth  von  d  beim  «Oleam  FoenicuH  No.  IV";  die 
Zusammenstellung  der  beiden  Wertbe  zeigt  aber,  daas  zwischen 
ihnen  nur  ein  1.3  ^/o-grosaer  üntersehied  besteht: 


Ol.  Foenic.  r.  No.  IV: 


Ol.  Foenic.  r.  No.  III: 


V.  Oleum  Jnniperi  e  tigno  No.  I. 
Dicht.  =  0,985  bei  19*C. 

Unterbrecher:  D 
Weehselstrommasch.  29,1 


10 

11,6 

J_ 

12 


26,3 
20,7 


Unterbrecher  No.  I  15,9 

440 

Unterbrecher  No.  II  -  -  5,26 


VI.  Oleum  Juuiperi  e  ligno  No.  II. 
Dicht.  =  0,939  bei  19°C. 

Unterbrecher:  -  J) 

Weehselstrommasch.  -L.  20 

9,6 

  *  9,8 

Unterbrecher  No.  I  —  -  7.28 

380  ' 

Unterbrecher  No.  II  — J-^  3.55 

3840  ' 
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VIL  Oleum  Juniperi  e  ligno  No.  III. 

Dicht,  ==  Ü,9ÜÜ  bei  ly^'C. 


Unterbreclier:  D 


Wechselstronmiasch.  {1~q  ^^»^ 

ÜDterbreclier  No.  I  ^  4»29 

ünterbiecher  No.  II  2«d8 


yilL  Oleum  Juniperi  e  ligno  No.  IV. 

Dicht.  =  0,973  bei  18,5«C. 


Unterbrecher:  —  D 


Weehedstrommascli.  31,3 

Unterbrecher  No.  I             si:  18,3 

ooU 

Unterbrecher  No.  II  4,82 


Für  alle  4  angeführten  Proben  des  Wachholder")ls  aus 
Hob  ist  die  Drehung  der  Polarisationsebene  von  Herrn 
R.  Steinbeil  gemessen  worden. 

Ich  hvs^e  eine  Zusammenstellung  der  Werthe  der  D.  C.-en 
dieser  Oele  mit  den  Gröesea  der  ihnen  zukommenden  Dreh- 
ungen folgen. 
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SUzung  der  mUh..phy8.  Clatse  vom  3.  Märs  1994. 


i 

lUr  Prulten  des 
W.u  libolderSls 

DC. 

Drehung 

J2  O 
•  ^  ^ 

Zähigkeit. 

tM%  Holz 

ganze  Spcctrani 

No.Il    .  . 

3,55 

35,29»fiirdicPrÄUn- 
hofer*Bchd  Linie  B 

0,939 

switelien  den  den 
Nnrnmem  III  und 
IV  sakoramendoi. 

No.m  .  . 

2,98 

43,09<»  für  die  B 

Linie 

0,909 

am  Ueinaten. 

No.IV  .  . 

4,82 

19,090  für  die  B 
Linie 

0,973 

zwischen  den  den 
Nummern  I  und  II 
sokommenden. 

Die  Grössen  der  Drehung  (alle  Proben  links  drehend) 

beziehen  sich  auf  die  20  [cni]  lange  FlüssigkeitsSwle. 

Die  Ziihi^^keifcen  wurden  nur  qualitativ  nach  den  Durch- 
flusszeiten  durch  ein  und  dasselbe  Kohr  geschätzt. 

Es  lassen  sich  folgende  Gesetzmässigkeiten  fOr  diese 
4  Oele  gleichen  Namens,  aber  verf^chiedener  QuaUtät,  con* 
statiren:  je  grosser  die  D.O.  ist,  desto  grösser  sind  anch 
Diehtigkeit  nnd  Zähigkeit,  desto  kleiner  aber  föllt  die  Dreh- 
ung aus.  Bei  den  Proben  No.  II  und  No.  III  besteht  sogar 
umgekehrte  Proportionalität  zwischen  der  D.  G.  nnd  der  Dreh- 
ung f(ir  die  ^-Linie: 

4;i,oy  :  35,29  =  1,221,  während  3,55  :  2,98  =  1,219. 


Ich  habe  noch  für  manche  andere  ätherische  Oele  Ver- 
suche angestellt  Die  Ergebnisse  sind  aber  noch  nicht  aus- 
gerechnet worden. 


b)  Alkohol. 

1.  Eine  der  beiden  untersuchten  Proben  wurde  unter 
dem  Titel  „ab.soluter  Alkohol*  bezogen.  Jedoch  hat  die 
Dichtigkeitshestimmung  för  diese  Probe  ergeben:  Dicht.» 
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0,797  bei  15^0/  Hieraus  ergibt  sich  nach  der  «Alkoholo» 
metiiseheD  Tabelle*  die  Störke  des  Alkohols  gleich  etwa 
99  V 

Ich  theile  die  Warthe  von  Ä  und  a  (s.  oben),  welche 
bei  einer  von  zwei  mit  dieser  Probe  angestellten  Versuchs- 
reihen bekommen  wurden,  mit: 

UnterbTecher  No.  II. 
Oapacitfttnoietbode : 


2  3240 

A 

a 

257,5 

219,8 

1,082 

265,9  . 

232,6 

1,069 

256,2 

224,1 

1,069 

271,9 

232,9 

1,080 

293,9 

267,5 

1,048 

291,2 

255,4 

1,068 

28G,8 

249,1 

1,073 

343,5 

292 

1,084 

281,1 

253,3 

1,058 

278 

245,8 

1,063 

304 

264,9 

1,071 

Mittel  (ans  11  Beobachtungen):       :  Va=s  1,069 

Die  zweite  Reihe  (nach  einer  neuen  Füllung  der  Schicht 

No.  1)  bat  ergeben:  yZ:Vä=  1,071  (aus  10 B). 

Hauptmittel:  1/Z:  V^ä»  1,070. 

Die  Formel  (7)  (Abschnitt  B)  ergibt  also  fQr  diese  Probe: 

Die  von  anderen  Forschern  gefundenen  Werthe  sind: 
dÄ26,5  (98 ''/o)  (Cohn  und  Arons):  =  25,8  („absolut", 
bei  li<»C.)  (Tereachin);  d  =  22,29  (Dicht.  0,811  bei 
Ibf'G.)  (Donle). 
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SÜMwng  der  moCft.-^«.  GIosm  vom  S,  Män  ISH, 


IL  Die  andere  Probe  wurde  unter  dem  Titel  ,96%i<(er 
Alkohol*  bezogen.  Lunge  in  grosser  Vorratfasflasche  des  In* 
stituts  gestanden.  Unmittelbar  Tor  den  Versuchen  wnrde 
Dichtigkeitsbestimmung  ansgeffihrt.  Aus  dem  Werthe  der 
Dichtigkeit  konnte  geschlossen  werden,  dass  zu  den  Yer^ 
suchen  nur  etwa  93 '^/o  starker  Alkohol  benutzt  wurde. 

Unterbrecher  No.  IL 
Capadtfttsmethode : 

EraftmeMinigsmethode: 

Bei  einem  so  wasserreichen  Alkohole  gibt  also  der  [Unter- 
brecher No.  IT  unter  Anwendung  der  Capacitätsnietliode  noch 
zu  ij^rosse  Werthe.  Da  aber  mein  Unterbrecher  No.  11  natür- 
lich kein  letztes  Wort  der  Technik  darstellt,  so  wage  ich 
zu  Termuthen,  dass  mit  einem  noch  bedeutend  grosseren  und 
(das  ist  die  Hauptsache)  noch  mehrere  Unterbrechungen 
bei  einer  Umdrehung  gestattenden  Unterbrecher  yiel- 
leicht  sogar  die  D.  C.  des  Wassers  nach  der  Capacitats- 
methode  richtig  bestimmt  werden  kann. 

Wie  schon  erwähnt,  ji^ibt  der  Unterbrecher  No.  II  die 
besten  Kesultate,  wenn  seine  Kotationsgesch windigkeit  in  den 
Grenzen  liegt,  welche  10  und  16  Uradrehnngen  in  einer  Se- 
cunde  entsprechen.  Bei  grösseren  Geschwindigkeiten  werden 
nicht  nur  die  Electrometemadelausschläge  bedeutend  unregel- 
mässiger, sondern  es  wird  auch  eine  sehr  deutliche  Zunahme 
der  Werthe  Toh  D  wahrgenommen.  Bei  manchen  gut  lei- 
tenden Fh'issigkeiteu  habe  ich  sogar  bei  41  Umdrehungen 
in  einer  Secunde  Werthe  von  D  gefunden,  welche  etwa 
doppelt  so  gross  sind,  wie  diejenigen,  welche  den  gttn- 
Rotationsgeschwindigkeiteu  entsprechen.   Das  deutet 
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offenbftr  auf  ein  bei  grossen  Geschwindigkeiten  stattfindendes 

Uel>ersj)rinf^en  der  Bilrste  hin.  Die  er\sillintüii  Grenzen, 
inuerhalb  deren  die  günstigsten  Geschwindigkeiten  liegen, 
wurden  aus  sehr  vielen  Versuchen  bestimmt. 


Eis  mögen  noch  die  Resultate  einiger  Controle-Veraocbe 
(mit  zwei  Fifissigkeiten)  mitgetheilt  werden. 

I.  Die  Schiebt  No.  1  ist  mit  Olivenöl,  die  Schicht  No.  2 
mit  Benzol  gefüllt.  Es  ist  also  <!,  =  2,81  nnd  (f,  =  2,11 
(s.  oben)^  und  der  nach  der  Formel  (5)  berechnete  Werth 
Ton  Vä  :  Va  ist 

1,975; 

der  beobacktete  Wertb  aber  desselben  Verbftltnisses  betrag 

1,980. 
r  1 

(Unterbrecber  No.  II,  —  =  2{iQÖ '  ^  Borechnung  ist 
deshalb  /  =  0,63  angenommen). 

T  1 

IL  Umgekehrte  Füllung,    ünterbr.  No.  II,  —  = 


2  2600' 

Es  ist  also  d,  »  2,11  und  d,  «  2,81 ;  /  =^  0,63. 

M:Ka(berechnet)=2,630;KZ:KÖ(beobachtet)=2,659. 

III.  Die  Schicht  No.  1  enthält  —  „Oleum  Lavendulae 
eztraf.  No.  III*;  die  Schicht  No.  2  —  , Oleum  Foeniculi  rect, 

No.  III*.   Unterbrecher  No.  II,  ~  =  Es  ist: 

A=3,52(bei|  =  ^)  und  A=M4(bei |  =  ^); 

Y  =  0,63. 

I'I       (berechnet)     2,44;  VA: Kä(beobachtet)  ^  2,48. 
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üm  nocb  raschere,  als  die  vom  Unterbrecher  No.  II 
gelieferten,  elektrische  Schwingungen  zu  haben,  habe  ich 
Texsttcht,  die  hei  EnÜadnngen  von  Leydener  Flaschen  ent- 
stehenden Oseillationen  bei  meiner  Methode  anzuwenden. 

Leider  aber  ging  ef?  nicht:  aus  den  grossen  Werthen, 
welche  dabei  für  die  D.C.-en  iitherischer  Gele  bekommen 
wurden,  Hess  .sich  mit  Sicherheil  erkennen,  das«  fflr  die 
Ladung  des  Doppeicondensators  nicht  die  Enttadungsoscü- 
laiionen,  sondern  nur  die  eigenen  elektrischen  Schwingungen 
eines  die  Ladung  der  benutzten  Leydener  Flasche  besorgenden 
Inductoriums  maassgebend  waren  (es  wurde  nicht  das  oben 
erwähnte,  sondern  ein  anderes  Inductorium  dazu  benutzt; 
der  primSre  Strom  wurde  dabei  auf  Übliche  Weise  auto- 
uiatisch  unterbrochen). 
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Referat  über  eine  Arbeit: 

Exacte  Grundlagen  für  eine  Theorie  der  Ovale. 

Von  Hermann  Bronn. 
iMtufda»^  9.  Man.) 

Der  Verfasser  hat  in  seiner  Doctordissertation,  betitelt: 
«Orale  and  Eiflächen*  jene  einfachen  geometriscben  Qestal«- 
toDgen  in  der  Ebene  und  im  Baume  behandelt,  welehe  über- 
all convez  nach  ansäen  begrenzt  dnd.  In  jener  Arbeit  kam 
es  ihm  darauf  an,  zu  zeigen,  dass  sieh  auch  über  derartige 
geouietrisehe  Gebilde  von  ungemein  wenig  spucialisirtera  Bil- 
dungsgesetz eine  Menge  nicht  «^unz  auf  der  Hand  liegender 
Sätze  aussagen  lässt.  Die  Grundlagen  für  seine  Entwick- 
lungen entnahm  er  der  Anschauung,  und  Terzicbtete  bei  den 
auf  Seite  1 — 3  der  Dissertation  gegebenen  Sätzen,  auf  wel- 
chen die  folgenden  sich  aufbauen,  in  eine  ausfGhrliche  Be- 
weisftibrang  einzutreten.  Ks  geschah  dies  indess  nicht,  weil 
er  die  genannten  Satze  eines  Beweises  nicht  für  fähig  oder 

für  bedürftig  erachtet  hiitte. 

Gerade  auf  eine  exacte  Festlegung  dieser  (Jinndlagen 
für  die  Theorie  der  Eigebiide  nun  bezieht  sich  die  gegen- 
wärtige Arbeit.  Dass  das  Thema  nicht  so  einfach  ist,  als 
uns  der  Augenschein  verleiten  möchte  anzunehmen,  dürfte 
schon  der  Umstand  beweisen,  dass  es  dem  Verfasser  nicht 


94        8Ugwng  der  mathrphffs.  Gaste  vom  3,  Märe  ]S94. 


gelange  seine  Aufgabe  auf  weniger  als  etwa  fünf  Druck- 
bogen zu  erledigen. 

Die  Anregung,  auf  diesen  Gegenstand  zurfickznkommen, 
dessen  Bearbeihmg  dem  Verfasser  lange  Zeit  als  eine  un- 
dankbare erschien,  schöpfte  derselbe  an<t  der  Kenntnissnahme 

von  prk'ichgericliteten  Bestrebungen  des  Herrn  Prüf.  Mm- 
kuvvöki  in  Bonn  (künftio:  Königslier«;).  Minkowski  hat 
bei  Teubner^)  die  Voranzeige  eines  im  Drucke  beHndlicben 
Werkes  betitelt  , Geometrie  der  Zahlen^  erscheinen  lassen, 
in  welchem  eine  unvermuthete  und  fruchtbare  Verbindung 
zwischen  der  Zahlentheorie  und  der  Geometrie  der  nirgends 
concaT  begrenzten  Gebilde  hergestellt  werden  und  desswegen 
auch  die  Theorie  der  letzteren  ausführlicher  in  analytischem 
Gewände  behandelt  werden  soll.  Es  koniiiit  somit  den  Ei- 
gebilden  auch  von  undereni  als  rein  geonietri.scheni  Stand- 
punkt eine  gewisse  Wichtigkeit  zu,  und  dies  hat  den  Ver- 
fasser ermuatert,  seine  Doctorarbeit  in  der  oben  angedeuteten 
Weise  zu  ergänzen.  Die  Torliegende  Arbeit  wird  vermuth- 
lieh  mit  gewissen  Capiteln  des  Miukowskischen  Buches  in 
der  Materie  die  grdsste  Verwandtschaft  haben,  doch  steht  zu 
hoifen,  dass  bei  der  grossen  Verschiedenheit  der  Behandlangs- 
methoden  (analytisch  und  rein  geometrisch),  sowie  des  Aus- 
gangspunktes und  des  Zieles  der  Korschiuigen  sich  doch 
auch  viele  wesentliche  und  instruktive  Abweicbungen  im  Aua- 
bau ergeben  werden. 

Die  Untersuchung  beschrankt  sich  auf  die  ebenen  Oval- 
gebilde, auf  deren  Theorie  sich  diejenige  der  Gigebilde  im 
Räume  naturgemäss  zu  stützen  hat. 

Die  Arbeit  beginnt  mit  einem  Ab.-clmitt,  der  mit  d'-iii 
Namen  «öeiteurechnung"   betitelt  ist.    Es  stellte  sich  näm- 

1)  Im  Juni  1893  in  den  Auzoigen.  Vgl.  auch  Bulletin  des  Sc. 
matb.  2.  .>f^rie  t.  XVIT  janv.  1893:  Kxtrait  d*une  lettre  adreflsöe  ä  M. 
Hemite,  par  M.  U.  Minkowski. 
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lieh  heraus,  dass  bei  Besprechung  der  Eigenschaften  der  Ovale 
die  Hälften,  in  welche  eine  Ebene  durch  eine  Gerade,  eine 
Gemde  durch  einen  Pnnkt  zerlegt  wird,  eine  fast  bedeu- 
tendere Bolle  spielen,  als  die  vollständigen  Gebilde,  dass  es 
fortwährend  galt,  zwei  , Seiten"  zu  unterscheiden.  Um  den 
Hilf  Seiten  bezüjüjlichen  Schlüssen  eine  handliche  Form  und 
IViicision  zu  geben,  wurden  ein  Symbol  S  für  , Seite''  und 
symbolische  Gleichungen  der  Form 

Sa^Sb;  e;  ä 
5a  »  —  8b;  e;  d 

eiijj^eführt.  Die  Bedeutung  der  ersten  Gleichung  ist,  dass  in- 
nerhalb einer  getrennten  Maunigfalti  jkeit  d  die  Elemente  a,  h 
auf  der  nämlichen,  die  der  zweiten,  da^s  sie  auf  verschiedenen 
Seiten  der  trennenden  Mannigfaltigkeit  c  liegen.  Es  wurden 
die  Bedingungen  fßr  die  Anwendung  der  Seitenrechnung  auf 
Gerade  und  Ebene  untersucht,  d.  h.  es  wurde  untersucht, 
welcher  Theil  der  Axiome  für  die  Gbenengeometrie  bei  der 
Seitenrechnung  voranszusetzen  ist,  resp.  welche  Fassung  diese 
Axiome  eilialten,  wenn  man  den  Seiten  begriff  in  den  Vorder- 
grund drängt. 

Sodann  war  die  Definition  und  Nonunchitur  einer  An- 
zahl iiiierlässlicher  Grundbegriffe  wieder  mit  steter  UUcksicht 
auf  den  Seitenbegriff  zu  geben. 

Nach  diesen  einleitenden  Bemerkungen  wurde  das  eigent- 
liche Thema  mit  der,  wie  der  Verfasser  glaubt,  einfachsten 
Definition  eines  Ovals  eröffnet,  welche  sich  nicht  auf  das 
Oval  als  Curve,  sondern  als  Flächenstück  bezieht  und  aus- 
^^airt,  dass  eine  Gerade  der  Ebene  des  Ovals  mit  dem  Oval 
höchstens  ein  Stück  «reniein  hat.  »Ein  Stnck",  das  soll 
heisaen:  einen  Punkt,  oder  eine  durch  zwei  Endpunkte  be- 
grenzte gerade  Strecke.  Die  Möglichkeit  von  , Figuren" 
dieser  Eigenschaft  liegt  auf  der  Hand,  es  wurde  specioll  von 
der  Dreiecksfläche  bewiesen,  dass  sie  dassu  gehört.  Im  Übrigen 
wurde  Uber  die  Figuren,  welche  der  Definition  geuOgen, 
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keine  weitere  Voraussetzung  gemacht,  auch  nicht  ein  Mal 
die,  dass  es  sich  um  zusammeubängeDde  fibeuenstücke  mit 
Rand  und  Inhalt  etc.  handle,  wie  es  in  gegenwärtiger  kurzer 
Darstellung  nach  obiger  Erwähnung  des  Wortes  .FJaehen^ 
stück*  scheinen  konnte.  Im  Gegentheil  sucht  die  Arbeit  ihr 
Verdienst  eben  darin,  rein  aus  den  Axiomen  und  der  De- 
finition alles  andere  abzuleiten  und  nicht  zu  postuliren. 

Am  der  Definitiou  ergibt  sich  sofort,  das8  das,  was 
Ovalen  geuiemsam  ist,  wieder  ein  Oval  sein  muss.  Es  wird 
gezeigt,  wie  der  Öatz  uiiizukebrea  ist,  und  ein  Satz  über 
„OvaldifFerenÄen*  angeschlossen.  Gerade  Strecken  zwischen 
Oralpankten  gehören  Tollatändig  zum  Oval ;  es  sind  dabei  je 
nach  der  Art  der  Endpunkte  Terschiedene  F&Ue  su  behan» 
dein  (innere  Punkte,  Randpunkte).  Es  werden  dann  die 
Ovale  in  Beziehung  gesetzt  zu  Strahlenbüscheln,  deren  Ceo- 
tmm  innerhalb,  auf  dem  Rande,  oder  ausserlmlb  des  Ovals 
iiugt.  Es  wird  mittels  innerer  Büschel  auf  eine  erste  Art 
und  Weise  die  Reihenfolge  der  Randpunkte  des  Ovals  deiiuirt. 
Die  mit  Figurpunkten  belegten  Geraden  aus  einem  äussern 
oder  Bandpunkt  füllen  einen  und  nur  einen  von  zwei  «an^ 
gelehnten*  Geraden  begrenzten  Winkel.  Die  beiden  von  jedem 
Randpunkt  ausgehenden  Strahlen  »  Halbgeraden  jener  an- 
gelehnten Geraden,  in  deren  Strahl winkel  die  i^anze  Figur 
eingeschlossen  liegt,  werden  Urenzstrahlen  genannt,  ihre 
Existenz  und  Bestimmtiieit  exact  bewiesen. 

Kine  längere  Reihe  von  Paragraphen  beschäftigt  sich 
sodann  mit  dem  Nachweise,  dass  die  Gesammtbeit  der  Oval- 
randpuukte  die  Natur  eines  stetigen  geschlossenen  Curven* 
enges  hat,  eine  Orallinie  bildet.  Gerade  hier  ist  Sorgfalt 
notbig,  um  Sätze,  die  man  mit  grosser  Bereitwilligkeit  un* 
bewiesen  anssunehmen  geneigt  ist,  strenge  zu  begründen.  Ks 
gibt  für  jeden  Ovalraii Jpunkt  Naclil)arrand[ninkte ,  welche 
iimi  beliebig  nahe  liegen.  Bei  diesi-r  <.ielegenheit  wird  der 
Begriff  des  ,  Näher ungsbogena"  fUr  einen  Curvenpunkt  a  ein- 
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geftilirt.  Ein  Näberuugsbogea  ab  für  a  musä  die  Eigea- 
schalt  haben,  daas  wenn  c  ein  beliebiger  Punkt  desselben 
ist,  alle  s wischen  a  und  e  liegenden  Bogenpunkte  näher 
an  a  liegen  ab  e.  Um  fiber  das  Zwischenliegen  entscheiden 
m  können,  mnss  man  natürlich  durch  ein  anderes  Mittel, 
ab  die  Entfernung  ist,  bereits  über  die  ,  Reihenfolge*  der 
i\;iikte  eine  Entscheidung  getroffen,  wie  Kronecker  >agt, 
,(.'in  Fortpangsprincip*  aufgertlellt  haben.  Ein  solches  hat 
sich  für  die  Oval  randpunkte  o^en  mittels  iunerer  Strabl- 
bOfichel  auch  bereits  ergeben.  Es  wird  gezeigt,  dass  der 
ganate  Ovalrand  sich  in  eine  endliche  Anzahl  aneinander-* 
achliessender  Nähenmgsbdgen  zerlegen  und  somit  seine  Punkte 
mittels  des  Fortgangsprincips  der  Entfernung  sich  in  Reihen«* 
folge  setzen  lassen,  eine  Reihenfolge,  welche  mit  der  Tor- 
her  gfwonnenen  tibert'in.stimiiit.  Schwierigkeit  für  die  bei 
diesem  Satz  zunächst  sich  darbietende  Beweismethode  bot 
das  mögliche  Vorkommen  gewisser  Stellen,  die  als  .Ecken 

>      bezeichnet  werden,  fibrigens  an  einem  Oval  höchstens 

viermal  auftreten  können.  Die  Schwierigkeit  wurde  schliess- 
lich mittels  eines  Satzes  Uberwunden,  welcher  die  Bedingung 
aogibt,  unter  der  ein  Ourvenbogen  Näherungsbogen  ftlr  seine 
beiden  Endpunkte  ist.  Es  werde  gleich  hier  erwähnt,  dass 
spater  mittels  eines  dritten  Fortgaugsprincipes  —  nämlich 
mittels  einer  parallel  verschobenen  Geraden  —  abermals  die 
liciuilii  he  Reihenfolge  der  OvülrandpuiikLe,  zunächst  auf  einem 
Theilljogen  erzielt  wird. 

Die  Haupteigenscbaft  der  nun  als  stetige,  geschlossene 
Curven  erkannten  Ovalränder  besteht  darin,  dass  sie  mit 
Geraden  ihrer  Ebene  höchstens  zwei  getrennte  Punkte  oder 
höchstens  eine  zusammenhängende  Strecke  gemein  haben. 

Die  Begriffe  der  angelehnten  (ieiuden  des  Uval&  und  dt-v 

Tangenten  ihres  Randes  decken  sich  ihrem  ('mfange  nach, 

was  bei  andern  Arten  von  Figuren  nicht  der  i^^all  ist.  Dabei 
UM.  ll«th.-fky».  a.  1.  7 
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ist  unter  einer  angelehnten  Geraden  eine  solche  zu  verstehen, 
welche  Randpunkte  des  Ovals  enthält  und  alle  übngen  Oval- 
pankte  auf  einer  Seite  liegen  hat,  und  die  Tangente  ist  als 
Grenzlage  einer  Secante  zu  definiren,  auf  der  beide  Schnitt- 
punkte als  beweglich  und  gegen  einen  festen  Punkt  der  Curre 
hinrückend  angenommen  werden  dürfen,  während  man  ge- 
wöhnlich nur  den  einen  beweglich,  den  {indem  fest  denkt. 
Wollte  man  dem  Begriff  der  Tangente  diese  Weite  nicht 
geben,  so  würden  die  angelehnten  Geraden  in  den  soge- 
nannten «Ecken"  des  Ovals  nicht  sämmtlich  auch  Tangenten 
sein,  sondern  diese  Gharakterisirung  würde  nur  den  beiden 
äussersten,  auf  welchen  die  Grenzstrahlen  liegen,  zukommen. 

Ein  besonderer  Theil  der  Arbeit  beiasst  sich  mit  einer 
Reihe  von  Sfttzen  bezüglich  auf  die  Schnitte  Yon  Grenz- 
ßtrahlen,  Tangenten  und  Secanten  untereinander,  welche 
sich,  abgesehen  von  ihrem  selbständigen  Interesse,  für  das 
Folgende  als  nothwendig  erweisen.  Es  handelt  sich  nicht 
um  die  Thatsache,  dass  die  Tangenten  etc.  sich  schneiden, 
sondern  darum,  welche  Hälften  derselben  sich  schneiden, 
und  ist  daher  in  diesem  Theile  der  Arbeit  die  ausgedehnteste 
Anwendung  von  der  Seitenrechnung  zu  machen.  Die  beiden 
Hälften  einer  Tangente  werden  als  erste  und  zweite  unter- 
schieden mittels  eines  von  fester  Anfangslage  ausgehenden, 
um  einen  inneren  ()val|Htnkt  in  bestimmtem  Sinne  o  sich 
drehenden  Strahles,  welcher  die  , erste Hälfte  einer  Tan- 
gente auf  seinem  Wege  vor  Erreichung  des  Berührjninktes, 
die  , zweite"  nach  dem  Passiren  desselben  überstreicht.  Nur 
für  die  Tangente  des  Ausgangspunktes  dreht  sich  die  Be- 
ziehung um.  EHner  der  hauptsachlichsten  Hilfi»atze  sei  zur 
Gharakterisirung  hier  angeführt:  Sind  e  und  d  zwei  Punkte 
auf  einer  der  beiden  Hälften  eines  Ovalrandes,  in  welche 
derselbe  zerlegt  wird  durch  die  Berührungspunkte  zweier 
par.illelen  Tangenten,  und  geht  im  Sinne  o  genommen  der 
Punkt  c  dem  Punkt  d  voraus,  so  schneidet  der  zweite  Grenz- 
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stnlii  aas  c  den  ersfeen  aus  df,  während  sich  der  erste  Grenss- 
fltrahl  aus  e  und  der  zweite  aus  oder  auch  gleichbeaannte 
Grenzstrahlen  aus  e  und  d  nicht  schneiden. 

Man  gelangt  zn  dem  Satze,  dass  es  für  die  Feststellung 
der  Reihenfolpfe  der  iaugenten  gleichgültig  ist,  ob  man  die 
[ieilienftdge  ihrer  Berührungspunkte  auf  sie  überträgt  oder 
die  Keihenfülge  der  Strahlen  eines  Büschels  (niitteiä  Paral- 
lelität) auf  die  .ersten"  oder  , zweiten''  Hälften  der  Tangenten. 
Nor  lässt  das  eine  Fortgangsprincip  unter  Umständen  die 
Reihenfolge  eines  Theiles  der  Tangenten  unbestimmt  und 
willkfirlich,  während  das  andere  dieselbe  eindentig  bestimmt. 
Die  Totalkrümmung  eines  Ovalraudbogens  ergibt  sich  dem- 
nach stets  grösser  als  die  eines  Theiles  von  ihm,  die  Qe- 
sammtkrümmung  des  Rundes  natürlich  zn  2/r. 

Es  werden  dann  weiter  die  an  einem  Oralrand  mög- 
licherweise vorkommenden  Singularitäten:  Ecken  und  gerade 
Stellen  besprochen.  Kcken  sind  solche  Randpunkte,  deren 
Grenzstrahlen  einen  Winkel  <9r  miteinander  einschliessen. 
Die  Grösse  einer  Ecke  soll  jedoch  durch  den  Ergänzungs» 
Winkel  dieses  Winkels  gemessen  werden.  Ecken,  deren 
Grösse  über  einer  endlichen  Grenze  bleibt,  gibt  es  an  einem 
Ovalraud  nur  in  endlicher  Anzahl.  Dies  schliesst  nicht  aus, 
dass  die  Anzahl  der  endlich  grossen  Ecken  an  einem  Oval- 
rand über  jede  Zahl  hinaus  wächst,  was  nur  eine  geometrische 
CünkleidnDg  der  Thatsache  ist,  dass  die  Summe  endlicher 
GrSssen,  deren  Anzahl  Aber  jede  Zahl  hinauswächst,  eine 
gewisse  endliche  Zahl  nicht  zu  übersteigen  braucht.  Es  gibt 
Ofsle  mit  Rändern,  von  denen  man  kein  noch  so  kleines 
Stölck  angeben  kann,  aut  dem  nicht  Ecken  endiidier  Grösse 
enthalten  wären.  Es  wird  ein  Beispiel  eines  wlehen  Ovales 
coDstruirt,  es  werden  die  dualeu  Betrachtiuigen  angedeutet, 
hei  denen  statt  der  Ecken  gerade  Strecken  des  Ovalrandes 
emtreten,  und  die  genauere  Discossion  dieser  nicht  uointeres- 
Muten  Carren  einem  anderen  Orte  TOrbehalten.  Das  Gesagte 
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lässt  ermessen,  welche  Hindernisse  der  allgemeinen  Formu- 
liruBg  des  Krümmungsmasses  für  Ovalräuder  in  den  Weg 
treten.  Man  hat  bei  einem  ailgemeiD  definirten  Oval  keine 
Garautte  dafür,  dass  das  KrAmmongsmaas  in  einem  Rand- 
pnnkt  nicht  eine  ToUkommen  unstetige  Function  der  Lage 
des  Randpuoktes  ist* 

Wesentlich  andere  Singularitäten  ergeben  sich  auf  Oval- 
räudern  als  ausgesclilosisen ,  insbesondere  eigentliche  Doppel- 
punkte, Wendepunkte,  Uüekkehrpunkte ,  Doppeltaugeuten. 
Nur  jene  Ausartungen  eines  Ovals,  für  welche  auch  sonst 
die  gegebenen  Sätze  nur  cum  grano  salis  zu  verstehen  sind: 
der  einzehde  Punkt  und  die  einzelne  gerade  Strecke,  nehmen 
aneh  hier  eine  gewisse  Ausnahmestellung  ein. 

Bisher  ist  die  Oyalünie  nur  als  Rand  eines  sogenannten 
«TolIen*  Ovals,  d.  h.  eines  Flachenstflckes  von  gewissen 
Eigenschaften  definirt.  Es  ist  erwünscht  durch  Umkehr 
früherer  Sätze  untibhäugige  Definitionen  für  die  Ovalcurven 
zu  erhalten.  Bei  dem  hierauf  gerichteten  Bestreben  ergeben 
sich  Sätze  wie  die  folgenden: 

Eiine  im  Endlichen  liegende,  stetige,  geschlossene  Curve 
aus  einem  Zug,  die  mit  einer  Geraden  höchstens  2  Punkte 
oder  höchstens  eine  gerade  Strecke  gemein  hat,  ist  stets  Be- 
randung  eines  vollen  Ovak. 

Oder: 

Eine  im  Endlichen  liegende  etc.  etc.  Curve,  welche  in 
jedem  Punkt  angelehnte  Gerade  :iuf weist,  ist  ein  Ovalrand. 

Nur  für  den  Fall,  dass  man  unter  die  obigen  geschlos- 
senen Currenzüge  auch  gewisse  Doppelcurven  (uneigentlich 
geschlossene)  einschlieast,  muss  den  Sätzen  eine  Glausel  an-* 
gehäogt  werden. 

Schliesslich  werden  sorgfaltig  ausgeführte  Beweise  dafür 
erbracht,  dass  jede  Ovallinie  eine  bestimmte  Länge,  jedes 
volle  Oval  einen  bestimmten  Inhalt  hat.  Um  die  Noth- 
wendigkeit  dieser  Beweise  einzusehen,  muss  uociimais  darauf 
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hingewiesen  werden,  dass  wir  nichts  ans  als  gegeben  be- 
trachten wollen,  als  die  Axiome,  die  Oral-De^nition  nnd  das, 

was  wir  daraus  abgeleitet  lial)LMi,  dass  wir  dagegen,  was  die 
Anschauuiirr  uns  darbiet»-L,  mag  es  noch  so  plausibel  er- 
scheinen, nicht  ungeprüft  annahmen  dürfen.  Wir  müssen 
diese  Strenge  der  Auffassung  innehalten,  wenn  wir  wünschen, 
dass  unseren  geometrischen  Sätssen  auch  ein  functiontbeore- 
tischer  Werth  zukomme.  Machen  wir  nns  aber  diese  Anf- 
fiusang  zn  eigen,  so  erscheint  es  eher  wunderbar,  als  selbst- 
TerstSndltch,  dass  aus  jener  einfachen  Definition  des  Ovals 
die  ziemlich  verwickelten  Bedingungen  folgen,  welche  das 
Vorhanden<=!ein  einer  mathematisch  wohldefiiiirten  Länge  und 
eines  wulildetinirten  Inhaltes  gewährleisten.  Es  ist  die  an- 
gewandte Vorsicht  auch  iu  Anbetracht  der  Erfahrung  nöthig, 
dass  es  z»  B.  wirklich  Curven  gibt  von  scheinbar  einfachem 
Verlauf,  welche  doch  keine  bestimmte  Länge  besitzen.  Wir 
mOssen,  um  beruhigt  mit  Ovalen  operiren  zu  können,  die 
alieolnte  Sicherheit  gewinnen,  dass  keine  bisher  unbemerkten 
die  Allgemeinheit  der  aus  der  Anschauung  geschö|>ften  Sätze 
störenden  Einzelfiille  möglich  sind. 

Auf  das  Detail  der  Beweis  kann  hier  nicht  eingegangen 
werden. 

hin  Üiiiz  über  Eiflächen. 

Im  Anschlnss  an  das  Vorstehende  sei  es  gestattet,  einen 
Hauptsatz  aus  des  Verfassers  Doctorarbeit  gegen  etwaige 
Anwendungen  sicherzustellen.   Derselbe  lautet  (Ov.  u  Eifl. 

S.  23): 

1.  ,In  einer  Eifläche  findet  sich  unter  einer 
Schaar  von  parallelen  ebenen  Schnitten  ein  und 
nur  ein  Maximum  an  Inhalt,  das  entweder  durch 
eine  Schnittfignr  oder  durch  eine  stetige  Folge 
eongrnenter  Schnittfignren  gebildet  ist,  die  einen 
Cjlindertheil  bilden. 
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Der  Beweis  des  ersten  Tiieiles  des  Siit/.e-s  lässt  Bich,  ohne 
dass  er  im  wesentlichen  irgendwie  geändert  würde,  vermittels 
der  im  voratisgehenden  Referate  beschriebenen  Untersuchungen 
schärfer  präcisiren.  Bezttglich  der  letzten  Behauptung  äee 
Satses,  dass  ein  Gylindertheil  entstellt,  hat  mich  Herr  Pro- 
fessor Minkowski  aufmerksam  gemacht,  dass  die  in  meiner 
Doctorarbeit  (III,  9,  10)  «regebenen  Andeutungen  des  Beweises 
in  Anbetracht  einer  anftret<^nden  Scliwierigkeit  doch  gar  zu 
dörffcig  sind.  möge  dem  Verfasser  gestattet  sein,  diese 
Lücke  hier  auszufüllen. 

2.  Sats: 

Wenn  eine  Eifläcfae  d  drei  ebene  Parallelschnitte 
von  gleichem  Inhalt  d  aufweist,  so  sind  diese 

Schnitte  von  congruenter  Form,  ähnlich  gelegen 
und  die  Begrenzung  von  @  zwischen  den  Ebenen 
der  beiden  äussern  Schnitte  2t,      ist  ein  Cylinder- 
manteltheil. 
Beweis. 

3.  Voraus  schicken  wir  als  Hilfssatz:  An  einem  Ton 
zwei  Rechtecken  gleichen  Inhalts  f  als  Deckflächen 

begrenzten  , Obelisken*  ist  der  Inhalt  fw  eines  paral- 
lel zu  den  Deckflächen  geführten  ebenen  Schnittes 
A  grösser  als  gleich  nur  dann,  wenn  die  Deck- 
rechtecke congruent  sind,  s.  Ov.  u,  Eifl.  S.  23.  Es 
folgt  aus  den  dort  gegebenen  Formeln 

m^i^u:  a;  (A  +  r  =  l)  (0<A<1) 

a  und  a  sind  die  Langen  der  Seiten  des  einen  Deck- 
Rechtecks,  h  und  V  die  Längen  der  resp.  parallelen 
Seiten  des  andern. 

4.  Den  Eiflächenschnitt  %  zerlegen  wir  nun  durch  paral- 
lele Gerade  A^,  A^^  .  .  ,  An  der  Ilichtung  q  in  Streifen, 
ebenso  SQ  durch  die  Geraden  B^,  i?,  .  .  .  2^,»,  (£  durch  C^, 
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<  •  *  ^«  *  dieae  Geraden  seien  ebenfalU  von  der  Rieh* 
toDg  Q.  i4^,  Bq,  Cq  speciell  seien  die  Tangenten  (ange- 
lehnten Oeraden)  der  Richtung  (f  der  SchnittoTale  auf  der 
lioken,  An%  C»  die  desgleichen  auf  der  rechten  Seite,  und 
£e  Geraden  sollen  von  links  nach  rechts  nach  Angahe  ihrer 
Indices  aufeinander  folgen.  Der  Inhalt  eines  Ovalstreifens 
zwischen  zwei  aufeinander  folgenden  l'ai al]f'!o"Hra<l('ri  werde 
durch  die  in  runde  Klammer  gesetzten  liuchstaben  der  Ge- 
raden ausgedruckt  und  es  sei  die  Eiutheilung  yoq  %  und 
80  getroffen,  daes 

(^^     + 1)     (CV  C -f- 1)       »  «  0,  1  . . .  «  —  1 

Bv  sei  die  dnrch  die  Verbindangsehene  Yon  Ap  und  Op 
in  der  Ebene  von  $ß  ausgeschnittene  Gerade.  Wir  nennen 
die  Streifen  {AmAv  +  i),  (Bv  Bf  +  i),  (Ct^  +  i)  entspre- 
chende. Im  folgenden  werden  an  Stelle  der  Streifen  Recht- 
ecke treten  zwischen  den  nämlichen  Parallelgeraden,  welclio 
wir  durcli  die  in  eckige  Klammer  gesetzten  Buchstaben  der 
Geraden  ausdrücken.  Die  auf  den  Geraden  /?,  C  liegen- 
den Seiten  dieser  Rechtecke  nennen  wir  die  ^  Langseiten " ; 
die  andern,  die  «Schmalseiten*  gehen  von  den  Endpunkten 
der  Ovalsehnen  auf  Av^  By^  Cy  ans  nach  rechts.  Beim 
Beweb  vom  Inhalt  der  Ovale  ist  vom  Verfasser  gezeigt,  dass 
bei  genügend  enger  Annahme  der  Oeraden  A  die  Summe 
der  Rechtecke  einer  festen  Grösse,  dem  Inhalte  9,  beliebig 
nahe  kommt.  Es  fragt  sich  nun,  ob  sich  die  Theihmg  von 
H  -o  aiiiipiiiiien  lässt,  dass  auch  die  davon  abhän;^iLi:en  Thci- 
luogea  von  ^  und  @  unseren  Wünschen  eutsprecheud  eng 
genng  werden,  d.  h.  dass  zu  gleicher  Zeit 
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wird.  Iii  der  That  ist  dies  moglicli  und  läasfc  sich  beweisen 
auf  Grund  folgender  Thatsachen: 

a)  Wenn  %  kein  entartetes  OTal  ist,  so  sind  auch  9  und 
(E  eigentliche  Orale  und  es  hat  in  ihnen  jede  Ton  einer 
Tangente  wenn  auch  noch  so  wenig  entfernte  parallele 
Selmt'  endliche  Länj^e. 

b)  Bei  j^enüj^'eiider  Amiiiiieruii^  einer  parallelen  Sehne  an 
eine  Tangente  wird  der  zwischen  beiden  enthaltene 
Ovalstreifen  beliebi«^^  klein  seinem  Inhalte  nach. 

c)  £k  ist  möglich,  durch  genügende  Annäherung  von 
und      die  Entfernungen  von       und  und 

zu  gleicher  Zeit  unter  eine  beliebig  kleine  Grosse 
herabzudrQcken,  zugleich  auch  die  Entfernung  ?oii 
und  J^j,  weil  sie  linear  von  jenen  abhängt.  Analoges 

gilt   von    .1,»  _  1  At,,    C'n  ^  \  Cn,    ^^n  -  1 

d)  Die  ih-eite  eines  lleehiecks  mit  noch  so  kurzer,  con- 
stanter  Langseite,  das  einem  gegebenen  flächengleich 
ist,  wird  beliebig  klein,  wenn  nur  das  gegebene  Hecht- 
eck genügend  klein  an  Inhalt  ist.  (In  Anwendung  zu 
bringen  für  die  mittleren  Seiten.) 

5.  Wir  beweisen  weiterhin:  Die  Sehnen  auf^  und 
Ct^  sind  längengleich. 

Denn  nehmen  wir  ein  Mal  an: 

Äfi--Cfi=^  dfi ;       diA  >  0.») 

üfi ,  Cft  seien  die  obem,  cr^,  y/i  die  nntem  Endpunkte  der 
resp.  Sehnen  Ä/i^  (7/i ,  und  sei  0  <  <  n.  Irgend  ein  rechts 
(oder  links)  Ton  Afi  in  endlicher  Entfernung  innerhalb  9  ge* 
legener  Pnnkt  heisse  j»,  die  von     und      nach  rechts  (oder 

links)  ziehenden  Grenzstrahlen  seien  C',,  nnd  Man  lege 

Kbene  S  auf  Ebene  Gerade  auf  Gerade  Afi  und  zwar  so, 
dass  die  strecke  Cji  y^i  ganz  innerhalb  der  Strecke  liegt, 

1)      ,  C/i  bezeichnen  jetet  kurz  die  Sehnenlftngen. 
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Yi»  zwischen  and  o/» ,  so  dasa  i^Äeji^  cr^/^  von  Null  ver- 
wbteden  sind.  Dann  müssen  auch  ej^  und  yjlä  endlich  sein, 
wo     a  die  resp.  zweiten  Schnittpunkte  Ton  Gl* ,  ffi  mit  dem 

Rande  des  Dreiecks  a^puß  sind,  welches  sich  innerhalb  % 
betindet.    Es  sei  die  Gerade  G  I  Oft  und 

Äs  =  =  —  SGf, ;  ö, 
dann  liegen  ersichtlich  alle  zwischen  Cfi  und  G  parallel 
so  C/i  gezogenen  Sehnen  innerhalb  9,  sind  also  kleiner 
wie  die  entsprechenden  K-Sehnen  und  zwar  wird  der  Unter- 
schied entsprechender  Sehnen  in  diesem  InterTall  Ober  einer 
Ton  den  übrigen  Daten  der  Figur  abhängigen  angebbaren 
einllichen  iirenze  J  bleiben.  Ks  ist  erlaubt,  die  Theilung 
so  eng  anzunelm^en ,  dass  sowohl  Af^^i^  ab  C/i  +  i  in  das 
latervali  CfiG  fallen. 

Wir  verdichten  die  Theilung  der  Streifen  {AfiA^^x^ 
und  (CiiGii^i)  durch  Einschiebung  der  Geraden 

^/*,2    ....  Ä^l^q 

C/4,a  .  .  .  .  (7/4,,  u. der  , entsprechenden**) 
Bft^2  ....  Bfi^q  in  ©  und  setzen 
Äß^^  =  AiA\  ÄfA^q^i^  Afi^i\  GiA^^—  Cfi  etc. 

Die  Entfernung  yon  A/i,H  und  kOrzen  wir  durch 

e^M,  welches  somit  die  Länge  einer  Rechteckschmalseite  ist. 
Nun  ist 

  jj'  (^Mi^  —  G/4,xf 

sss  AA  • 

nach  3.  Bedenkt  man,  dass  Afi,x  —  Cft,x  >  und  setzt 
den  grOasten  Werth  unter  den  Cft,x  gleich  (7,  so  kommt: 

Df*,x  >  ^      .  efi.x  und  >  tt 


1)  Üie  unter  1.  festgesetzte  Art  der  Abhänf?igkeit  zwischen  den 
Geraiien,  welche  mittels  der  Buclistaben  -4,  6*,  £  beseicbnet  werden» 
ioU  auch  für  die  neuen  Geraden  gelten. 
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oder  2j  ^f*>^  >      q  '  ^ 

wenn  e  die  Entfernung  von  Afi  nnd  Äft^\  bedeutet.  Die 
rechts  stehende  Grösse  K  in  der  Ungleichung  ist  nnn  ganz 
unabhängig  von  dem  Grad  der  Euge  der  Theilung  zwischen 
Afi  und  Äuj^\. 

Da  weiter,  nach  fleiii  Ililfsatz,  die  übrigen  ansserhulb 
deri  hislier  betrat  liteten  lutervalla  +  1)  gelegenen  Recht- 

ecke [Bv  liv^\\  niemals  kleiner  sind  als  die  entsprechenden 
[ilfily+i],  so  gilt  für  jede  noch  so  weit  getriebene  Thei- 
lung, sobald  die  Ai^x  schon  vorliegen,  und  die  Geraden 
wieder  durchlaufend  mit  einem  Index  bezeichnet  werden: 

im  Widerspruch  zu  der  aus  4.  folgenden  Ungleichung: 

IBy  i^v  + 1]  —  + ,.]  <  2« 

welche  für  beliebig  klein  gegebenes  e  (also  auch  für  2  a  <  jB[) 
gelten  soll  bei  genügend  enger  Theihing. 

Auf  solchen  Widerspruch  führt  uns  die  Annahme,  Afi 
und       seien  verschieden,  also  muss 

sein.   q.  e.  d. 

Eine  Ergänzung  bedarf  der  Beweis  für  den  Fall,  dass 
/u  gleich  0  oder  n  gesetzt  wird.  Dann  und  nur  dann  können 

C'fi  und  Ffi  in  die  Richtung  von  Cn  selbst  fallen.  In  diesem 

Falle  bestimme  man  auf  dem  Ovalrande,  doch  iiiclit  auf 
c/i/;4,  zwei  Punkte  c',  /  innerhalb  von  Kreisen,  die  mit 

Radius      um  C/i,      resp.  gesehlagen  sind.   <  sei  jedenfalJa 

kleiner  als  die  endlichtMi  Seimen  der  von  Cju,  y^t  ausErehenden 
Näherungsbiigen.  Dann  hge  muu  51  und  (5  wie  oben  auf- 
einander und  mache  £  auch  noch  kleiner  als  die  endlichen 
Entfernungen  der  Punkte  r^/,  von  den  Geraden  a^p,  Of^p 
resp,  wobei  p  wieder  einen  inneren  Punkt  von  %  bedeutet. 
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^il^o  ^^^^  so  nahe  an  gerückt,  dass  beide  kleinen 
Kreise  um  c^,  Yq  geschnitten  werden  (reap.  (/«^i  so  nahe 
an  Cm  etc.).  Dann  enden  die  Sehnen  Cq  und  0„  sowie  alle 

dazwischen  liegenden  parallelen  Sehnen  von  (5  innerhalb  der 
Kreise  und  sind  kleiner  als  die  entsprechenden  Sehnen  von 
%  (Anulüges  gilt  bei  G«,  Cn-i)  um  eine  Differenz,  welche 
über  einer  angebbaren  endlichen  Grösse  bleibt.  Von  hier 
aus  YoUzieht  sich  der  Beweis  genan  wie  vorher. 

Uneer  bisheriges  Resultat  können  wir  so  formen: 
Schneiden  die  parallelen  Sehnen  A/i^  0/$  von  % 
^resp.  Sttlcke  gleichen  Inhalts  ab,  welche  anf  einer 
Seite  der  Ebene  ÄftCfi  liegen,  so  ist  ihre  Länge 
gleich. 

Hieraus  folgt  weiter: 

6.  Die  Entfernung  von  und  A/a  ist  gleich  der 
von      und  C/i* 

Man  findet  n&mlich,  dass  bei  genfigend  enger  Theilung 
die  Inhalte  nnd  damit  die  Schmalseiten  asweier  entsprechenden 
Reehtecke  sich  nnr  noch  nm  einen  beliebig  kleinen  Bruch- 
theil  ihrer  Grösse  unterscheiden.  Daher  wird  sich  auch  die 
Summe  der  Schmalseiten  der  Urchtecke  zwischen  und 
Alt  von  der  Hiitsprecheiiden  Summe  z\vi.sohen  C^^  und  Cfi  bei 
tr«Müi^end  enger  Theilung  beliebig  wenig  unterscheiden,  d.  h. 
die  beiden  Snmmen  müssen  dann,  weil  constante  Grössen, 
gleich  sein. 

7.  Ans  dem  bisher  Bewiesenen  ergibt  sich  zwar  noch 
meht  die  Gongrnenz  von  9  nnd  (S,  aber  doch  so  viel,  dass 
S  ans  9  durch  eine  Transformation  hervorgeht,  bei  welcher 

die  Sehnen  der  Richtung  o  von  ^  in  ihren  Geraden  ohne  Aen- 
(ieriin«:;  «ier  Läu^e  verschoben  werden.  Die  vr)lli<re  Willkür- 
lichkeit der  Richtung  g  zieht  die  Congruenz  von  !^  und  Ü 
indess  noth wendig  nach  sich,  wie  wir  sehen  werden. 

8.  Die  Entsprechung  zwischen  den  Sehnen  Aft^  zieht 
eine  Entsprechung  der  Endpunkte  af$,  Cft  einer-,  andrer- 
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seits  nach  sich.   Bedenkt  miui  noch,  daaa  a^a^  und  e^Yw* 
äiTöiü  und  Cnfn  congruent  sind,  ao  erkennt  man,  wie  die 
Ränder  yon  %  nnd  (S  fOr  jede  Richtung  q  der  f[  und 
Pnnkt  f&r  Punkt  aufeinander  in  bestimmter  Weise  beziehbar 

find.  Die  geraden  Stnckeii  zwischen  entsprechenden  Rand- 
jniiikten  von  %  und  S  bilden  ein  Stück  DJi  einer  liegeiflüche, 
welclies  ganz  innerhalb  oder  höchstens  auf  der  Fläche  (5 
selbst  liegt;  es  liegt  also  auch  die  Schnittfigur  <B  der  Ebene 
▼on  9  mit,  ^  Töllig  innerhalb  9  oder  reicht  wenigstens 
nicht  über  dessen  Rand  hinaus. 

Somit  ist  Inhalt  von  ^  kleiner  höchstens  gleich  9,  letz- 
teres nur,  wenn  S  und  ©  identisch  sind.  Zugleich  ist  aber 
nach  1,  Inhalt  von  ©  grösser  hr)chstens  t^h^ich  0.^)  Inhalt 
(B  kann  daher  nur  gleich  3,  und  @  mu^s  mit  ©  idejiti^ch 
sein.  Auf  jeder  erzeugenden  Strecke  von  liegt  daher 
ausser  einem  Punkte  a/i,  resp.  Ofi  und  einem  Punkte  C/i,  resp. 
Yft  ein  dritter  Punkt  resp.  ß/t  der  Fläche  (S,  woraus  folgt, 
dass  diese  Strecken  rollsiändig  auf  liegen,  ^Bt  ein  Theil 
von  (S  ist* 

9.  Unser  Beweis  wird  nun  vollendet: 

a)  Durch  Verwendung  der  Mazimalsehne  bestimm- 
ter Richtung  in  den  Ovalen; 

b)  Durch  Benutzung  der  Thatsache,  da^s  gewisse 
Theile  der  EiflTu  hü,  resp.  der  Ovale,  welche 
durch  Abschneiden  mittels  Gerader  und  Ebenen 
entstehen,  die  nämlichen  Eigenschaften  haben 
müssen,  wie  die  ganzen  Ovalgebilde* 

10.  Hilfsatz.  Die  Sehnen  a^Un  und  c^d»  müssen  pa- 
rallel und  gleichlang  sein. 


1)  Denn  die  Annahme,  dass  swiscb^  swei  gleich  grossen  Fa* 
rallelschnitten  von  6  ein  kleinerer  ParallelBcbnitt  lich  befinde,  zat 
nut  dem  VorhaDdensein  nur  eine«  MTaximnme  unvertifiglich. 
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Ans  6.  folgt: 

Entfernung  (-^o-^)  ^  Entfernung  (C^C») 

a«  ff«    =  Co 

Maximalsehne  d.  Rieht.  (Ooff»)  in  8 = Maz.-S.  d.  Rieht,  (a^/im)  in  <S 

Weiter: 

Wenn  eine  Folge  von  Maximalsehnen  der  Richtung 
Oo^»  in  9  ein  Parallelogramm  bildet,  so  mQssen  die  Maximal- 
sehnen der  nämlichen  Richtung  in  ein  congruentee  Paral- 
lelogramm erfüllen,  da  hier  wie  dort  Gerade  von  gleicher 

Län^i:e  zwiscbon  paiiillelen  angelehnteu  Gerad^-n  gleicher  Ent- 
fernung einge-pannt  werden ,  also  hier  wie  dort  gleiche 
Neigung  gegen  letztere  haben ,  und  hier  wie  dort  wegen  5. 
und  6.  die  erste  von  d»  r  letzten  Maximalsehne  den  nliin- 
lichen  Abstand  hat.  Analoges  gilt  bei  Vertauschung  der 
Rollen  von  8  und  <S. 

Wir  dürfen  ohne  Beeinträchtigung  der  Allgemeinheit 
unserer  Aiiiiahuien  die  Bezeichnungen  so  vertheilt  voraus- 
setzen, dass: 

«^S ^  ^ ^   »1«>  e^n^CnY»  ist. 

Man  bringe  mm  durch  Parallelverscliielning  a^^  mit  c^j, 
Ö0  mit  und  dadureli  An  niit  C„  zur  Deckung.  Würden 
hierauf  a»  und  c»  nicht  aufeinanderüalien,  sondern  ein  Punkt 
.onter*  den  andern  —  z.  B.  unter  a»  —  so  wQrde  entgegen 
erwiesener  Thatsache  ein  Parallelogramm  yon  MaximaUehnen 
des  einen  Ovals  im  andern  kein  congruentes  Analogon  finden 
können  —  z.  B.  das»  Purallelugramra  mit  den  Kckcu  «g,  t'o, 
kein  Analogon  in  S  —  fcdglidi  müssen  nach  der  Parallel- 
verschiebung auch  On  und  c»  sich  decken.  Also  ist  a^ün 
»  Der  Beweis  ist  auch  fOr  den  Fall  gtütig,  dass  in 
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den  Opalen  nnr  oine  einzige  Maximaisehne  der  betraclitekn 
Richtung  ezistirt.   Analoges  wie  für  a^,  a«,  c^t 
»o»       /o»  Yn- 

Zurück  zum  Beweise  des  Hauptsatzes !  (s.  Fig.  1  und  2) 


Fig.  1.  Fig.  2. 


Die  angelehnten  Geraden  von  9(  und  ^,  welche  den  Sehnen 

On  und  Cn  parallel  sind  und  deren  BerfihrpnnVte  m  den  a 
und  c,  niclit  zu  den  «  und  y  gdiiu  en,  sollen  resp.  Ta  und  Tc  heis- 
sen.  Nach  H.  ist  die  EutfernuHL^  von  T„  und  ä^än  gleich  der 
von  Tc  und  CqCh'  Wir  betrachten  jetzt  für  die  Ebene  91  <lie 
Geraden  und  für  (S  die  Geraden  0^  und  Tc  als  Azen 
(X  und  IT  resp.)  cartesischer  CSoordioatensysteme  und  nennen 
Punkte  und  Figuren  in  beiden  Ebenen  entsprechend,  wenn 
sie  die  nämlichen  Grossen  zu  resp.  Goordinaten  haben. 

Ms  werde  nun  in  %  zu  iiiirnd  eine  parallele  Sehne 
^^ezof^en,  in  (5  die  entsprechende  11^.  Die  zu  den  a  ^Ge- 
hörigen Endpunkte  mögen  resp.  Vq,  Wq  heisseu.  Von  Vq 
ziehe  man  dann  eine  Sehne  parallel  Ta,  deren  anderer 
Endpunkt  heisse  nnd  durch  diesen  wieder  eine  Sehne 
F»  parallel  F^.  In  <S  ziehe  man  zu  F«  die  eDtq»recbende 
Sehne  TT«,  deren  zu  den  e  gehöriger  Endpunkt  Wm  heisse. 

Der  zwischen  )li  and  (5  liegeiidü  Tlieil  der  „vollen"  Ei- 
tliichc  (5  ist  seitlich  durch  ein  iM  gelflächenstfick  9W  begrenzt 
und  bildet  selber  eine  volle  Eifläche  g.  Die  Ebenen  (F^ 
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und  {V„  Wn)  schneiden  von  fj  gewisse  Theile  ab,  ebenso  von 
U  und  (S,  aber  das  übrigbleibende  isfc  wieder  eine  £ifläche 
®  mit  Deckovalen  9?  und  U;  der  Mittekchnitt  9  von  S  wird 
eu  einem  Mittekchniil  %  von  (S>  zngestutzt,  der  ebenfalls  ein 
Oval  ist  nnd  den  namticben  Inhalt  erhält  wie  die  gleichen 
Ovale  i)l  und  U.  Fulgi  alles  aus  den  vorhergehenden  Sätzen. 
Wir  können  dalier  auf  nnd  9?,  U  die  nämlichen  Si  liliisse 
anwenden  wie  auf  (5  und  Sl,  erhalten  also  durch  Anwen- 
dung unseres  letzten  Hiifsatzes:  v^^Vn  ist  gleich  und  parallel 
zn  w^Ufm'    Ausserdem  ist  nach  6. 

Entf.  (Ta,  Vq Vn)  =  Entf.  (Tc,  w^Wn)  und  nach- 
dem schon  Entf.  (F,  A^)     =  Entf.  {Wq  Q 
iiüti.  =  Entf.  (W»Co) 

ist,  80  erkennt  man  leicht,  dass     und  und  u>»  fäv 

beide  Coordinatensysteme  entsprechende  Pankte  sind. 

und  Tq  waren  aber  ^anz  beliebig,  und  was  auf  Seite  der  a 
gilt,  gilt  analog  auf  Seite  der  «,  daher  stellen  sich  die  Ovale 
91  und  (S.  als  entsprechende  Figuren  beider  Coordinaten- 
systeme und  als  coDgruent  heraus,   q.  e.  d. 

Im  Austausch  gegen  meinen  Beweis  hat  mir  Herr  Pro- 
fessor Minkowski  einen  analytischen  Beweis  des  nämlichen 
Satzes  mitgetheilt,  der  sich  auch  auf  Gebilde  von  mehr  als 

drei  Dimensionen  erstreckt. 
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Oeffentlicke  Sitzung 
zur  Feier  des  135.  Stiftungstages 

am  28.  März  1891. 

Der  ('hts-ensoerctiir  Herr  C.  v.  \'üit  gedachte  der  f^eit 
dem  vorigen  Stiftungstage  gestorbenen  Mitglieder. 

Die  mathematisch  -  physikalische  Glasse  hat  im  ver- 
flossenen Jahre  zwei  einheimische  Mitglieder  durch  den  Tod 
verloren,  das  ordentliche  Mitglied  Johann  Banschinger 

lind  das  aiis^f  rordentliche  Mitglied  A  ilol  f  Steioheil.  Dann 
ju  ht  answlirtige  und  corre.-poiu]irenili'  .Miti^lieder :  die  Matlio- 
riiiitiker  Ernst  Eduard  Kummer  in  Berlin  und  Moritz 
Abraham  Stern  inGöttiugen;  die  Physiker  John  Tyndall 
in  London  und  Heinrich  Rudolf  Hertz  in  Bonn;  die  Zoo- 
logen Alexander  Theodor  von  Middendorff  in  St.  Peb^rs- 
barg  und  Peter  J.  van  Beneden  in  Löwen;  den  Botaniker 
Alphonse  de  Candolle  in  Qenf  und  den  Geologen  Arcan- 

gelo  Scacchi  in  Neapel. 

18M.  Matk-i>h78.  Ol.  8.  8 
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Johann  Bauachinger. 

Am  25.  November  1893  starb  im  59.  Lebensjahre  das 
ordentliche  Mitglied  der  Classe,  Johann  Banschinger,  Pro- 
fessor der  technischen  Mechanik  und  graphischen  Statik  an 
der  hiesigen  technischen  Hochschule,  nachdem  er  nur  ein 
Jahr  lang  unserer  Akademie  angehört  hatte.  Er  hat  in  der 
Stille  der  Ärbeitsstube  und  des  Laboratoriums  als  ein  echter, 
sein  gan/A's  Leben  der  Wissenschaft  dienender  Gelehrter  eine 
Reihe  wichtiger  Arbeiten  auf  dem  Oebiete  der  Wäniielehre 
und  der  Festigkeitslehre  ausgeführt  und  sich  dadurch  einen 
bedeutenden  Kamen  gemacht. 

Bauschinger  wurde  am  11.  Juni  1834  zu  Nfimberg  ge- 
boren. Das  Geschick  hatte  ihn  in  ärmliche  Verhältnisse  ge- 
setzt, aber  ihm  dafür  niancherlei  Fälligkeiten  mit  auf  den 
Weg  gegeben.  Der  Vater  war  ein  einfacher  Handwerker, 
der  eine  zahlreiche  Familie  zu  ernähren  hatte;  es  muss  schon 
in  dem  Knaben  ein  hohes  Maass  von  Energie  und  sittlichem 
Emst,  die  ihm  stets  zu  eigen  geblieben  sind,  gewohnt  haben, 
denn  bereits  im  Alter  Ton  14  Jahren  erwarb  er  sich  dnreh 
Stundengeben  die  Mittel  zum  Lebensunterhalt.  Er  liess  sich 
durch  Entbehrungen  und  Hindernisse  nicht  abschrecken, 
sondrin  gewulinte  sich,  nicht  in  ä iis.se fliehen  Vergnügungen, 
sondern  in  dem  Streben  nach  lltjherem  seine  Freude  zu 
suchen.  Der  ganz  auf  seine  eigene  Kralt  Angewiesene  em- 
pfand aber  auch  bald  den  Segen,  der  in  der  Arbeit  ruht 

Frflhe  zeigte  sich  in  ihm  eine  besondere  Begabung  und 

Neigung  für  die  mathematischen  Naturwissenschaften;  er 
besuchte  in  seiner  Vaterstadt  die  Gewerbeschule  und  datm 
die  JK>1\ ie(  liiiiselie  Schule  mit  grossein  Erfolge,  so  dass  er 
im  Jahre  1853  das  Absolutorium  der  letzteren  mit  Aus- 
zeichnung bestand  und  nebenbei  gleichzeitig  auch  das  der 
Lateinschule. 
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£b  war  von  Anfang  an  der  Wunsch  Bauscbingor^s  aieh 
dem  Lehrfach  der  Mathematik  und  Physik  zu  widmen;  er 
trat  daher  an  die  hiesige  üniirerBitat  über,  woselbst  er  ats 

.Techniker*'  die  kleine  Matrikel  erhalten  hatte  und  sieben 
?ciiie>t('r  verl)lieb.  Zunächst  wurde  er  Iiier  mit  dem  her- 
vorragenden Physiker  iSiiiion  Ohm,  der  leider  schon  im 
Jahre  1854  starb,  näher  bekannt;  er  schätzte  denselben  als 
Lehrer  aosserordentiich  hoch,  da  er  ihm  in  seiner  Ausbil* 
dang  viel  verdankte  und  in  ihm  einen  stets  hilfshereiten 
Berather  fand.  Er  h5rte  nicht  nur  seine  Vorlesungen  flher 
Experimentalphysik  und  die  physikalischen  TJehuiigen,  son- 
di-rn  durfte  auch  an  den  bekannten  abendliclien  Zusammen- 
künften in  dem  FranziskaTierkeller  Theil  nehmen,  wobei 
physikalische  Fragen  zu  ernster  Besprechung  kamen.  Ausser- 
dem gelang  es  dem  strebsamen,  den  Namen  eines  Studenten 
mit  Becht  tragenden  Jünglings,  in  der  Sternwarte  in  Bogen* 
bansen,  deren  Vorstand  Lamont  war,  auf  Empfehlung  Ohm^s, 
Änfnahme  zu  finden;  er  konnte  sich  daseibat  in  theoretischer 
und  praktischer  Astronomie  sowie  in  höherer  Mechanik  aus- 
bilden, besonders  aber  auch  in  der  Behandlnnj?  und  H»üb- 
achtuiig  mit  magnetischen,  elektrischen  und  nieteuiul()gi>ciien 
Inätruiuenten,  was  für  ihn  später  von  grossem  Vortheii  war. 

Im  Jahre  1856  machte  er  die  Lehramtsprüfung  für 
Mathematik  und  Physik  mit  und  bestand  sie  mit  der  ersten 
Note,  worauf  er  alsbald  als  Aushilfslehrer  ffir  Physik  und 
darstellende  Geometrie  an  der  polytechnischen  Schule  in 
Augsl.uri?  Verwendung  fand.  Ein  Jahr  darauf  wurde  er  als 
Lehrer  der  Maiiiematik  und  Physik  au  der  Gewerbe.'^cliuh' 
in  Fürth  angestellt,  woselbst  er  neun  Jahre  zubraclito.  Hier 
begannen  neben  einer  angestrengten  Lehrthätigkeit  die  ersten 
wis.<enscbaftlichen  Arbeiten  Bauschinger 's;  der  Tag  war  durch 
die  Schule  in  Anspruch  genommen,  ein  Theil  der  Nacht 
dem  Studium  und  den  Venuchen  gewidmet.  Diese  seine 
Arbeiten  lenkten  die  Aufmerksamkeit  der  Kreise  der  Wissen- 
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Schaft  und  der  Technik  sowie  der  StaatsrecjiVnini^  auf  den 
juDgen  Gelehrten.  Er  wurde  im  Jahre  18Gü  an  das  Ueal- 
gyinDasiam  zu  München  versetzt,  kam  aber  zwei  Jahre  da- 
rauf an  die  richtige  Stelle,  nämlich  an  die  damals  neu  ge- 
gründete technische  Hochschule  dahier,  an  der  er  dnrch  die 
Einsicht  ihres  ersten  Direktors,  des  Geheimraths  t.  Banern- 
feind,  die  Professur  für  technische  Mechuiuk  und  grapliiscbe 
btatik  erhielt. 

Hier  war  dem  nun  im  34.  Lebensjahre  Stehenden  die 
seinen  Talenten  völlig  entsprechende  Wirksamkeit  eröffnet. 
Er  beschränkte  sich  dabei  nicht  nur  auf  theoretische  Vor- 
lesungen, sondern  gründete  alsbald  für  sein  Fach  ein  Labo- 
ratorium, wie  es  der  Physiker  oder  der  Chemiker  besitast 
Er  hatte  nämlich  mit  klarem  Geiste  erkannt,  dass  die  tech- 
nische Mechanik  nicht  mehr  auf  der  Empirie  beruhen  dürfe, 
sondern  eine  wi^sciix  liaftliche  Gniiidlage  durch  Tliiitsachen 
haben  niiis-e,  und  um  diese  zu  erhallen  ein  besoiideres  La- 
boratorium nothwendig  sei.  Nach  vielen  Bemühungen  konnte 
er  im  Jahre  1870  ein  mechanisch-technisches  Laboratorium 
eröffnen,  welches  anfangs  noch  provisorisch  untergebracht 
war;  erst  im  Jahre  1873  wurde  für  solche  Zwecke  auf  dem 
Areal  der  technischen  Hochschule  ein  eigenes  Haus  erbaut, 
das  ganz  nach  seinen  Plänen  eingerichtet  wurde  nnd  ein 
Muster  und  \  ürbild  für  alle  Anstalten  der  Art  geworden  ist. 
Durrh  die  Gründung  dieses  LuljurLitoriuiiis,  einer  Versuchs- 
station für  die  Festigkeitslehre,  iianientlich  der  i^uiimate- 
rialien,  wirkte  Bauschinger  bahnbrechend:  er  hat  durch  seine 
zahlreichen  nnd  genauen  Versuche  der  Mechanik  eine  feste 
Basis  geschaffen. 

Seine  ersten  in  FQrth  (1808 —65)  entstandenen  wissen- 
schaftlichen Arbeiten  sind  noch  rein  theoretischer  Natur  und 
beziehen  sich  auf  die  Grundgesetze  der  mechanischen  Wärnie- 
lehrt'.  Dieselben  müssen  als  wichtige  Vorarbeiten  für  die  von 
Ciauäiua  so  glänzend  durchgeführte  mechanische  Wärme« 
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theorie  bezeichnet  werden,  üeber  den  sogenannten  Entropie- 
begriff entspann  sich  zwischen  ihm  und  Glanrins  eine  Contro- 
Tene,  welche  zu  wissenschaftlich  interessanten  Ergebnissen 
fnhrte  und  darihat,  dass  Banschinger  seinem  berQbmten 
Gegner  Tollsföndig  gewachsen  war.  Im  Speziellen  behandelte 
er  dann  das  wichtijcre  Problem  des  Ausstrijmens  von  Gasen 
uüd  Däuiiit'ea  >owie  auch  dhs  des  Druckes  im  Erdinnern, 
indem  er  in  seinen  Bemerkungen  zu  einigen  Stellen  von 
Heinas  Untersuchungen  ,über  den  Mechanismus  der  Gcbirgs- 
bildung*  aus  den  allgemeinen  Gleichungen  der  Elastizitäts- 
lehre  einige  interessante  Resultate  über  das  Gleichgewicht 
der  Erdkugel  ableitete,  welche  dabei  als  feste,  von  einer 
Flüssigkeit  erfüllte  Hohlkugel  gedacht  wird.  Er  erkannte  als 
einer  der  Ersten,  dass  beide  Proltleme  nur  unter  Zuziehung 
der  Prinzipien  der  Wärnictlieorie  eine  befriedigende  Lösung 
finden  können.  Wenn  dieselben  auch  damals  nicht  zum 
Abschiuss  gebracht  wurden  und  später  durch  neue  Hilfs- 
mittel bedeutend  gefördert  worden  sind,  so  werden  doch 
Banschinger's  Leistungen  auf  diesem  Gebiete  stets  ihren 
Werth  behalten. 

Sein  der  Anwendung  der  Wissenschaft  schon  früh  be- 
sonders zugeneifrter  Geist  beschäftigte  sidi  ausserdem  mit 
Vorliehe  mit  uer  thfuietischen  und  augewandten  Mecliauilc, 
aus  welchen  Studien  sein  vortretf liebes,  nach  Del  i  tuiy's  Buch 
frei  bearbeitetes,  in  zwei  Auflagen  (18(il  und  18GG)  erschie- 
nenes Werk:  .Schule  der  Mechanik*  entstand.  In  diese  Zeit 
(1867  und  1868)  gehören  auch  seine  Versuche  mit  dem  zur 
Feststellung  der  Leistung  Yon  Dampfmaschinen  dienenden 
Uichards'schen  Indikator,  welche  für  die  Wissenschaft  be- 
g-j!nJers  Werth  voll  geworden  sind;  dabei  wurden  acht  Loko- 
motiven, vier  mit  Stephenson-  und  vier  mit  Meyer-Stenern ng 
auf  zahlreichen  Fahrten  untersucht  und  auf  siel)en  Bahn- 
strecken mit  G3  Meilen  Gesammtlänge  und  mit  üöbeuoter- 
schieden  bis  su  800  Metern  500  Diagramme  aufgenommen. 
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Diese  theilweise  auch  die  Nacht  über  währenden  mit  unge- 
wöhnhch  grosser  Mühe  und  Anstrengung  verbundenen  Ver- 
suL'he  hielt  Ban.schin<^'er  für  seine  beste  Leistung  und  that 
^ch  aut  sie  immer  am  meisten  zu  Gute. 

Vor  der  Einrichtang  des  Laboratoriums  erfolgte  seine 
Bearbeitung  der  ^Blemente  der  graphischen  Statik'',  von 
welcher  zwei  Auflagen  (1871  und  1880)  erschienen  sind. 

Der  Zweck  des  Buches  war,  auf  die  Culmann'schen  Arbeiten 
in  eiiii'at  her  <j;eniein verständlicher  Art  vorzubereiten,  was  dem 
Autor  auch  völlig  gelungen  ist. 

Seine  hauptsächlichste  und  ganx  eigenartige  Wirksamkeit, 
die  seinen  Namen  erst  weiterhin  bekannt  gemacht  hat,  ent- 
faltete aber  Bauschinger  durch  die  im  mechanisch-technischen 
Laboratorium  gcmacliten ,  wahrhaft  klassischen  Versuche, 
welche,  im  Jahre  1?^71  begonnen,  nicht  nur  der  Praxis  eine 
Menge  werth voller  Thatsacheu  brachte,  sondern  auch  der 
Wissenschaft  zu  Gute  kamen. 

Es  wurden  während  22  Jahren  alle  Baumaterialien  auf 

ihre  Festigkeit  und  Elastizität  gepröft:  Eisen  und  Stahl,  Holz, 
Steine,  Cemente  und  Mörtel. 

£r  hat  zu  diesen  Bestimmungen  die  genauesten  und 
sinnreichsten  Messapparate  und  Methoden  angewendet  und 
zum  Theil  selbst  erfunden,  wie  sie  zu  ähnh'chen  Zwecken 
fOr  die  pliysikalische  Forschung  gebraucht  werden,  so  dass 
die  erhaltenen  Resultate  für  die  Physik  nicht  minder  werth- 
VöU  sind  wie  für  die  Kenntniss  der  in  der  Technik  verwendeten 
Materialien.  So  hat  er  z.  B.  durch  EintiUirun«^  der  ( Jau.-s  .^eijen 
M»'tlio(le  der  Spiegelabiesung  die  Messung  der  Dehnung  ausser- 
ordentlich verfeinert  und  die  elastischen  Formänderungen  der 
schwersten  Maschinentheile  oder  der  stärksten  Brückenglieder 
der  Wahrnehmung  zugänglich  gemacht;  hundertstel  Milli- 
meter wurden  von  ihm  gemessen  mittelst  seiner  RoUenfQhl- 
hebe],  durch  welche  die  Relatirbeweguugen  der  beobachteten 
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Funkte  durch  Beibuog  einer  Stange  auf  das  Zeigerwerk 
Qbertrfifjcn  werden. 

Auf  diese  Weise  entstanden  die  Zug-,  Druck*,  Biegnngs- 
nnd  Toraions'Versnche  Banscliinger^Bf  seine  Versuche  über 
die  Abnfitzbarkett  und  die  FrostbestSndigkeit  der  Gesteine, 
uud  die  über  die  Knickfestigkeit  und  die  Widerstandsfähigkeit 
von  Säulen  im  Feuer.  Zuletzt  (von  1881  an)  machte  er  die 
wichtigen  Dauerversuche  mit  oft  wiederholter  Beanspruchung 
des  nämlichen  Knrpers,  wodurch  die  Veränderungen  der 
Eigenschaften  des  Materials  dnrch  längeren  Gebrauch  er- 
sichtlich wurden.  Seine  Apparate  sind  auch  angewendet 
worden,  um  die  Festigkeit  der  Knochen  des  menschUchen 
Körpers  m  prfifen,  was  fttr  die  Mechanik  der  Bewegungen 
desselben  sowie  für  die  Chirurgie  von  Bedeutung  geworden  ist. 

Die  Versuche  sind  zunirist  in  den  23  Heften  der  Mit- 
tbeilungen aus  dem  mechanisch- technischen  Laboratorium 
TecdfientUcht  worden;  dieselben  bilden  eine  Fundstätte  für 
den  wissenschaftlich  gebildeten  Techniker  und  haben  Tielfache 
Anregungen  gebracht,  welche  noch  auf  lange  Zeit  richtung- 
gebend sein  werden.  Das  Institut  Bausch  inger*s  stand  an 
der  Spitze  der  Unternehmungen  der  Art  und  es  flössen  ihm 
von  allen  Seiten  Materialien  zur  Untersuchung  und  Aufträge 
für  die  Praxis  zn.  Ein  besonderes  Verdienst  erwarb  er  sich 
noch  durch  die  Gründung  der  so  ungemein  nüt/.lich  gewor- 
denen «Konferenzen  zur  Vereinbarung  einheitlicher  Methoden 
f&r  die  Prüfung  von  Bau-  und  Konstruktionsmaterialien' ; 
als  Vorstand  derselben  wusste  er  mit  grossem  Geschick 
die  Verhandlungen  tu  leiten,  die  Tielfachen  Gegensatze  aus- 
zugleichen und  die  gemeinsamen  Versuche  nach  bestimmten, 
meist  von  ihm  geschaüenen  Methoden  zu  veranlassen. 

Ks  ist  schon  betont  worden,  dass  Ranschinger's  Zer- 
rei^isnngsversuche  nicht  allein  ffir  die  Praxis,  sondern  auch 
für  die  Wissenschaft  von  Wichtigkeit  geworden  sind,  da  sie 
Anfrchlnas  Qber  das  Verhalten  der  festen  Korper  in  der 
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Nülie  der  Elastizitätsgrenze  und  bei  Ueberschreitnng  der- 
selben geben.  Eine  rationelle  Elastizitätstheorie  muss  aber 
das  Verhalten  der  Körper  von  den  kleinsten  bis  zu  dea 
grSflstmdglichen  Deformationen  berfieksicfatigen. 

Als  Forseber  war  Bausehinger  Ton  grossem  Scharfinnn 
in  der  Beobachtung  der  Erscheinungen  und  im  Ausdenken 
der  richtigen  Versuche,  von  unermüdlicher  Ausdauer  und 
seltener  GewissenhafHitrkeit.  Diese  Gewissenhaftigkeit  war 
ihn>  auch  als  Lehrer  eigen;  er  lelirie  gerne:  ^ein  Vortrng 
Wiir  durchdacht  luid  von  durchsichtiger  Klarlieit.  Der  Mann, 
welcher  sich  durch  seine  wissenschaftlichen  Arbeiten  so  hoch 
in  den  Reihen  der  Gelehrten  erhoben  hatte,  hätte  wohl  auch 
den  Titel  eines  Doktors  verdient. 

Durch  eigene  Tüchtigkeit  aus  den  einfachsten  Verhält- 
nissen henrorgewachsen,  blieb  er  sein  Leben  hindurch  schlicht 
und  bescheiden.  Kr  dräii^^te  sich  nicht  vor.  sondern  Hess  die 
Tieute  an  sicli  lieraiikoiiinien;  dann  uher  war  er  ungemein 
freundlich  und  woiil wollend  und  gerne  bereit,  Jedem  zu 
nützen  luid  zu  helfen.  Seine  unverbrüchliche  Wahrheitsliebe 
ii&tö  ihn  stets  offen  seine  Meinung  sagen,  so  dass  manchmal 
sein  Wesen  etwas  schroff  erscheinen  konnte.  In  der  Arbeit 
und  in  der  Erfüllung  der  Pflicht  suchte  und  &nd  er  die 
höchste  Befriedigung. 

Bau-Echinger  ist  in  seiner  Art  für  die  technische  Hoch- 
schule und  die  \V  ia.senachaft  kauiu  zu  eröetzen;  nein  Name 
wird  als  der  eines  sehr  verdienten,  seine  eigenen  Wege  ein- 
«ichlagenden  Forschers  noch  lange  fortleben. 

Adolf  Steinheü. 

Dr.  Adolf  Steinheil,  Inhaber  der  optisch-astronomischen 
WerksUitte  Carl  August  Steinheil  Söhne,  ist  am  4.  November 
1893  aus  dem  Lehen  geschieden.  J^s  ist  von  be^oudereni 
Intere-^-e,  den  I'^m  wiekhnit^s-  vind  Lelieiisgiuig  dieses  so 
überaus  tbätigen  und  eigeuartigeu  Uelehrten  zu  verfolgen. 
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Er  wurdo  am  12.  April  1832  als  der  zweite  Soliu  unseres 
berühmten  Mitgliedes  Carl  Aagust  v.  Steinheil  dahier  geboren. 
Dieser  Sohn  hatte  das  ongewöhnliche  Talent  des  Yaten  für 
Mathematik  sowie  f&r  die  Anwendung  derselben  txxr  L&sung 
physikalischer  Probleme  geerbi  Die  Beiden  waren  sich 
Qberhaapt  in  ihren  Anlagen  ungemein  ähnlich  und  bieten 
ein  vortrefVlicbes  Beispiel  dafür,  wit*  sich  die  Orj^'nnisatioii 
und  die  Au>bildun<^sfähigkeit  ])estinimter  Theilo  des  GeinniH 
zu  vererben  vermag.  Denn  schon  im  kindlichen  Alter  trat 
bei  dem  Sohne  dos  Verstand ni^ss  für  Zahlenverhältnisse  nnd 
die  entschiedene  Vorliebe  dafür  hervor.  Es  wird  erzählt^  er 
habe  als  fttn^ähriger  Knabe  yor  dem  Eintritte  in  die  Volks- 
sehule  bei  Betrachtung  seiner  gewürfelten  Bettdecke  sich 
klar  gemacht,  dass  2  X  ^  und  3  X  ^  die  gleiche  Zahl  geben. 
Iii  dem  Gymnasium  übertraf  er  die  Mitschüler  weit  iu  dem 
Verstündniss  für  Arithmetik  und  Mathematik  und  bei  den 
mathematischen  Aufgaben  erfand  er  Lösungen,  welche  von 
dem  Lehrer  nicht  vorgetragen  worden  waren.  Dem  ent- 
sprechend hatte  er  auch  zeitlebens  das  treueste  Gedächtniss 
für  Zahlen:  so  z.  B.  wusste  er  von  jeder  Pflanze  zu  sagen, 
auf  welcher  Seite  von  Koch's  Deutscher  Flora  sie  sich  be- 
schrieben flndet,  und  konnte  er  eine  grosse  Anzahl  von 
Logarithmen  aus  dem  Kopfe  angeben. 

Es  ist  verstäiiil;  n.  dass  der  so  veranlagte  Sohn  sicli 
zu  d»*ni  gleich  geaneieu  Vater  besonders  hingezogen  fühlte 
und  ächoa.  früh  für  dessen  Thun  das  lebhafteste  Interesse 
empfand. 

Man  muss  die  Besonderheit  des  Vaters  gekannt  haben, 
am  die  Stellung  des  Sohnes  zu  ihm  zu  verstehen.  Der 
Vater  war  ein  selten  genial  angelegter  Mann,  unablässig 
geistig  beschäftiget  und  voll  von  Ideen;  er  verband  mit  der 

Gründlichkeit  und  .Schürfe  des  Gelehrten  den  beweglichen 
Geist»  den  sicheren  iilick  und  die  Beherrschung  der  Technik 
des  ausgezeichneten  Praktikers.  Ein  Schüler  von  Be^l  und 
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Gauss,  die  ihn,  wie  ihr  Briefwechsel  darthnt,  In  s  Duders  hoch 
hielten,  hatte  er  von  diesen  Geistesberoen  gelerut,  die  Mathe- 
matik als  Mittel  zum  Zweck  anzusehen.  Man  nennt  ihn 
wohl  gewöhnlich  als  den  Begründer  der  jetzt  die  ganze  Erde 
umspannenden  Telegraphen,  welche  er  durch  seme  ßrfin~ 
düngen  praktisch  möglich  gemacht  hat.  Zu  diesen  gehören: 
die  Art  des  Aufschreibens  und  die  Wahl  der  Zeichen,  dann 
die  Benützung  der  leitenden  Erde  statt  des  zweiten  Dr.ihttis 
lind  die  Ableituiij^  des  Blitzes  von  den  Apparaten  durcli  die 
Blit/.platieu,  ferner  der  sogenannte  schweizerische  Commutator 
und  die  Translatoren,  durch  welche  eine  an  einer  Station 
anlangende  Depesche  sich  selbst  weiter  telegraphirt.  Aber 
man  vergisst  häufig,  dasa  in  vielen  anderen  Fällen,  wo  es 
galt  eine  schwierige  physikalische  Aufgabe  durchzuitlhren, 
sein  Geist  alsbald  die  Mittel  dazu  fand.^)   Wer  das  Olöck 

1)  Es  sei  nur  erinnert:  an  '  in  Photometer  zur  lif^-stiminung  der 
relativen  Helligkeiten  der  Sterne;  an  da«  znr  Sendung  optischer 
Zeichen  in  grosse  Entfernungen  bestimmte  Heliotrop;  an  die  erste 
Verwendung  physikaliaclior  Eigenschaften  z.  Ii.  der  Breclibarkeit  und 
der  Zerstreuung  des  Lichtes,  des  specifischen  üewiclites  etc.  etc.  zur 
quantitativen  chemischen  Analyse;  an  die  Herstellung  genauer  Maass- 
stäbe« Gewichte  und  Waagen;  an  seinen  Astrographen  snm  Zeichnen 
der  Sternkarten;  an  das  Pjroskop  sur  sicheren  Ermittelang  von 
Braadtt&tten  bei  Nacht;  an  seine  Angabe  durch  einen  mit  einer 
elektrischen  Batterie  in  Verbindong  gebrachten  Drabt  kiaaln  Theile 
rasch  abxubremien  als  erstes  Beispiel  der  ffir  die  Ghirargie  so  wichtig 
gewordenen  Galvanokaustik;  an  die  Vorrichtung,  am  bei  der  Richtung 
des  astronomischen  Fernrohrs  anf  den  Queeksilberhorizont  das  Spiegel- 
bild des  Fadenkreuzes  sichtbar  zxx  machen,  wobei  er  eine  Aufgabe, 
welche  opti-^ch  derjenigen  des  viel  jüngeren  Augenspiegels-  ganz  nahe 
verwandt  ist,  mit  völlig  ahidichen  Mitteln  löste;  an  den  für  die 
berühmten  sj»ci  tralanulj-tischen  Versuche  von  Bunsen  und  Kirchhof!* 
von  ilim  construirten  Spectralapparat,  uod  endlich  an  die  mit  Kobell 
vi.  r  l'aguerre  gemachte  er^ite  Fixirung  von  Lichtbildern  auf  Papier, 
wcdcbe  als  erste  i'hotographien  auf  Papier  noch  auf  der  letzten 
KQrnberger  AuusteUung  m  sehen  waren.  Wahrlich  eine  reiche  Anzahl 
der  wichtigsten,  noch  jetst  fortwirkenden  Leistnogen,  wie  sie  niebt 
leicht  ein  Gelehrter  auftuweisen  vermag. 
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hatte,  diesem  merkwürdigen  Manne  n&lier  zu  treten,  der  wird 
die  Stunden,  die  er  in  seinem  Umgange  zubrachte,  nie  yer* 
geesen.  So  wenig  bestechend  sein  Vortrag  war,  so  war  er 
doch  im  Umgang  ein  ungemein  anregender  Lehrer  für  reifere 
Scbüler,  bei  denen  er  durch  den  Reichthura  und  die  Origi- 
Ciliiiit  der  Gedanken  das  grösste  Interesse  für  seine  Wissen- 
scbait  zu  erwecken  wiisste. 

So  kam  es  auch,  dass  der  bohü  zeitlebens  zq  dem  Vater, 
welcher  für  ihn  das  Ideal  eines  Niituiforschers  war,  voll 
Verehrung  anfsah  und  in  Pietät  das  that,  was  der  Vater 
forderte,  wenn  ihm  auch  die  Erfdllung  nicht  selten  recht 
schwer  geworden  ist. 

Denn  der  Vater  hielt  strenge  Zucht  in  seinem  Hause, 
verlangte  unbedingten  Ueliorsam  und  pünktlichste  Ausführung 
seiner  Anordnungen.  Er  wnr  ji  doch  durchaus  kein  finsterer 
Mann  von  pedantischem  grübelndem  Wesen,  sondern  vielmehr 
gerne  heiterem  Leben  zugewandt,  an  dem  er  auch  seine 
Kinder  Theil  nehmen  liess. 

Besondere  Anschaunngen  hatte  der  Vater  sich  über  die 
Erziehung  gebildet;  der  gewöhnliche  Bildungsgang  durch  das 
Gymnasium  und  die  Uniyersitöt  sagte  diesem  unabhängigen 
Geiste  nicht  zu  und  er  wünschte  niciit,  «la&s  seine  Söhne  in 
den  Staut.sdienst  gienGfon :  sio  nullten  sich  ganz  durch  eigene 
Kraft  durch  das  Leben  durchringen.  Er  beachtete  bei  der 
genialen  Leichtigkeit  seines  Arbeitens  nicht,  dass  nur  be- 
sonders veranlagte  Naturen  dies  yerroögen  und  der  Mittel- 
massige am  sichersten  den  gewöhnlichen  Weg  einschlägt. 

Durch  diesen  Widerstand  entschloss  sich  der  junge 
Steinheil,  die  Noth wendigkeit  akademischer  Studien  er- 
kennend, nach  Absolvirung  der  zweiten  (jiyiiiHa.->ialkla^se 
Privatßtuudeu  im  Lateinischen  und  Griechischen  zu  nehmen, 
wozu  er  sich  die  vom  Vater  verweigerten  Mittel  durch 
Stnndengeben  in  der  Mathematik  erwarb,  so  dass  er  schon 
nach  einem  Jahre  (1849)  am  Gyranasium  zu  St.  Anna  in 
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Auf^sburg  (las  Absolutorium  bestand.  Er  horte  darnach 
wälirend  eines  Jahres  (1849/50)  ul-^  Eleve  des  ersten  Knmes 
VoriesQjigen  Qber  Mathematik  und  Physik  an  der  früheren 
hiesigen  polytechnischen  Schule,  die  ihm  jedoch  keinen  be- 
sonderen Gewinn  brachten,  und  gieng  dann  mit  seinen 
Eltern  (1850)  nach  Wien,  wohin  der  Vater  als  Sektionsrath 
in  das  Ministerium  berufen  worden  war,  um  in  Oesterreich 
die  elektri'-cheii  Tolej^Tapben  einzurichten.  In  Wien  besuchte 
er  während  des  Jahres  1850/51  an  der  Universität  und  (b^r 
polytechnischen  Schule  mathematische,  chemische  und  bota- 
nische Vorlesungen  bei  Moth,  Fetzval,  Schrötter  und  Unger, 
und  lernte  auch  hervorragende  Naturforscher  im  elterlichen 
Hause  näher  kennen,  was  für  ihn  von  nachhaltiger  Bedeu- 
tung war. 

Aber  bald  riss  ihn  der  Wille  des  Vaters  aus  diesen 
re<j;elmässio"en  Studien  heraus;  er  bestimmte  ihn  (1851)  den 
Lehrkurs  und  die  Prüfung  zur  theoretisch-praktischen  Heran- 
bildung von  Staatstelegraphisten  mitzumachen,  liess  ihn  zum 
Aushilfstelegraphisten  mit  einem  Ta^geld  von  1  fl.  ernennen 
und  beauftragte  ihn  mit  der  Herstellung  der  Telegraphen- 
linien in  der  Lombardei.  Es  war  dies  eine  schlimme  Zeit 
für  den  jungen  wissensdurstigen  Mann,  eine  Zeit  voller  An- 
strengungen und  Entbehrungen,  denn  er  musste  mit  seinen 
italienischen  Arbeitern,  mit  denen  er  die  harte  Arbeit  und 
die  ärmliche  Kost  theilte,  (lie  1'räi^er  aufrichten  und  die 
Drähte  ziehen.  Nach  Losung  dieser  Aufgabe  schwer  krank 
nach  Wien  zurückgekehrt,  fand  er  keine  Ruhe,  denn  der 
Vater  hatte  die  Herstellung  des  Telegrapbennetzes  in  der 
SiSchweiz  übernommen  und  die  Einrichtung  der  Büreaux  und 
die  Ueberwachung  der  Legung  der  Leitungen  sowie  die 
Ausbildung  der  Obertelegraphisten  dem  noch  nicht  zwanzig- 
jähiigfU  Sohne  in  selbständiger  Stelluntj  vorl »ehalten.  Es 
war  i'ine  sdiw  iori<4«»,  hVmt  dankbare  Aufgabe,  welche  ihm 
hier  zuviel;  mau  erkannte  in  der  Schweiz  die  Wichtigkeit 
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der  Sache  ond  interessirte  sich  in  allen  Kreisen  lebhaft  dafttr; 
bald  batte  sich  anch  der  junge  zam  Oberinspektor  ernannte 

Mann  durch  seine  Kenntnisse  uml  Energie  die  lebhafteste 
A 11' 1  l"nniinf^  der  Ijeliörderi  und  des  Publikums  erworben. 
.Seme  bcbüler  bei  den  in  deuUcber  und  französischer  Sprache 
abgehaltenen  Lebrkursen  waren  älter  als  er;  aber  sie  haben 
ihn  alle  hoch  geachtet,  wie  ans  den  mit  ihm  noch  s))äter 
nnterhaltenen  Beziehangen  hervorgeht,  nnd  auch  er  hat  sich 
stets  mit  Ftande  nnd  Qenngthnung  dieser  Zeit  erfreolicher 
Wirksamkeit  (Febrnar  bis  Oktober  1852)  erinnert. 

hätte  si(?h  ja  wohl  duran  eine  bleibende  Stellunj^ 
anknüpfen  lasjien,  aber  es  sollte  die  Aufgabe  seines  Lebens 
eine  ganz  andere  werden.  Im  Herbst  1852  von  der  Schweiz 
nach  München  zurückgekommen,  wo  der  Vater  wieder  An- 
stellung gefanden  hatte,  hörte  er  an  der  Universität  im  Winter- 
nnd  Sommersemester  historische  und  philologische  Vorlesungen, 
besonders  aber  die  Experimentalphysik  bei  Simon  Ohm,  um 
sieh  für  die  Doktorprfifnnjif  Yonsnbereiten.  Er  war  aber  auch 
/AI  gleicher  Zeit  Iiosj)itant  des  Ingenieurkurses  an  der  poly- 
teehiii  rl  eu  Schule,  wodurch  er  befähiget  wurde,  schon  im 
Sommer  1853  das  Absolutorium  dieser  Schule  zu  erlangen 
und  im  Herbst  desselben  Jahres  die  theoretische  Prüfung 
f&r  den  Staatsbaudienst  als  logenieur  zu  bestehen.  £r  glaubte 
dadurch  einen  Rfiekhalt  fdr  alle  Fälle  zu  haben.  Seit  dieser 
Zeit  hatte  er  in  seinem  damaligen  Terehrten  Lehrer  Bauem- 
feiod  einen  väterlichen  Freund  erworben. 

Mittlerweile  hatte  der  Vater  praktisch-optische  Arbeiten 
begonnen,  um  die  Mittel  zum  Lebensunterhalte  für  seine 
Familie  zu  verdienen.  Er  war  dazu  besonders  geschickt, 
nicht  nur  durch  die  frühere  Erfind nnir  optischer  Instrumente, 
sondern  auch  durch  deren  Tortreifiiche  Ausführung  in  seiner 
Werkstätte  bei  der  mathematisch^phyaikalischen  Sammlung 
der  Akademie;  er  hatte  auch  in  seiner  Jugend  Fraunhofer 's 
Arbeiten  Tetfidgt  und  war  sogar  Ton  diesem  aufgefordert 
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worden  als  Theilnebmer  in  sein  Institut  einzutreten,  was  er 
bescheiden  abgelehnt  hatte.  König  Maximilian  II.  ermunterte 
ihn  2U  seinem  neuen  Unternehmen,  indem  er  ihm  den  Wunsch 
anasprach,  es  möchte  Mönchen  als  der  Vorort  för  die  prak- 
tische Optik  in  Deutschland,  der  es  durch  Fraunhofer  j^e- 
worden  war,  erhalten  bleiben.  Xach  einic^en  Vorarbf^ten 
konute  im  Mai  1855  die  optisch-astronomische  Werkütatte 
in  Schwabing  bei  München  eröifnet  und  der  erste  Prospekt 
ausgegeben  werden.  Der  Sohn  wurde  der  erste  und  beste 
Mitarbeiter  bei  derselben.  Nur  mit  Mühe  und  unter  Wider- 
streben des  Vaters  vermochte  er  noch  die  Zeit  zu  gewinnen, 
das  Doktorexamen  so  machen,  welches  er  im  Jahre  1855 
unter  dem  Dekanate  Liebig's,  der  mit  Scharfblick  sein  Talent 
erkannte  und  ihm  stets  ^ewotifen  blieb,  mit  der  Dissertation : 
„  Tafein  zur  Entnehnmng  der  liadien  von  Fern  roh  robjectiven, 
deren  innere  Flächen  in  einander  passen"  bestand. 

Von  da  an  blieb  er  ganz  bei  der  Optik,  welche  sein 
Lebensberuf  werden  sollte.  Er  wurde  durch  den  Vater  in 
dessen  Ideen  und  Entwürfe  eingeweiht  und  hatte  die  Aufgabe 
dieselben  durchzufahren.  Es  war  ihm  namentlich  die  Be- 
rechnung des  Ganges  der  Lichtstralilen  durch  die  Linsen 
und  das  Suchen  nacli  den  besten  Formen  übertragen.  Ks 
begann  damit  für  ihn  eine  Zeit  rastlosester  Thätigkeit,  ein 
Schaffen  ohne  Gleichen;  Jahrelang  hat  er,  ohne  sich  eine 
Erholung  gewahren  zu  dürfen,  täglich  zwölf  Stunden  ge- 
rechnet; dadurch  aber  eine  so  grosse  Erfahrung  und  so 
eingehende  Kenntnisse  erlangt,  wie  sie  in  diesem  Zweige 
des  Wissens  wohl  noch  Niemand  gehabt  hat.  Dieser  geistige 
Erwerb  bildete  die  sichere  Grundlage  lüi  seine  späteren 
Leinttuigen  ;  i'iiiü  kur/e  Ue<dniuiig  belehrte  ihn  später,  ob  der 
eingeschlagene  Weg  zun»  Ziele  führt,  und  ein  Blick  in  die 
IJecbnnngon,  ob  und  welche  Fehler  die  Kechuer  gemacht 
hatten.  Jene  ersten  Jahre  des  Betriebs  der  Werkstätte  waren 
Steinheils  eigentliche  Lehijahre;  er  fühlte,  dass  er  jetzt  in 
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mnem  Kiemente  «ich  befinde  und  befähiget  sei,  hierin  das 
Beste  za  vollbringen. 

Im  Jahre  1865  zog  sich  der  Vater,  welcher  eine  Sache 

nur  so  weit  verfolgte,  als  er  glaubte,  schüpforisch  wirken  zu 
können,  von  dam  optischen  Institute  zurück,  uni  ausser  Proble- 
men der  Wissenschaft  seinen  Neigungen,  der  Maierei  und  der 
Mnaik,  sich  hinzugeben.  In  Folge  davon  war  der  Sohn  von 
da  an  ganz  auf  seine  eigene  Kraft  angewiesen;  er  kanfte  dem 
Vater  das  Geschäft  ab,  und  fährte  es  an&ngs  mit  seinem 
ittmn  Bruder  Eduard^),  welcher  im  Wesentlichen  den 
technischen  und  haafmäunischen  Theil  flbemommen  hatte, 
später  nach  dessen  Tode  allein  fort.  Und  welchen  Anfscliwnn«j^ 
nahm  das  Institut  lu  kurzer  Zeit  unier  seiner  sachkundigen 
Leitung  I 

Von  Anfang  an  gieng  ^^M'n  !^p<frebcn  dahin,  alles  Em- 
pirische KU  Terhannen  und  auf  rein  wissenschaftliche  Weise 
durch  strenge  trigonometrische  Rechnung,  nachdem  die  opti- 
schen Constanten  der  Glassorten  bestimmt  waren,  die  bssten 

Formen  zu  ermitteln  und  diese  dann  mit  den  feinsten  von 
seinem  Vater  verbesserten  Methoden  der  Piüluiii^  mittelst 
des  Spbäronieters,  des  Fühlspiegels  und  der  Newtoir.sclien 
Farbenringo  auf  das  Genaueste  auszufüliren.  Solchen  Prcjbeu 
auf  die  Güte  unterlagen  auch  die  Glasarten  und  die  fertigen 
Instrumente.  Es  ist  ibm  dadurch  gelungen,  eine  Anzahl  der 
wichtigsten  Neuerungen  in  die  Optik  Anzuführen. 

Steinheil  ist  in  seinen  optischen  Untersuchungen  der 
direkte  Nachfolger  Fraunhofer's  geworden ;  er  hat  da  ange- 


1)  Dieser  Bruder  Eduard,  welcher  sich  ursprtln^^lich  för  die 
Maachinenkunde,  dann  für  die  Landwirtbschaft  ausgebildet  butte,  wnr 
ebenfalls  für  die  Naturwissenschaft  begeistert;  er  war  eine  Autorität 
in  der  EntomoloKie  und  bc=ai<a  eine  unwiderstehliche  Lust  ferne  Wt  It- 
thf^ile  zu  sehen.  Er  hatte  die  fnsel  Klha,  Algier  und  Coluinhicn 
kl  nnen  «]felemt;  auf  seiner  zweiten  Keise  nach  C'ohmibien  erlag  der 
UienlvoUe  Mann  auf  der  Insel  St  Thomas  dem  Sonnenstich. 
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schlowen,  wo  letzterer  durch  einen  allsn  frühen  Tod  die 
Arbeit  abbrechen  musste.  Stets  hat  er  jedoch  dankbarst  an* 
erkannt,  welche  Förderung  ihm  durch  die  hervorragenden 

theoretischen  dioptrischen  Arbeiten  unseres  verehrten  Mit« 

gliedes  Seidel  «^ewürden  ist. 

Fraunhofer  hatte  durch  Verwendung  der  von  ihm  im 
Sounenfipektrum  entdeckten  fixen  Linien  eine  strenge  liech- 
nung  in  der  Optik  ermöglicht;  er  war  dadurch  in  den  Stand 
gesetzt  worden,  die  Lichtstrahlen  durch  trigonometrische 
Rechnung  durch  ein  Linsensystem  zu  Terfolgen,  den  EinflusB 
der  Halbmesser,  der  Dicken  und  der  Abstände  der  Linsen 
auf  die  Vereinigungswelten  yerschiedener  Strahlen  zu  be- 
stimmen und  so  die  Dimensionen  fest/.U5.tellen ,  welche  für 
gegebene  (ihisarten  ein  möglichst  deutliches  Bild  eines  in 
der  Axe  gelegenen  leuchtenden  Punktes  ergeben. 

Fraunhofer'«  Fernrohrobjektive  mit  kleineren  Dimen- 
sionen erfüllten  drei  Bedingungen:  sie  hatten  eine  bestimmte 
Brennweite  bei  gleichzeitiger  Hebung  des  Kugelgestalt-  und 
Farhenfehlers.  Bei  seinen  FemrohrobjektiTen  von  grosseren 
Dimensionen  kam  noch  die  Wahl  der  Glassorten  in  Bezug 
auf  das  nach  Vereinigung  der  Hauptfarben  noch  bleibende 
sogenannte  sekundäre  Spektrum  hin^ii,  sowie  die  von  ihm 
angestrebte  Erfüllnn'^^  einer  vierten  Ijttlin^^ung,  welelie  aber 
trotz  eifriger  Untersut  liungen  des  berühmten  Fernrohrs  noch 
nicht  mit  Sicherheit  f.  gestellt  werden  konnte.  Alles  dieses 
hatte  Fraunhofer  durch  Anwendung  von  nur  zwei  Linsen 
erreicht  und  dadurch  zuerst  bewiesen,  dass  die  Wissenschaft 
eine  zuyerlassigere  Führerin  ist  als  die  Empirie,  um  unter 
vielen  Möglichkeiten  die  gQnstigste  Form  m  wählen. 

SteinheiPs  erste  Auftiabe  war,  in  der  Cunstruktion  der 
Fernrohre  wonioglich  über  Fraunliofer  hinaus  zu  kuniinen. 
Kr  sfcudirte  eingehend  das  Objektiv  desselben  und  bereclmcte 
dann  (1801)  das  von  Gauss,  dessen  Oeffnung  im  Verhültnisa 
zur  Brennweite  eine  grosse  ist,  wodurch  die  Helligkeit  be- 
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faracliilicber  als  bei  dem  enteren  Fernrohr  wird.  Es  gelanj;^ 

Steinheil  in  dieser  Beziehung  (Grösse  des  Oeffnungswinkels) 
noch  (Iiis  von  Gauss  Geleistete  zu  ubertreffen.  Ferner  er- 
kaiiiite  er  als  einen  wesentlichen  Vortheil ,  wenn  die 
dauerhaftere  Flintglaslinse  der  aus  Crown<^las  vorausgestellt 
werde;  das  Objektiv  erhält  dadurch  stärker  gekrOninite 
Flachen^  wodurch  das  Bild  ausser  der  Aze  genauer  wird 
und  die  unTermeidlichen  Reflezbilder  weiter  Tom  ObjektiT- 
bild  entfernt  werden,  so  dass  sie  nicht  so  störend  wirken. 
Da  aber  bei  den  Fernrohren  im  Wesentlichen  nur  das  Bild 
in  der  Axe  deutlich  zu  sein  brauclit,  und  das  Fraunhofer'- 
sche  die  ual'ür  notlugen  drei  Bedini^^un^en  erfüllt,  so  i.st 
letzteres  auf  einem  so  hoben  Grad  der  Vollkommenheit  au- 
gelangt, dass  man  es  kaum  zu  überbieten  vermag. 

Eine  ganz  neue  Form  führte  dann  Steinheil  durch  die 
Mikrometerokulare  und  die  vorztiglichen  aplanatischen  Lupen 
ein.  Fr&her  hatte  man  bekanntlich  als  Lupen  zumeist  nur 
einfache  chromatische  Linsen  mit  ganz  geringem  Gesichts- 
felde und  als  Okulare  nur  getrennt  stehende  einzelne  Linsen, 
welelie  el)enfalk  chromatisch  waren  und  vielfach  störende 
Reflexe  zeigten,  verwendet.  Steinbeil  setzte  die  beiden  aus 
drei  mit  einander  verkitteten  Linsen,  einer  biconvezen  Crown- 
glaslinse  zwischen  zwei  Flintglaslinsen,  zusammen,  wodurch 
er  achromatische,  von  Reflezen  freie  Bilder  erhielt.  Seine 
eigenthümlicben  monocentrischen  Okakre  bestehen  ebenfalls 
aus  einer  Kugel  von  Crownglas,  welche  von  zwei  Flintglas- 
menisken eingeschlo.s.*;en  ist,  deren  Radien  sich  nur  durch  die 
Dicke  unt-ersc beiden,  so  da^s  alle  Radien  den  gleichen  Mittel- 
punkt haben,  der  zugleich  optischer  Mittelpunkt  ist;  sie 
zeigen  grosse  Bildschärfe  in  gleicher  Entfernung  vom  Mittel- 
punkt  des  Gesichtsfelds  und  haben  mannigfache  Anwendung 
z.  B.  hei  Bingmikrometern  gefunden. 

Die  grOsste  Aufgabe  erwartete  Steinheil  jedoch  durch 
die  Phob^raphenobjektive.   Die  sich  so  rasch  entwickelnde 
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Photographie  siellto  nämlich  an  die  Optik  eine  Reihe  anderer 
Anforderungen,  viel  schwierigere  al»  es  his  dahin  die  Aatro- 

noraie  gethau  hatte.  Auf  diesem  Felde  konnte  Steinheil's 
Methüde  der  Keclinunj^  und  der  Herstellung  der  ( )hjektive  die 
bedeutendsten  Erfolge  eri'iugen.  Bei  dem  astronomischeu 
Femrohr  wird  nämlich  von  dem  durch  da8  Objektiv  ent- 
worfenen Bild  gewöhnlich  nur  ein  kleiner  centraler  Theil 
durch  das  Okular  betrachtet,  wesshalh  das  Femrohrohjektiv, 
wie  erwfthnt,  zumeist  nur  in  der  Axe  und  deren  nächster 
Nähe  ein  scharfes  Bild  zu  liefern  braucht,  während  es  gleich- 
giltig  ist,  ub  dieses  Bild  in  seiner  weiteren  Ausdehnung 
scharf  bleibt,  d.  h.  ob  es  eljen  oder  gekrümuit  ist.  Bei  der 
Photographie  dagegen  soll  das  vom  Objektiv  entworfene  Bild 
eine  grosse  Ausdehnung  besitzen  und  in  der  ganzen  Aua- 
dehnung gleich  genau  sein,  es  soll  femer  yollkommen  in 
einer  Ebene  liegen  und  eine  grosse  Tiefe  besitzen,  welches 
letztere  dann  erreicht  ist,  wenn  die  Linse  die  Fähigkeit  hat, 
von  ungleich  entfernten  Objekten  gleichzeitig  ein  deutliches 
Bild  in  der  niinilichen  Ebene  zu  erzeugen. 

Dabei  f^eiiü^t  es  nicht  wie  bei  dem  Fernrolir  nur  die 
Strahlen  in  der  Axe  in  einem  Punkte  zu  vereinigen,  da  das 
Bild  eines  ausser  der  Axe  liegenden  leuchtenden  Punktes 
einen  zu  grossen  Durchmesser  erhalten  kann;  man  muss  da- 
her in  diesem  Falle  die  trigonometrische  Durchrechnung  auch 
noch  auf  einen  Bildpunkt  ausser  der  Axe  ausdehnen,  wo- 
durch die  Aufgabe  eine  viel  compUzirtere  wird.  Man  hat 
hier  nach  den  Darlegungen  Steiiiheil's  zu  berücksichtigen: 
bei  dem  Bildi)unk(^  in  der  Axe;  die  Brennweite,  die  Hebung 
des  Kugeigeistaltfelilers  und  des  Farben fehlers;  bei  dem  Bild- 
punkt ausser  der  Axe:  die  Hebuncr  der  Farben  ausser  der 
Axe,  dann  der  Verzermng,  der  Bildkrümmung,  des  regel- 
mässigen und  unregelmässigen  Astigmatismus  und  des  Kugel- 
gestaltfehlers ausser  der  Axe.  Die  Gorrektur  der  drei  letz- 
teren Fehler  wurde  ihm  nur  durch  die  von  Seidel  entwickelten 


i^ij  u^cd  by  Google 


r.  VoU:  Nekrolog  auf  Adolf  8teinh»l, 


131 


,trigonometrisclien  Formeln  für  den  aligemeinsten  Fall  der 
Breihiinn;  des  Lichtes  an  centrirten  sphärischen  Flächen" 
möglich.  Fraunhofer  hatte  schon,  wie  gesagt,  bei  seinen 
FernrobrobjektiTen  von  grosseren  Dimensionen  ausser  den 
drei  Bedingungen  ftlr  den  Bildpunkt  in  der  Axe  eine  vierte 
euiznftibren  gesucht. 

Bevor  sieh  Steinheil  mit  der  Oonstruktion  photograplii* 
scher  Objektive  befasste,  existirte  nur  ein  einziger  guter  Typus, 
der  von  dem  Mathematiker  Petzval  in  Wien  bald  nach  Er- 
findung der  Daguerreotypie  ersonn ene ;  er  war  aus  vier  Linsen 
zosammeogesetzt,  von  denen  drei  einzeln  stehen,  und  aus  drei 
Glasarten  hergestellt.  Dieses  Petzvarsche  Objektiv  ist  noeh 
immer  im  (jebrauch,  alle  anderen,  wesentlich  nenen  Photo- 
graphenobjektiTe  sind  von  Steinheil  eingeführt  worden.  Hierin 
zeigt  sieh  seine  vollkommene,  einzig  dastehende  Beherrschung 
der  Theorie  am  prägnantesten. 

Im  I^auie  der  Zeit  sind  von  ihm  drei  Construktionstypen 
für  i'hotographen- Apparate  ausgegeben  worden. 

Zuerst  das  Periskop  (1865),  welches  nur  aus  zwei  sym- 
metrischen Linsen  von  einer  Glasart  besteht,  also  chromatisch 
nnd  von  geringer  Helligkeit  ist,  jedoch  ein  sehr  grosses  Ge- 
sichtsfeld und  eine  ganz  correkte  Zeichnung  besitzt.  Dieses 
Instrument  wird  noch  heute  trotz  seiner  Farbenzerstreuung 
gewünscht ,  da  es  in  Foljjce  der  ausserordentlich  einfachen 
Cou>truktion  für  seine  lieistung  sehr  billi«,'  ist. 

Den  zweiten  Typus  nannte  er  Aplanat,  weicher,  aus  vier 
paarweise  verkitteten  symmetrischen  Linsen  von  zwei  Glas- 
arten besteht  Im  Jahre  1866  wurden  die  ersten  Apparate 
der  Art  vollendet,  im  Jahre  1871  die  Weitwinkelapparate 
fttr  Reproduktion  von  topographinehen  Landkarten  als  Losung 
einer  von  dem  österreichischen  Kriegsministerium  gestellten 
Aufgabe  ausgeführt,  und  im  Jahre  1879  die  ersten  Grn])])en- 
aplanate  ausgegeben.  Dieso  Aplanaten  Imlx'n  die  weiteste 
Verbreitung  gefunden  und  wurden  überall  unter  den  ver- 
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schtedensten  Nameo  oacbgemacht.  In  ihnen  finden  sich  die 
Elemente  för  alle  Bedingungen;  nar  eines  dieser  Elemente, 

der  Astigmatismus,  ist  darin  nocli  nicht  berücksichtiget. 

Der  dritte  Typus  ist  der  im  .Talire  1881  entstandeno 
Antiplanet.  Derselbe  beruht  auf  einem  ganz  neuen,  iiöchst 
geistreich  erdachten  Prinzip,  indem  durch  eine  vordere  Doppel- 
linse alle  Fehler  absichtlich  gross  gemacht  und  dann  durch 
ein  zweites  Linsenpaar  vollständiger,  als  dies  sonst  möglich 
war,  korrigirt  werden.  Er  besteht  aus  nur  vier  paarweise 
verkitteten  nicht  symmetrischen  Linsen  von  nur  zwei  Glas- 
arter,  und  es  ist  in  ihm  auch  der  letzte  Fehler,  der  des 
Astigniatisnius,  fast  ganz  gehoben.  Dieser  Antiplanet,  ein 
Instniuienfc  von  denkbar  «jjrösster  Kinfaclilieit,  erforderte  un- 
endlich mühsame  Berechnungen,  bis  die  Möglichkeit  der  An- 
wendung des  Prinzips  erkannt  war,  er  liat  aber  auch  za 
einem  glänzenden  Besoltat  geführt  In  Folge  der  in  dem 
letzten  Jahrzehnt  in  der  Glastechnik  gemachten  grossen  Fort- 
schritte haben  Andere  versucht,  diesen  Steinheirschen  Anti- 
planet noch  zn  verbessern. 

Von  Steinheil  wurde  die  von  dem  deutschen  Reiche  zur 
Beol)aehtiing  des  Venusdurchgangs  im  Jalire  1871  ausge- 
sandtü  Expedition  mit  vortrefflichen  photographi&chen  J^^ern- 
rohrobjektiven  ausgestattet. 

Zuletzt  iesselte  ihn  die  wichtige  Aufgabe  der  Herstel- 
lung von  Instrumenten  zur  Photographie  der  Himmelskörper. 
Bei  den  Pariser  Verhandlungen,  welche  die  einheitliche  pbo- 
tographische  Aufnahme  des  Fixstemhimmels  vorzubereiten 
hatten,  vermochte  er  darzuthun,  welchen  Bedingungen  ein 
astrophotographisches  Objektiv  zu  gennc^en  hat,  woraufhin 
er  zunächst  das  Potsdamer  Observatorium  mit  Apparaten  der 
Art  versorgte,  welche  schon  manche  neue  AnÜBchlüsse  ge- 
liefert haben. 

Steinheirs  astrophotographische  Objektive  bedingen  einen 
erheblichen  Fortschritt  in  der  Wissenschaft,  mit  dem  sein 


i^ij  u^cd  by  Google 


9,  VoU:  Nekrolog  auf  AMf  StemheS, 


133 


Name  stets  Terknfipft  bleiben  wird,  denn  sie  gestatten  die 
Stellang  der  Sterne  noch  nacb  Jabrbnnderten  zu  eraeben 
und  die  Veränderungen  derselben  zu  erkennen.  Die  biesi>e 
Sternwarte,  welche  übeiliaupt  kein  grösseres  Instrunitnt 
von  St^inlieil  besitzt,  ist  wc^r«  !]  Mangel  von  Mitteln  leider 
nicht  in  der  Lage,  sich  an  diesem  durch  unseren  Mitbürger 
ermöglichten  creistigen  Wettkanipfe  zu  betheiligen. 

Die  Uauptsebwierigkeiten  bei  der  Berechnung  optischer 
Constnikiionen  liegen  darin,  fQr  den  jeweiligen  Fall  die  rich- 
tige Reibenibige  zu  finden,  in  welcber  alle  die  notb wendigen 
Bedingungen  erfüllt  werden  mflssen,  und  direkt  vergleicbbare 
F^lle  fttr  die  Auswahl  herzustellen,  sowie  auch  die  in  Bezug 
auf  ihr  Hrechungs-  und  Zerstrouungs  vor  mögen  passenden 
Gl?i*arten  zu  wählen.  Stein  heil  liess  nie  ab,  immer  wieder 
zu  prüfen,  ob  sich  der  Zweck  nicht  vollständiger  und  mit 
einfacheren  Mitteln  erreichen  lasse.  Er  besass  ausserdem  ein 
ganz  besonderes  Geschick  in  der  Erfindung  von  Metboden, 
nach  welchen  genaue  Formen  hergestellt  werden  können, 
ohne  ?om  Arbeiter  besondere  Kenntnisse  zn  verlangen,  wo- 
bei er  zumeist  7on  aus  der  Mathematik  bekannten  Sätzen 
ausgieng.  Um  z,  B.  eine  y:enaue  Planfläche  herzustellen, 
liess  er,  ganz  unabhängig  von  \Vith\v(»rtb  und  Anderen,  drei 
Flächen  schleifen ,  von  welchen  jede  auf  jede  der  beiden 
anderen  passt,  denn  in  diesem  Falle  mussten  auch  die  Flächen 
eben  sein.  War  ihm  femer  die  Aufgabe  gestellt,  ein  Prisma 
zu  machen  mit  einem  Winkel  von  genau  90^  und  zwei 
Winkeln  von  genau  45 ^  so  gieng  er  von  den  beiden  geo- 
metrischen SStzen  aus,  dass  im  Quadrat  jeder  Winkel  ein 
rechter  ist  und  dass  im  gleichschenkeligen  rechtwinkeligen 
Dreieck  die  Winkel  an  der  Hypothenuse  einander  gleich  und 
Ton  45^  sind. 

Aus  der  optisch-astronomischen  Werkstätte  Steinbeiles, 
welche  im  Jahre  1862  aus  Schwabing  nach  München  in  die 
Landwehrstrasse  verlegt  und  im  Jahre  1890  in  ein  eigens 
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för  diesen  Zweck  auf  der  Theresienhöbe  errichtetes  grosses 
Gebäude  trausferirt  wurde,  sind  Tausende  ?on  kleinen  und 
grossen  Femrohren,  Prismen,  Photograpfaenapparaten  etc.  in 
alle  Welttbeile  ausgegangen  und  haben  seinen  Namen  als 

den  eines  der  erfindungsreichsten  und  sorgfältigsten  OpHker 
aller  Zeiten  bekannt  gemacht.  Seine  Kenntnisse  und  seine 
Energie  haben  das  berühmte  Iiistitui  gev'>i liatleu  ;  sein  Geist 
wird  in  letzterem  noch  ferner  walten.  Die  in  seine  Fuss- 
stapfen Treteoden  haben  jetat  leichtere  Mühe  das  Ton  ihm 
Erdachte  weiter  fortznfQbren. 

Steinheil  hat  durch  seine  optischen  Untersuchungen  und 
die  HerstelluDg  optischer  Instrumente  nicht  nur  indirekt  die 
Wissenschaft  gefördert,  sondern  sich  auch  direkt  an  der 
Erweiterung  derselben  betheiligt.  In  manchen  exklusiven 
Kreisen  der  Gelehrten  sieht  man  zwar  noch  immer  nur  die 
ganz  ideale,  auf  keinen  praktischen  Nutzen  gerichtete  Tliä- 
tigkeit  als  die  wissenschaftliche  an  und  hält  eine  Beschäfti* 
gung  um  so  weniger  för  eigentlich  wissenschaftlich  und  für 
^^i0t  mehr  sie  einer  direkten  Anwendung  fiihig  ist 
Aber  hören  wir  denn  nicht  so  oft  sagen,  dass  jede  durclt  die 
Wissenschaft  festgestellte  Thatsache,  auch  die  allerabstrak- 
teste,  einmal  ihre  Bedeutung  für  das  menschliche  Leben  ge- 
winnt, eine  Hedeutung,  welche  zumeist  Niemund  vorzuahnen 
im  Stande  istV  Und  soll  es  fiir  den  Forscher  einen  Unter- 
schied machen ,  ob  dieser  Nutzen  erst  nach  Hunderten  Ton 
Jahren  oder  alsbald  sich  einstellt?  Der  Entdecker  neuer 
Gebiete  und  Thatsachen  in  der  Wissenschaft  erkennt  nicht 
selten  bei  einem  gewissen  Stande  des  Wissens  auch  auerst 
deren  Anwendbarkeit  und  findet  wohl  auch  am  besten  den 
richtigen  Weg  dazu.  In  solcher  Weise  wurde  Luv  ^isier  der 
erste  praktische  Hygieniker,  denn  er  hat  sich  nach  der  Er- 
kenntni.s.s  der  Koile  des  Sauerstofis  im  Thierkörper  viel  mit 
der  Beschaffung  reiner  Luft  und  mit  anderen  Fragen  der 
öffentlichen  Gesundheitspflege  befasst.   Gerade  unsere  Aka* 
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demie  luatet  in  ihrer  Yergangenbeit  Jeachteode  Beispiele  da- 
{kir,  da8B  die  fprtoten  Gelehrten  es  nicht  Tersehmäht  haben, 
die  Frfichie  ihrer  wissenschaftliehen  Arbeit  zum  Wohle  der 
ifensehheit  zn  Terwerthen.   Liebig  wurde  auf  Omnd  seiner 

chemischen  I  nfcersuchungen  der  Begründer  des  rationellen 
Ackerbaues;  der  edle  Fraunhofer,  gegen  des-sen  Aufnahme  in 
die  Akademie  als  eines  Autodidakten  und  Praktikers  von 
mancber  Seite  Bedenken  bestanden,  stellte  in  seinem  optischen 
Institut  die  ersten  genauen  acbromatischen  Fernrohre  her, 
mit  denen  er,  wie  die  von  Utzsehneider  ihm  gesetzte  stolze 
Giabeehrift  aussagt:  approximavit  sidera;  es  ist  schon  erwfthnt 
worden,  wie  der  geistvolle  Steinbeil,  der  Aeltere,  zuerst  die 
Ai^  arat^^  für  die  elektrische  Telegruphie  brauclibar  zu  ge- 
stalten wus.'ite,  wodurch  er  der  Kultur  einen  der  grössten 
Dienste  erwies.  Sollen  dies  Alles  wirklich  keine  wissen- 
schafUicben  Werke  gewesen  sein?  In  der  Tbat,  seitdem  auf 
vielen  Gebieten  die  Praxis  nicht  mehr  eine  Empirie  ist, 
sondern  nichts  Anderes  als  Wissenschaft,  ist  bierin  die  Grenze 
zwischen  Theorie  nnd  Praxis  nicht  mehr  zu  bestimmen. 
Den  Entschmd,  ob  eine  Leistung  eine  wissenschaftliche  ist 
oder  nicht,  liefert  nur  die  dabei  benützte  Metbode.  Häufig 
gehört  auch  zur  Herstellung  nutzbarer  Dinge  auf  wissen- 
schaftlichem Wege  mehr  Geist  und  .schöpferische  Kraft  als 
zu  einer  reiu  wissenschaftlichen  Thätigkeit  auf  schon  längst 
gebahnten  Wegen.  Und  dass  Steinbeil  bei  seinen  Arbeiten 
nach  streng  wissenschaftlicher  Methode  verfahr,  das  weiss 
Jeder,  der  sie  kennt. 

Er  hatte  auch  auf  dem  Höhepunkt  seines  Lebens  die 
grosse  Freude  sich  als  Mann  der  Wissensehaft  voll  anerkannt 
zu  sehen.  L'nsere  Akademie,  in  welcher  sich  Miinner  befinden, 
die  als  erste  Sachverütändige  auf  dem  Gebiete  der  Optik 
gelten,  hat  ihn  im  Jahre  X888  zum  ausserordentlichen  Mit- 
gliede  gewählt.  Bei  dem  vorher  erwähnten  internationalen 
Congresse  in  Paris  (1887),  bei  welchem  die  Methoden  der 
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photographisehen  Aufoahmen  des  Sterahimmels  festgesetzt 
werden  sollten,  hat  der  deutsche  Optiker  mit  Alle  Ober- 
zeugender Klarheit  und  Sicherheit  seine  gereiften  Anschau- 
ungen hierflber  dargelegt,  denen  sich  die  iUustre  Versammlnng 

einstimmig  ansclilos-;.  Als  im  Jahre  1891  die  internationale 
astrononii.^clio  Go-ellschaft  dahier  ihre  Versammlung  abhielt, 
konnte  er  den  sachkundigen  Gelehrten  seine  neue  Werks>tätte 
mit  ihren  vollendeten  Einrichtungen  zeigen;  Alle  haben  da- 
mals die  Ueberzeugung  gewonnen,  dass  sie  eine  auf  wissen- 
schaftlicher Grundlage  ruhende  Anstalt  gesehen  hahen.  £in 
Zeichen  der  Anerkennung  seiner  Verdienste  um  die  Wiasen- 
schafb  war  es  auch,  dass  er  im  Jahre  1887  zum  Mitgliede  des 
Kuratoriums  der  physikalischen  -  technischen  R^ichsanstalt, 
deren  Vorstand  Helmholtz  ist,  ernannt  wurde,  wo  sein  er- 
fahreuer  unparteiischer  Rath  geiTie  gehört  wurde. 

In  seiner  Liebe  zur  Wissenschaft  hat  er  in  uneigen- 
nützigster Weise  Alles  zu  ihrer  Forderung  gethan.  Wie  oft 
haben  sich  Astronomen  und  Physiker,  welche  zu  einem  be- 
sondem  Zweck  eines  optischen  Apparates  bedurften,  an 
Steinheil  gewendet,  der  denselben  ersann  und  herstellte,  ohne 
für  seine  geistige  Thatigkeit  und  besondere  MOhe  einen  Treis 
in  Ansatz  zu  briniren.  Bei  Gelegenheit  der  lOOjähngeu 
Geburtstagsfeier  Fraunhofer'«  machte  er  zu  (Tunsten  der 
hiesigen  technischen  Hochschule  eine  Stiftung  von  10000  Mark 
zur  Errichtung  einer  optischen  Prüfungsstation,  in  welcher 
von  sachkundiger  Seite  Ptttfnngen  optischer  Instrumente 
vorgenommen  werden  können;  es  war  sein  Wunsch  dadurch 
den  wissenschaftlichen  Betrieb  der  Mechanik  und  Optik  in 
Miinclien,  wo  die  Werkstätten  von  Ut/schneider,  Fraunhofer, 
Ueiclienbach  und  Rrtel  blühten  und  in  der  Bevölkerung  noch 
so  viel  Talent  für  solche  Arbeiten  sich  findet,  zu  fördern; 
allerdings  scheint  von  diesem  hochherzigen  Geschenk  in 
weiteren  Kreisen  nichts  bekannt  geworden  zu  sein.  Das 
gemeinschaftlich  mit  Ernst  Yoit  herausgegebene  yerdienai- 
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Tolle  Handbuch  der  angewandten  Optik,  an  dem  beide  Autoren 
den  gleichen  Antheil  haben,  isfc  ein  Uilfsbach  für  den  ans- 
fibenden  Optiker,  nm  ihm  ein  klares  Bild  von  der  Leistung 
optischer  Systeme  zu  verschafien  und  ihn  in  den  Stand  zu 
setzen,  die  Berechnung  derselben  mit  wissenschaftlicher 
Strenge  durclizufilhren.  Steinheil  bat  darin  aile  .seine  Me- 
thoden der  Oefl'entlicbkeit  preisgegeben,  damit  sie  Gemein- 
gut und  Anderen  nutzbar  würden  und  es  nicht  so  gehe,  wie 
mit  den  leider  verloren  gegangenen  Methoden  Kraunhofer*8. 
Wo  aber  fände  sich  ein  zweiter,  der  in  gleichem  Falle  so 
aneigennfitzig  gehandelt  hStte? 

Dnrch  die  frühzeitige  intensivste,  lange  Zeit  sein  ganzes 
Denken  in  An-[)ruch  nehmende  BeschSftigung  mit  einem  be- 
süudereü  Zweige  des  Wissens,  ohne  die  er  nie  sein  Ziel  er- 
r*»icht  hätte,  erhielt  er  scheinbar  eine  gewisse  P^inseitigkeit. 
Er  besass  jedoch  auch  für  andere  Dinge  ein  iebiiaftes  Interesse. 
Mit  den  einheimischen  Pflanzen,  Käfern  und  Schmetterlingen 
war  er,  wie  sein  Vater  und  Bruder,  in  seltenem  Grade  Yer- 
trant;  er  kannte  genan  ihre  Fundorte  mid  Lehensweise,  so 
dasB  Spaadergänge  mit  ihm  fQr  den  Naturfreund  zu  einem 
wahren  Genüsse  wurden.  Gerne  und  mit  Verständniss  folgte 
er  Erörterungen  über  schwierige,  noch  niclit  aufgeklärte 
Fragen  au.s  ihm  sonst  ganz  fremden  Gebieten  und  wiwste 
nicht  selten  den  Kernpunkt  zu  rinden  und  auf  den  richtigen 
Weg  zu  leiten.  Der  hiesigen  Stadt  hat  er  während  12  Jahren 
(1869 — 1881)  als  GemeindebeYollmäehtigter  namentlich  durch 
seine  rechnerischen  Kenntnisse  und  seinen  leichten  Ueberhlick 
bei  Aufetellung  des  stadtischen  Hanshaltes  and  auch  anf  dem 
Gebiete  der  Volksschule  erspriessliche  Dienste  geleistet,  wobei 
er  -ich  die  intimste  FreundschulL  des  unvergesslichen  Bürger- 
meisters Erhard t  erwarb. 

I);vs  ßüd  Yon  Steiöheirs  Wirken  und  Wesen  wäre  un- 
vollständig, wenn  man  nicht  auch  seiner  Chaiaktereigen* 
Schäften  gedenken  wfirde.   Bei  so  Manchem  entspricht  die 
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Ausl>ildung  des  Clijinikters  nicht  der  des  Geistes;  wir  ver- 
mögen i)in  üb  let/icrer  y.u  bewundern,  ihn  aber  ob  ersterer 
nicht  zu  lieben,  öteinheil  ist  durch  ruhiges  und  tiefes  Nach- 
denken über  sich  und  die  Welt  sowie  durch  sein  Handeln 
darnach  zu  einem  der  edelsten  Menschen  geworden. 

Wer  ihn  nur  oberflächlich  kennen  lernte,  bemerkte  an 
ihm  eine  auffallende,  manchmal  fast  zu  gross  erscheinende 
Bescheidenheit.  Diese  hatte  er  nicht,  weil  er  seine  Person 
zu  niedrig  stellte,  denn  er  wusate  für  jsich  im  Stillen  recht 
wohl,  was  er  wertfi  war;  sie  entsprang  vielmehr  einer  ge- 
wissen Verlegenheit  und  Unbeholfenheit  im  Umgang  mit 
Leuten,  die  ihm  noch  fremd  waren,  aber  ancli  der  aufrich- 
tigen Hochachtung  für  jegliches  Verdienst.  Von  einer  un- 
gewöhnlichen Milde  im  ürtheil  gegen  Andere  hat  ihn  wohl 
Niemand  in  aufbrausendem  Zorne  gesehen;  nur  dann  konnte 
er  indignirt  und  sogar  scharf  seine  Meinung  äussern,  wenn 
er  eine  Unwalirbeit  wahrnahm.  Es  währte  d;uüui  lange, 
bis  er  von  einem  Mens^chen  Böses  dachte,  aber  es  gelang 
schwer,  wenn  er  einmal  aus  einem  solchen  Grunde  gegen 
Jemanden  eingenommen  war,  ihm  eine  bessere  Meinung  über 
ihn  beizubringen. 

Von  einer  unendlichen  Liebe  war  er  fQr  seine  Mit- 
menschen erföUi.  Von  den  reichen  Mitteln,  die  er  sich  durch 
seinen  Fletss  erworben,  hat  er  den  edelsten  Gebrauch  ge- 
macht uml  unendlich  viel  Uutes  und  Segensreiches  gestiftet. 
Vielen  Menschen  hat  er  geholfen  und  in  einer  Weise,  dass 
sie  die  VVohlthaten  nicht  drückend,  sondern  als  eine  wahre 
Herzensfreude  des  Gebers  empfanden.  Für  jeden  seiner  vielen 
Arbeiter  war  er  ein  sorgender  Freund;  sie  wussten  aber  auch, 
was  sie  an  ihm  hatten  und  suchten  es  ihm  durch  treue  An- 
hänglichkeit zu  vergeiten.  Es  war  ein  wahres  Wort,  was 
ein  auswärtiger  Fachgenosse  an  seinem  Grabe  aussprach:  die 
>oziale  Frage  wäre  wohl  bald  gelöst,  wenn  alle  Arbeitgeber 
so  dächten  und  handelten  wie  Steiuheil. 


i^ij  u^cd  by  Google 
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Sein  Nachdenken  hat  ihn  auch  dazu  geführt,  die  Welt 
irotx  alier  ihrer  UnvoUkommeoheit  als  gut  und  weise  ein- 
gerichtet m  betrachten,  und  er  konnte  gegen  pessimistische 
Anschauungen  lebhaft  ankämpfen.  Das  Schlimme  wasate  er 
immer  wieder  znm  Guten  anszniegen  und  sich  und  Andere 
zu  beruhigen.  Das  Unvermeidliche  und  dius  Unglück  be- 
trachtete er  als  nothwendige  Fo\^e  der  gegebenen  Beding- 
ungen, und  er  war  sich  klar  darüber,  dtiss  der  Mensch  von 
der  Katur  nicht  auagenommen  sei,  sondern  einen  Theil  der- 
selben bilde.  In  diesem  Sinne  ertrag  er  die  Abnahme  seines 
SehvermÖgenB  und  den  Verlust  des  einen  Auges  mit  wahr- 
haftem Heldenmuth,  wahrend  er  der  Verfeinerung  dieses 
Sinnesorganes  f&r  die  fibrigen  Menschen  seine  ganze  geistige 
Krall  widuiete. 

Man  kann  errneöäen,  was  ein  Mann  von  solcher  Gesinnung 
seineu  i'reunden  sein  musste.  Kr  war  für  sie  von  unwandel- 
barer Treue,  voller  Theilnahtue  im  Glück  und  Unglück,  von 
geradesu  rOhrender  Aufmerksamkeit  und  Aufopferung.  Sie 
allein  haben  die  ganze  Fülle  yon  Edelsinn,  dessen  der  nach 
Aussen  hin  so  anspruchslos  erscheinende  Mann  fähig  war, 
erkennen  k5nnen. 

In  einer  Zeit,  in  welcher  selbst  in  der  \Vis.senseliaft  60 
Viele  nicht  mehr  mit  reinem  ^iiine  ausschlies.slich  die  Wahr- 
heit suchen,  sondern  sie  zu  einem  Tummelplatz  niedriger 
egoistischer  Leidenschaften  machen,  erfreut  und  erhebt  man 
sich  an  dem  Lebensbilde  eines  nur  dem  Idealen  zugewandten 
Mannes  wie  Steinheil.  Er  hat  die  ihm  yerliehenen  Qaben 
dazu  benGtzt,  unser  Wissen  und  Kdnnen  zu  Terroehren,  und 
indem  er  Andere  beglückte,  ist  er  selbst  glücklich  gewesen. 
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Emst  Eduard  Kummer. 

Ernst  Eduard  Kummer^)  war  geboren  zu  Sorau  in  der 
Niederlansitz  hart  an  der  schlesischen  Grenze  den  29.  Ja- 
nuar 1810.  Schon  1813  verlor  er  ütiinen  Vater  und  der 
Mutttr  liel  ej>  bei  knappen  Mitteln  schwer,  ihn  studiren  zu 
lassen. 

Er  besuchte  das  Gymnasiuna  seiner  Vaterstadt  und  be- 
zog 1828  die  Universität  Halle,  wo  er  unter  der  Leitung 
von  Professor  Scherk  sich  der  Mathematik  widmete.  Im 
3.  Studienjahre  löste  er  eine  mathematische  Preisfrage  und 
wurde  auf  Grund  dieser  Arbeit  1881  zum  Doktor  promovirt. 

Von  1832 — 1842  wirkte  Kiminier  uls  Gvniiiusiallehrer 
in  Liegnitz.  Hier  legte  er  den  Grund  zu  seinem  künftigen 
Ruhme  durch  verschiedene  Arbeiten,  vorzugsweise  dem  Ge- 
biete der  Keihenlehre  und  der  Integralrechnung  angehorig; 
herrorzuheben  ist  hier  das  Liegnitzer  Programm  ,Ueber  eine 
Differentialgleichung  3.  Ordnung*  1834,  und  ganz  besonders 
seine  Arbeit  über  die  hypergeometrische  Reihe  (1836),  in 
welcher  er  die  berühmte  Abluindliing  von  Gauss  -über  diese 
Reihe  fortsetzte  und  in  würdiger  Weise  ergänzte.  Diese 
Arbeiten  verschaffteu  ihm  schon  1839  die  Ernenniins;  zum 
correspondirenden  Mitglied  der  Berliner  Akademie  und  1842 
die  Berufung  an  die  Universität  Breslau. 

In  der  Breslauer  Periode  von  1842—55  waren  es  zu- 
meist zahlentheoretische  Untersuchungen,  die  ihn  beechaf* 
tigten.  Auf  diesem  abstrakten  Gebiete  zeigte  sich  ganz  be- 
sonders sein  Scharfsinn  und  das  tiefe  Eindringen  seines 
Geistes.  Seine  Abhandlung  „über  die  au:>  Wurzeln  der  Ein- 
heit gebildeten  eonipiexen  Zahlen*  (1845),  in  welcher  er 
den  neuen  Begciti"  der  „idealen  complexen  Prim-Fakboren* 
einfuhrt  und  genau  definirt;  seine  Untersuchungen  Ober  einen 

1)  Nach  Mittheiluiigen  von  Herrn  CSoUegen  Gustav  Bauer. 
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Satz  TOD  Ferinat,  dessen  allgemeinea  Beweis  er  zuerst  er- 
brachte (1850),  Terscbafften  ihm  den  grossen  Preis  der  Ber- 
liner Akademie. 

Wie  hoch  damals  das  Ansehen  Kuninier's  gestiegen  war^ 
geht  Wühl  am  iie-teu  daraus  hervor,  dass  er  1855  Nach- 
folger DiiicbleV/i  au  der  Berliner  Universität,  wie  in  der 
Akademie  wurde.  Es  ist  bemerkenswerth,  dass  Knmmer  in 
dieser  letzten  Periode  seines  Wirkens  sich  Ton  den  abstrakten 
Problemen  der  Zahlentheorie  immer  mehr  den  concreteren 
Problemen  der  Geometrie  znwandte.  In  diese  Periode  fallt 
seine  berühmte  Abhandlung  »Ueber  die  allgemeine  Theorie 
der  geradlinigen  Strahlsystenie"  (1860);  seine  Abi  ndlung 
über  Flächen  4.  Grads,  auf  denen  Schaaren  von  Kegel- 
schnitten liegen,  und  1864  die  Entdeckung  der  Flüche 
4.  Ordnung,  die  durch  eine  merkwürdige  Configuration  von 
IG  Punkten  und  16  Ebenen  ausgezeichnet  ist  und  als  ,Kum- 
mer*8che  Flache*  allen  Mathematikern  bekannt  ist.  Auch 
auf  das  Gebiet  der  Physik  griff  er  über;  seine  Untersuch- 
ung über  Strahlsysteme  führten  ihn  auf  die  atmosphärische 
Strahlenbrechung;  üeine  Vorträge  an  der  Kriegsschule  über 
ballistische  Probleme  auf  physikalische  Untersuchungen  über 
den  Luftwiderstand. 

Kummer  war  ein  ausgezeichneter  Lehrer  und  hatte 
Freude  am  Lehren.  Erst  im  Alter  Yon  74  Jahren  stellte  er 
seine  Vorlesungen  ein  und  lebte  fortan  in  stiller  Zurück- 
geaK^enheit  nur  für  seine  zahlreiche  Familie,  bis  ihn  9  Jahre 
spater  am  14.  Mai  1893  ein  Anfall  Ton  Influenza  dahin- 
raffte. Er  war  hinge  Zt-it  das  liaupt  der  Berliner  niatlie- 
iiiatischen  Schule  und  der  bedeutendste  Vertreter  dieser 
Wissenschaft  in  Deutachland. 
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Horits  Abraham  Stern. 

Moritz  •Abralia III  Stern*)  ein  Scliüler  von  (iaiiss 

und  verbrachte  seine  Q^nze  Geleiirten-Lauf  bahn  als  Professor 
der  Mathematik  zu  Göttingen.  Seit  1850  Mitglied  unserer 
Akademie,  hatte  er  das  seltene  Glück  weit  über  das  ge- 
wöhnliche Zeitmaass  hinaus  für  die  Wissenschaft  thätig  sein 
zu  können.  Seine  zahlreichen  und  werthyoUen  Arbeiten, 
fa<tt  sammtlich  in  dem  Crelle*schen  Journal  Teröffentlicht, 
erstrecken  sich  auf  einen  Zeitraum  von  60  Jahren  und  ziehen 
sich  durch  100  Bände  des  Journals  hindurch.  1830  erschien 
seine  av>io  Arbeit  im  6.  Bande  des  Journals  und  1890  seine 
letzte  im  106.  Baude.  Die  meisten  seiner  Arbeiten,  darunter 
auch  seine  erste  und  seine  letzte  Publikation,  hegen  auf  dem 
Gebiete  der  höheren  Arithmetik  oder  Zahlentheorie.  An- 
dererseits aber  verdankt  man  ihm  viele  schStzbare  Unter- 
suchungen in  verschiedenen  Tbeilen  der  algebraischen  Ana- 
lysis,  so  insbesondere  über  die  Theorie  der  Bernoulli'schen 
Zahlen  und  über  die  Theorie  der  Kettenhn'iche.  Ferner  ge- 
Ijürt  hieher  seine  Abhandlung  »über  die  Auflösung,'  der  trans- 
ficendenten  Gleichungen",  eine  von  der  königlich  dänischen 
Gesellschaft  der  Wissenschaften  gekrönte  Preisschrift  (1840), 
und,  als  wichtige  Ergänzung  hiezu,  seine  Abhandlung  ,üeber 
die  Anwendung  der  Sturm*schen  Methode  auf  transscendente 
Gleichungen'  (1846).  Als  selbständiges  Werk  erschien  1860 
sein  vortreffliches  und  allbekanntes  „Lehrbuch  der  alt(ehra- 
ischen  Analy-is".  Er  ist  im  87.  Lebensjahre  am  30.  Januar 
1894  zu  Zürich  im  Hause  seines  Sohnes,  des  Historikers 
Alfred  iSteru,  gestorben. 

1)  Nach  Aliitbeilungen  von  Herrn  CoUegen  Gostav  Bauer. 
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John  Tyndall. 

In  den  weitesten  Kreisen  l^ekannt  war  der  hervorragende 
englische  Physiker  und  Naturforscher  Johu  Tyndall,  der  am 
4.  Dezember  189:^  auf  seinem  Landsitze  Hind  Head  bei 
Haslemere  im  74.  Lebensjahre  Terschieden  ist.  £r  Iconnte 
sich  nicht  wie  so  Tiele  seiner  mit  Glfick^^tera  gesegneten 
Landdeute  sorgenlos  seiner  Aosbildnng  und  seinen  ersten 
Studien  hingeben,  denn  armer  Leute  Kind  mosste  er  sich 
die  Mittel  dazu  selbst  erwerben.  Er  war  zuerst  als  Gehilfe 
bei  der  trigünometrischen  Vermessung  Englands  und  dann 
beim  Eisenbahnbau  beschäftigt,  wodurch  er  nach  zehnjähriger 
Arbeit  sich  so  viel  erspart  hatte,  um  das  ersehnte  Ziel,  eine 
UoiTersitat  besachen  und  naturwissenschaftliche  Studien  be- 
treiben zu  können,  zu  erreichen.  Es  ist  ein  für  unsere 
Universitäten  ehrenrolles  Zeugniss,  dass  ein  Mann  wie  Tyndall 
nach  Deutschland  kam,  um  sich  Wissen  zu  erwerben.  Er 
begab  sieb  zunächst,  schon  28  Jahre  alt,  mit  seinem  li.tnds- 
numn  Frankland  nach  Marburg,  wo  er  neben  Mathematik 
vind  Physik  die  Chemie  bei  dem  vorzüglich  auf  dem  Grenz- 
gebiete der  Physik  und  Chemie  thätigen  Bunsen  betrieh  und 
auch  die  Doktorwürde  erwarb.  Darauf  ging  er  nach  Berlin, 
rnn  hei  GustaT  Magnus  zu  arbeiten,  in  dessen  Laboratorium 
damals  eine  ungewöhnlich  grosse  Anzahl  talentroller  junger 
Naturforscher  mit  Problemen  der  Physik  beschäftigt  war. 
Tyndall  untersuchte  daselbst  die  Erscheinungen  an  einem 
Wa^i^erstrahl ,  dann  in  Geniemschaft  mit  Knoblauch,  dem 
jetzigen  verdienst  vollen  Präsidenten  der  Kaisi.  Leopold  ini>chen 
Akademie  der  Naturforscher,  das  Verhalten  krystaliisirter 
Körper  zwischen  den  Polen  eines  Magneten. 

Diese  Arbeiten,  welche  ein  ungewöhnliches  Talent  yer- 
riethen,  lenkten  die  Aufhierksamkeit  der  englischen  Gelehrten 
auf  den  aufstrebenden  Physiker;  denn  nach  seiner  Hiickkehr 
nach  England  erhielt  er  alsbald  eine  Lehrstelle  am  Cjueenwood 
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College,  dann  an  der  Royal  Society  und  im  Alter  von  33  Jahren 
die  Professur  der  Physik  an  der  Royal  Institution  za  London 
als  der  Nachfolger  des  genialen  Thomas  Young  und  von 
Faradaj,  des  grössten  Experimentators  seiner  Zeit.  Und  nnn 

begann  für  Tyndall  ein«'  an  Erfolgen  reiche  wissenschuftliche 
Thätigkeit.  Seine  reiu  physiküli-cluMi  ForschuiigL-n  erstreckt^^n 
sich  über  fast  alle  Theile  dieser  Wissenschaft;  man  verdankt 
ihm  namentlich  die  wichtigsten  Bereicherungen  der  Lehren 
von  dem  durch  Faraday  entdeckten  Diagmagnetismus,  der 
Polarisation  des  Lichtes,  der  Wärmestrahlung  und  der  Aknstik. 

Tyndall  hat  sich  jedoch  nicht  nur  auf  dem  Gebiete  der 
Physik  Verdienste  erworben;  er  war  ein  umfassender  Qeist, 
der  über.ili  in  der  Natur  Probleme  für  seine  Forschung  fand. 

Er  hat  sich  bri  der  Lösung  der  so  ungeuiein  wichtigen 
Frage  nach  der  Entstehung  der  niedersten  Organismen  be- 
tbeiliget,  ob  dieselben  sich  aus  den  Nährlösungen  Ton  selbsi, 
durch  sogenannte  Urzeugung  bilden  können  oder  ob  ihr 
Auftreten  stets  einen  schon  vorhandenen  Keim  oder  eine 
Organisation  Toraussetzt.  Es  gelang  ihm  als  einem  der  ersten 
in  der  Lufl  das  Vorkommen  von  Milliarden  von  Keimen 
nachzuweisen,  welche  am  Ii  da  noch  sich  finden,  wo  man  sie 
früher  zerstört  zu  haben  glaubte;  auch  rrab  er  im  Ansehhi->e 
«in  die  Versuche  von  Schwann,  M.  Sehuiue,  Schröder  und 
Dusch,  Hofmann  etc.,  Metboden  an,  durch  welche  man  jene 
Keime  sicher  zu  tödten  vermag.  Er  hat  sich  dadurch,  nament- 
lich durch  seine  Abhandlung  über  Staub  und  Krankheit, 
um  die  Ausbildung  der  jetzigen  Lehre  yon  der  F&nlniss  nnd 
Gährung,  wodurch  man  auch  ganz  andere  Anschauungen 
über  die  niedersten  Ur^'unisnien  als  Krankheitserreger  er- 
halten hat,  sehr  verdient  gemacht.  Er  war  der  Ansicht,  die 
ersten  Keime  des  Lebendigen  wären  durch  Meteore  von  ent- 
wickelteren Weltkörpern  auf  unsere  Erde  gebracht  worden. 

Von  mächtiger  Wirkung  waren  seine  auf  mühsamen 
Wanderungen  gemachten  Beobachtungen  über  das  Entstehen 
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and  die  Natur  der  Gletscher,  über  die  Bewegung  derselben 
nnd  über  die  physikaliflchen  JSigenschafben  sowie  die  Bildung 
des  Eises.  Eb  haben  diese  seine  Forachnngen  yiel  zu  der 
regen  wissenschaftlichen  Untersnchong  der  Alpen  beigetragen. 

Auch  igt  sein  Antheil  an  der  Feststellung  und  der  An- 
weuiiLing  fies  (iesetzes  von  der  Eriiiilt  iiifr  der  h]ner<::^ie,  welches 
er  in  allen  seinen  Öciiiilteii  cou^ei^uent  durchiulirtef  zu.  er- 
wähnen. 

Sehr  bemerkenswerth  und  von  grossem  Erfolge  begleitet 
waren  Tyndairs  Bemühungen,  dos  durch  die  Wissenschaft 
Erkannte  dem  Volke  in  yerständlicher  Weise  zugänglich  zu 
machen;  er  wollte  das  Wissen  Terbreiten,  um  das  leibliche 

und  geistige  Wohl  des  Menschengeschlechtes  zu  fördern. 
Als  eifri«^er  Wanderlehrer  liielt  er  durch  Klarheit  der  Dar- 
stellung und  GedaiikenreichtMni  wahrhaft  niu.sterü;iltige  \  or- 
träge:  über  die  Wärme,  den  iSchall,  das  Licht,  die  Elek- 
trizität etc.  welche  auch  durch  trettüche  Uebersetzungen 
seiner  Fachgeuossen  und  Freunde  Heimholtz  und  Wiedemann 
dem  deutschen  Publikum  bekannt  geworden  sind. 

Tyndall  war  ein  tiefer  Denker,  der  sich  nicht  nur  mit 
den  nächsten  Ursachen  einer  Erscbeinung  befasste,  sondern 
auch  die  gemeinjächaftliche  Ursache  für  eine  grössere  Gruppe 
von  Erscheinungen  zu  linden  trachtete,  und  sieh  viel  mit 
der  Frage  der  Wege  und  der  Grenzen  der  menschlichen 
£rkenntaiss  abgab.  Eine  zur  Eröffnung  der  Jahresversamm- 
lung der  British  Association  zu  Belfast  gehaltene  Rede  über 
Naturwissenschaft  und  Oflfenbarung  rief  leidenschaftliche  An- 
klagen der  Orthodoxen  gegen  ibn  hervor;  man  wird  in 
spiteren  Jahren  nicht  mehr  verstehen,  wie  es  möglich  war, 
die  Katurforscher  zu  bekämpfen .  welche  in  ihrer  Wissen- 
j^chaft  ausschliesslicii  die  Erscheinungen  festzustellen  und  die 
Ursachen  der  Dinge  zu  suchen  haben,  al)er  in  der  Ofieu- 
barung  kein  Objekt  für  ihre  Forschung  linden. 

Tyndall  hat  durch  seinen  Aufenthalt  an  deutschen  Uni- 
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Tersitäten  das  Wesen  der  deutschen  Naturfunsciier  Daher 
kennen  und  schützen  gelernt  und  namentlich  durch  seine 
Freundschaft  mit  Helmholiz  die  Beidehungen  der  englischen 
und  deu1»chen  Gelehrten  inniger  gestaltet  und  dadurch  beiden 
Tbeilen  wesentliche  Diensie  erwiesen.  Es  ist  mit  Tyndall  ein 
Forscher  von  grossem  Scharfsinn  und  von  unermüdlicher 
Ausdauer  in  der  Arbeit  diilüiige^-angen,  der  die  Wissenschaft 
über  Alles  liebte  und  in  uneigennützigster  Weise  seine  Mittel 
ZU  ihrer  Unterstützung  sowie  zur  Beförderung  des  Wohles 
der  Menschheit  verwendete.  Man  wird  ihn  stets  zu  den  be- 
deutendsten Naturforschem  unserer  Zeit  smhien. 

Heiniioh  Endolf  Herta. 

Durch  den  am  1.  Januar  IS94  erfolgten  frühzeitigen 
Tod  des  Professors  der  Phy.sik  an  der  Universitiit  zu  Bonn, 
Heinrich  Rudolf  Hert/.,  hat  die  Naturwissenschait  einen  der 
schmerzlichsten  Verluste  erlitten. 

Hertz  wollte  sich  anfangs  dem  Baufache  zuwenden  and 
besuchte  zu  diesem  Zwecke  die  technischen  Hochschulen  zn 
Dresden  und  Berlin;  aber  immer  mehr  trat  bei  ihm  die 
lebhafteste  Neigung  für  die  Mathematik  und  die  Physik 
hervor,  >o  d:\<s  er  sich  bald  ganz  dem  Stndinni  derseliieii, 
zuerst  in  München  nnd  dann  in  Berlin  bei  iLieiinholt:^,  widmete. 
In  kürzester  Zeit  hatte  sioli  der  ausserordentlich  talentvolle 
junge  Mann,  namentlich  durch  seine  mit  grösstem  Scharf- 
sinn erdachten  und  mit  seltener  Beherrschung  der  Mittel 
durchgeffihrten  elektrischen  Yereuche  an  die  Spitze  der  Physiker 
gestellt  Nachdem  schon  vor  ihm  Manche,  wie  Faradaj  und 
besonders  Maxwell,  gewisse  Beziehungen  des  Lichtes  nnd  der 
Elektii/ität  angenommen  und  glaublich  zu  machen  versucht 
hatten,  ferner  Bezold  die.<elbeu  durch  höchst  benierkeir^^wei  the, 
von  Hertz  voU  auerkannte  Versuche  erwiesen  hatte,  gelang 
es  Letzterem  den  sicheren  Beweis  des  innigen  Zusammen* 
hanges  von  Licht  und  Elektrizität  zu  führen.   Er  zeigte  in 
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aemem  bdrCibmten  Buche  .fiber  di«  Ausbreiining  der  elek- 
trischen Krafit'^,  daas  die  elektrischen  Wirkangen  sich  wie 
die  Licfatwellen  etisbreiteii,  dass  sie  ebenfalls  anf  Sehwingungen 

des  Aetliers  beruhen,  dass  die  elektrischen  und  maf^ne tischen 
Schwingungen  wie  die  des  Lichtes  transversale  sind,  dass 
sie  sich  mit  der  nämlichen  Geschwindigkeit  wie  die  des  Lichtes 
fortpflanzen,  dass  sie  durch  metallische  Wände  rcflektirt, 
durch  Hohlspiegel  gesammelt,  durch  Frisraen  ans  Asphalt 
gebrochen  werden,  durch  Isolatoren  wie  die  Licbtwellen  durch 
Glas  hindnrchgehen,  und  die  Erscheinungen  der  Polarisation 
seigen  kdnnen.  Er  hat  die  Länge  der  elektrischen  Wellen 
geraessen  und  gefunden,  dass  sie  viel  grösser  sind  wie  die 
Lichtwellen  und  eine  Länge  von  nielireren  Metern  besitzen. 
Die  Welleiibewegaiigen  von  einer  sehr  grossen  Anzahl  von 
Schwingungen  in  der  Sekunde  erregen  unsere  I«ietzhaut  und 
bringen  in  ans  die  Empfindung  des  Lichtes  hervor,  bei  einer 
geringeren  Anatahl  von  Schwingungen  haben  wir  die  dunkeln 
Wimnestrablen  mit  ihrer  Wirkung  auf 'die  Thermosäule, 
und  bei  einer  noch  geringeren  Anzahl  die  elektrischen  Wellen- 
erscheinungen. 

Durch  das  hohe  Interesse,  welches  diese  Entdeckungen 
von  Hertz  bei  jedem  denkenden  Menschen  erregen  Tiinssten, 
ist  sein  Name  auch  ausserhalb  der  engeren  Kachkreise  weit- 
hin bekannt  geworden;  man  durfte  die  grössten  Hoffnungen 
in  die  fernere  Thätigkeit  des  noch  nicht  37  Jahre  alten,  in 
Tollster  geistiger  Kraft  stehenden  Forschers  setzen,  welche 
nim  durch  sein  Hinscheiden  vernichtet  sind. 

Hertz  war  eine  vornehme  Natur,  von  edelster  Gesinnung 
nnd  tief  bescheidenem  Wesen.  Noch  wenige  Wochen  vor 
seinem  Tode  hat  der  schwer  leidende  Mann  m  einem  an 
mich  gerichteten  Schreiben  (vom  26.  November  1893),  in 
welchem  er  mich  ersuchte,  der  Akademie,  die  ihn  zu  ihrem 
MitgUede  erwählte  hatte,  seinen  Dank  auszusprechen,  dieser 
Bescheidenheit  den  rfibrendsten  Ausdruck  gegeben.  Ich 
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kann  es  mir  Dicht  versagen,  in  diesen  seinem  Andenken  ge- 
widmeten Zeilen  seine  Worte  wiederzugeben;  er  schreibt: 
«Gleichzeitig  aber  bitte  ich  Sie  auch,  frenndlichat  der  Ver- 
mittler meines  Dankes  an  die  Akademie  selbst  sein  zn  wolloi,. 
welche  mir  eine  so  grosse  Freude  bereitet  hat  nnd  mir  eine 
Khre  erwiesen  hat,  die  ii  i  niiendlich  theuer  i.st.  Mit  ge- 
rechtem 8i«>i/e  erfüllt  uiicii  der  ijedanke,  nun  in  einen  Kreis 
aufgenommen  zu  sein  und  ihm  zugerechnet  zu  werden, 
welcher  mir,  wie  ich  mich  wohl  erinnere,  schon  während 
meiner  Studienzeit  in  Mfincben  als  eine  hoch  und  unerreichbar 
fiber  mir  schwebende  Verkörperung  idealen  wissenschaftlichen 
Strebens  erschien.  Mit  Schmerz  erfüllt  es  mich  freilich  aucb, 
dass  ich  nun  in  diesem  Kreise  nicht  mehr  diejenigen  Männer 
begrüssen  kann,  welclie  damals  in  engerem  Sinne  meine 
L«*hrer  waren;  vor  allen  wünschte  ich  gar  zn  gern  den  von 
mir  hochverehrten  v.  Beetz  noch  als  OoUegen  die  Haud 
schütteln  zu  können,  dessen  einfache  Gewissenhaftigkeit  in 
der  Forschung  und' milde  Freundlichkeit  als  Lehrer  mir  immer 
als  Vorbild  vorgeschwebt  hat  Doch  dies  liegt  im  natür- 
lichen Lauf  der  menschlichen  Dinge  und  auch  so  fOhle  ich 
durch  diese  Aufnahme  dankbar  die  Vorstellungen  und  Em- 
pfindungen in  mir  aufleben,  mit  welchen  es  mir  vergönnt 
war,  mich  iu  München  zuerst  der  reinen  Wissenschaft  zu- 
zuwenden". 

Für  alle  Zeiten  wird  man  gedenken,  dass  Hertz  es  war, 
der  das  neue  grosse  Gebiet  der  elektrischen  Wellen  und 
Strahlen  durch  Experimente  erschlossen  hat,  welche  der  Aus- 
gangspunkt ffir  heute  noch  ungeahnte  weitere  Erkenntnisse 
sein  werden. 

Alezander  Theodor  Hiddendoiif. 

Der  angesehene  russische  Naturforscher  und  Keisende 
Alexander  Theodor  von  MiddendorlT  ist  am  28.  Januar  1894 
auf  seinem  Gute  zu  Hellenorm  in  Livland  in  einem  Alter 
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TOD  78^/i  Jahren  nach  Vollendung  sefner  Lebensaufgabe 
gestorben.  In  St.  Petersburg  geboren,  studirte  er  an  der 
Univeimtat  Dorpat  Medixin  und  erwarb  sich  daselbst  den 
Grad  eines  Doktors  der  Heilkunde.   Seine  Begabung  sowie 

auch  die  Neigung  noch  wenig  bekannte  Länder  7.u  sehen 
und  (leren  Fauna  und  sonftijife  Eii^eniirt  kennen  zn  lernen, 
führten  ihn  zu  eingehenden  naturwissenschaftlichen  Studien, 
welche  er  an  den  Universitäten  zu  Berlin,  Erlangen,  Wien 
and  Breslau  eifrig  oblag.  Durch  dieselben  wohl  vorbereitet, 
wurde  er  nach  der  Rflekkehr  in  sein  Vaterland  wm  Adjunkten 
des  Professors  f&r  Zoologie  an  der  Universität  Kiew  bestellt, 
begann  aber  ein  Jahr  darauf  im  Alter  von  25  Jahren  seine 
umfassenden  Reisen,  für  welche  er  durcli  glückliclie  Eigen- 
schaften dc.H  Kvu  ]>ers  und  Geistes  in  holiem  Grade  geeignet  war. 

Die  er^te  Ueise  führte  ihn  mit  der  von  Carl  Ernst  v.  Baer 
geleiteten  Expedition  an  das  weisse  Meer  und  nach  Lappland, 
wo  ihm  die  Aufgabe  zufiel,  die  Vogelwelt  des  hohen  Nordens 
SU  studieren.  Dadurch  wurde  man  in  den  Kreisen  der  kais. 
rassischen  Akademie  der  Wissenschaften  auf  ihn  aufmerksam 
und  erwShlte  ihn,  nachdem  er  vorher  zum  ausserordentlichen 
Professor  der  Zoologie  in  Kiew  ernannt  worden  war,  zum 
Leiter  der  auf  Veranlassunir  der  Akademie  ausgesandten  grossen 
Expedition  in  den  änssersten  Norden  und  Osten  Sil>inens, 
wobei  er  durch  das  Parairland  bis  an  den  Ainnr  vordrang.  In 
Folge  der  glücklichen  Ergebnisse  dieser  kühnen  und  für  die 
Natttigeschichte  überaus  fruchtbaren  Kdse  wurde  er  Adjunkt 
flir  Zoologie  an  der  Petersburger  Akademie,  dann  ausser- 
oideotliches  und  ordentliches  Mitglied  imd  spater  Sekretär 
nnd  Ehrenmitglied  dieser  Akademie,  zu  deren  bekanntesten 
Mitgliedern  er  zählte.  Er  liat  darnach  noch  mehrere  lu  i^rn 
yffinachh  mit  dem  Grossfürsten  Alexis  .Alcxautlro witsch  nach 
der  Krim  nnd  durch  das  Mittelmeer  nach  TeneriÖa,  Orotava 
und  den  Cap  Verdischen  Inseln;  dann  mit  dem  Grossfürsten 
Wladimir  Alezandrowitsch  in  das  mittlere  und  sfidliche 
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Sibirien  an  den  Altai  bis  zAir  cliinesischen  Grenze;  mit  dem 
Groesfürsten  Alexei  nach  dem  Norden  Roaslunds,  nach  dem 
Weissen  Meer,  Nowaja  Semlja  nnd  Island;  hieraaf  noch 
seine  berfihmte  Eleise  in  das  Ferghana-Gelnet  und  endlich 

eine  letzte  abermals  in  den  Norden  Rasslands. 

Die  lie.sultate  dieser  Fahrten,  u'elche  er  in  grosseren 
Werken  besclirieb,  waren  für  die  Keiintni?s  Russlands,  seine 
geologischen,  geographischen,  ethnographischen  nnd  meteoro- 
logischen Verl)iiitnisse  und  für  die  Wissenschaft  sehr  nützlich. 
Vor  Allem  wichtig  sind  die  ornithologischen  Ergebnisse  der 
Lappliinder  Reise;  die  Funde  der  Reise  in  den  äussersten 
Norden  und  Osten  Sibiriens,  bei  deren  Bearbeitung  er  die 
zoologische  Abtheilnng  Übernommen  hatte,  welche  eine  wür- 
dige Ergänzung  zu  den  früheren  Arljciten  von  ['ulhis  bihlet; 
die  Beschreibung  der  Harohin/fnsteppe  im  ;isiatischen  Kuss- 
land,  die  Untersucluuig  des  Golfstroms  ostwärts  vom  Nordkap 
nnd  seine  Einblicke  in  das  Ferghauathal  im  Süden  von  Tur- 
kestan.  Von  besonderer  Einsicht  und  kritischer  Schärfe 
zeugen  femer  die  Untersuchungen  an  Schfideln  des  gemeinen 
Land  baren  als  Beleuchtung  der  Streitfrage  über  die  Arten 
fossiler  Landbaren;  die  Beiträge  zur  Malacozoologia  roseica 
waren  für  die  Kenntniss  der  Thierwelt  des  russischen  Reiches 
von  Hedeutung;  uuch  sind  seine  Angaben  ül)er  die  Wahr- 
scheinlichkeit eines  im  Vergleich  mit  dem  Meerwasser  der 
Jetztzeit  höheren  Gehaltes  an  ßittererde  in  dem  Wasser 
vieler  Meere  der  Juraperiode,  sowie  seine  Untersuchung  über 
die  Temperaturen  im  Scherginschacht  zu  Jakutzk  heryor- 
zuheben. 

Middendorff  hat  sich  durch  diese  Arbeiten  einen  wohl- 
verdienten Ruf  als  Naturforscher,  Geograph  und  Ethnograph 
gemacht. 
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Peter  Josef  van  Beneden« 

Professor  der  Zoologie  und  vergleichenden  Anatomie  an  der 
Universität  Löwen,  eines  der  thatigsten  Mitglieder  der  belgi- 
schen Akademie  und  einer  der  bedeutendsten  Naturforscher 

seines  Vaterlandes,  ist  iim  8.  Januar  1891  im  hohen  Alter 
?on  84  Jahren  pfestorhen.  Er  hatte  wie  so  viele  andere 
Naturtorsclier  anfänglich  Medizin  studirt,  interessirte  sich 
aber  von  früh  au  lebhaft  für  die  Organisation  der  Thiere. 
Sein  Name  wurde  zuerst  bekannt  durch  die  wichtigen  Studien 
Aber  die  Fauna  der  belgischen  Nordsee,  wosu  er  sich  aus 
eigenen  Mitteln  in  Ostende  ein  Laboratorium  und  ein  Aquarium 
eingerichtet  hatte,  als  erste  am  Meere  gelegene  zoologische 
Station  in  Europa.  Seine  grüsste  Leistung  waren  seine  Unter- 
suchnngen  über  die  Parasiten  des  Thierkörpeiö ;  in  seinem 
"grossen  Werke  über  dif*  Geschichte  der  Entwicklung  der 
innerlichen  Würmer  hat  er  die  vielfachen  Umgestaltungen 
und  die  sonderbare  Vermehrung  der  Eingeweidewürmer  als 
einer  der  eisten  nachgewiesen  und  den  feineren  Bau,  sowie 
die  Entwicklung,  die  Metamorphosen,  die  Fortpflanzung  und 
die  ganze  Lebensgeschichte  dieser  Thiere  auf  das  Genaueste 
beschrieben.  Gleichzeitig  mit  unserem  verstorbenen  Oollegen 
von  SiHl>()l(l.  oder  eigentlicl)  schon  voriier,  hatte  van  Beneden 
liie  (-ntozuuLi-'  he  Fanna  der  ozeanischen  Fisiche,  i)e.sunders 
der  Kochen  und  Haie,  untersucht  und  gezeigt,  dass  die  ab 
blosse  Köpfe  oder  finnenartige  Parasiten  in  verschiedenen 
Organen  vorkommenden  Bandwurmköpfe  (Tetrarhjnchusköpfe) 
ans  wandernden  Embryonen  hervorgehen  und  sich  dann  in 
dem  Darmkanal  von  Fischen,  welche  dieselben  mit  den  Wirthen 
verschlangen  haben,  durch  Gliederbildung  in  die  geschlechts- 
reifen  Formen  verwandehi.  Dadurch  lieferten  van  Heneilen 
und  Sieb(dd  den  Beweis  für  Steenstrujj's  Anschauung  über 
deu  Generationswechsel^  nach  welcher  der  Kopf  des  Band- 
wurmes eine  larrenartige  Amme  ohne  OeschlechtHtheile  dar- 
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stellt,  die  Glieder  aber  die  Gescblechtsthiere  repräsentireu. 
Es  existirt  somit  in  einem  gewissen  Stadium  der  Entwicklung 
Ton  den  späteren  Bandwürmern  nur  der  selbständig  lebende 
sogenannte  Kopf  (Scolez),  der  allmählicb  nnter  giSnstigeii 
Verhältnissen  an  seinem  hinteren  Ende  ein  Glied  nach  dem 
anderen  herrortreibt.  Die  in  den  Organen  abgelagerten 
Blasenwürmer  hatte  Siehold  für  pathologische  Gel)ilde  ge- 
halten, während  van  Beueden  darthat,  dass  sie  sich  an  die 
Tetrarhyachusköpfe  anschliessen  und  unreife  Zustande  der 
Bandwürmer  darstellen,  die  sich  ebenfalls  dann  im  Dann  ge- 
eigneter Thiere  in  Bandwürmer  verwandeln. 

Diese  seine  Untersuchungen  haben  die  Annahme  einer 
Urzeugung,  welche  man  bei  den  Eingeweidewürmern  noch 
am  längsten  festgehalten  hatte,  da  man  deren  Entstehung 
aus  vorhaixlenen  Eiern  nicht  nachzuweisen  im  Stando  war, 
erschüttert  und  gestürzt.  Die  französische  Akademie  krönte 
sein  Werk  mit  dem  grossen  Staat^^preise  für  Naturwissenschaft 

Yan  Beneden  stellte  in  einer  bedeutsamen  Arbeit  den  Unter- 
schied zwischen  Parasitismus  und  Commensalismns  in  der 
Thierwelt  auf;  die  bei  dem  Menschen  nnd  den  Haustbieren 
nicht  yorkommenden  Commensalen  sind  darnach  nur  schein- 
bare Parasiten,  Geschöpfe,  die  zwar  ganz  nach  Para^t^nart 
auf  grösseren  Thieren  leben  und  durch  ihre  Organ i?;ation 
den  Parasiten  ähneln,  aber  doch  keine  Schmarotzer  sind, 
indem  sie  nicht  von  den  Säften  und  Geweben  ihres  Trägers 
sich  nähren,  sondern  als  Mitesser  von  den  Nahrongsstoflfen 
desselben  zehren. 

In  einer  späteren  Abhandlung  beschrieb  er  die  lebenden 
und  fossilen  Walfische,  zu  welchem  Zwecke  er  sich  an 
mehreren  Expeditionen  zuui  KauLi:''  diaser  grossen  Säut^er  be- 
theiligte. Auch  als  Paläontologe  hat  er  sich  verdient  ge- 
macht, indem  unter  seiner  Leitung  die  bei  den  Befestigungs- 
arbeiten von  Antwerpen  ausgegrabenen  fossilen  Ueberreste 
von  Seethieren  praparirt  und  aufgestellt  wurden« 
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vftn  Beneden  gehört  zn  den  Begründern  der  heutigen 
▼ergleichenden  Anatomie;  er  war  einer  der  Ersten,  der  die 
Zoologie  ans  den  Fesseln  einer  Mose  äunerliehen  Beschreibung 

der  Arteu  befreien  half. 

Alphonse  de  Candolle. 

Am  4.  April  1893  ist  zu  Genf  der  berühmte  Botaniker 
Alphonse  de  Candolle^)  ans  dem  Leben  geschieden.  Er  hat 
▼or  Allem  das  Verdienst  die  von  seinem  Vater  Pyramus 

de  Candolle  begonnenen  grossen  systematischen  und  pfianzen- 
goographischen  Unteniehmiint^en  in  der  erfolgreichnteu  Weise 
fortgebt izt  zu  haben.  Durch  den  Einfluss  des  Vaters,  in 
dessen  Besitz  sich  umfassende  Pflanzensaromlungen  und  eine 
werthYolle  Bibliothek  befanden,  wurde  die  Neigung  zur 
Botanik  in  ihm  erweckt;  aber  nachdem  er  anfangs  an  der 
üniTeiaität  zu  Genf  Vorlesungen  fiber  Philosophie,  beschrei- 
bende Natnrwissenschaften  und  Physik  gehört  hatte,  ver- 
anlasste ihn  in  den  daniaÜL'en  kritischen  Zeiten  der  Vater 
vorerst  die  Jurisprudenz  zu  alj-o!\  iren  und  den  juristischen 
Doktorgrad  zu  erwerben,  um  sich  eine  sichere  Lebensstellung 
zn  verschaffen.  Erst  darnach  gab  er  sich  ausschliesslich 
den  botanischen  Studien  unter  der  Leitung  seines  Vaters  hin. 
Bald  Termochte  er  den  Letzteren  in  dem  akademischen  Unter- 
richte zn  unterstfltzen,  so  dass  er  schon  im  Alter  von  29  Jahren 
als  sein  Nachfolger  erwÄhlt  wurde,  nachdem  jener  sich  von 
dem  l^rhruiiite  zurück<j!:ezo<i!;en  hatte,  um  (^anz  seinen  wissen- 
schaftlichen Unternehm nniren  sich  wi(hnpn  zu  kr>iinen.  Nach 
dem  Tode  des  Vaters  war  er  der  Erbe  des  Herbariums,  der 
Bücher  und  der  Aufzeichnungen  desselben;  er  hatte  aber 
damit  auch  die  Verpflichtung  ererbt,  dieselben  im  Sinne  des 
Verblichenen  fortzuf&hren  und  ftlr  die  Wissenschaft  nutzbar 
va  machen.   Dies  hat  er  nun  auch  in  einer  so  freigebigen 
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und  uneigennfltxigen  Weise  getban,  wie  es  noch  nie  toq 
einem  Botaniker  geschehen  war.  Im  Alter  von  44  Jahren 
wurde  er  zu  seinem  Schmers  durch  politische  Einflösse  ge- 

nÖthigt,  seiner  Professur  im(J  der  Vorstandschaffc  des  botani- 
schen Gartens  zn  Oenf  zu  entsagen,  was  aber  üciuen  wis^cn- 
schaftliclien  Arbeiten  zn  Gute  kam,  ja  sie  io  ihrer  Aus- 
dehuuug  erst  ermöglichte. 

Es  sind  vorzüglich  zwei  Werke,  durch  welche  Alphonse 
de  CandoUe  sich  schwerwiegende  Verdienste  um  die  Wissen- 
schaft erworben  hat,  jedes  für  sich  ausreichend,  um  dem 
Manne  die  dauernde  Dankbarkeit  der  Facligenoseen  zu  sichern 
und  ihm  eine  Stelle  unter  den  ersten  Förderern  der  Wissenschaft 
zu  gewinnen;  der  von  seinem  \'ater  im  Jahre  182G  begonnene, 
von  A.  de  Candolle  (von  den»  im  Jahre  1844  erschienenen 
VTTl.  Bande  ab)  fortgesetzte  und  im  Jahre  1873  (mit  dem 
XVIL  resp.  XX.  Bande  för  die  Dicotyledoneu)  abgeschiossoie 
Prodromus  systematis  naturalis  regni  vegetabilis  (gefolgt  von 
den  Suites  au  Prodromus  für  die  Monocotyledonen  etc.);  ferner 
dessen  Geographie  botanique  raisonn^e  (1855). 

Durch  das  erstere,  grosse  allgemeine  Pflanzen  werk,  vou 
svelchcin  er  selbsjt  woM  iitliche  Theile  verfasste,  und  zu  iie.-^-en 
Durchführung  es  trotz  des  Zaubers,  den  der  Name  de  Candolle 
auf  die  Sy-stematiker  ausübte,  einer  zielbewussten  Ausdauer 
und  Energie  bedurfte,  wie  sie  eben  A.  de  Candolle  aus- 
zeichnete, hat  derselbe  der  Gewächsknnde  ein  tieferes  Fnnda» 
ment  geschaffen,  welchem  er  die  grösstmögliche  Festigkeit 
und  Nutzbarkeit  dadurch  zu  geben  verstand,  dass  er  ihm  ein 
j'  derzeit  erneuter  ßerathung  zugängliche«  Arcliiv,  eine  Samm- 
lung nHtui  lii,=5torischer  Dokuineitte  zur  Seite  stellte,  indem  er  in 
dem  üerbarium  Prodromi  soviel  nur  immer  möglich  und  in  einem 
Maasse,  wie  es  bis  dahin  noch  nirgends  geschehen  war,  ein 
reiches  Material  ftir  die  Bearbeitung  der  einzelnen  Familien 
zn  Tereinigen  und  nach  der  Bearbeitung  für  die  Dauer  nieder* 
zulegen  bestrebt  war.  Es  bedurfte  in  einer  Zeit,  in  welcher 


tf.  Voü:  NehnXog  auf  Aiphonse  de  Gandolle.  155 


die  sjstemafciache  Arbeit  durch  die  in  den  Vordergrund  ge- 
tretene anatomische  nnd  entwicklungsgeechichtliohe  Richtung 
eine  wesentliche  Einhnase  erlitten  hatte  nnd  noch  fern  von 

dem  jetzt  durch  die  Anwendung  eben  dieser  Richtungen  auf 
sie  g»'wonnencn  Aufschwünge  war,  der  ganzen  Hingebung 
eines  für  die  ererbte  Aufgabe  begeisterten  Mannes,  wie 
A.  de  Candolle,  um  dieselbe  zu  entsprechendem  Ende  zu 
führen.  Nach  dem  richtigen,  in  seiner  .Phytographie"  1883 
gemachten  Ausspruche  A.  de  Gandolle*8  selbst,  dsss  die 
systematisch-descriptiTen  Werke  am  längsten  ihren  Werth 
behalten^  mag  man  getrost  den  Prodromus  als  das  wichtigste 
Werk  de  CandoUe's  betrachten,  wenn  er  auch  nicht  lediglich, 
wie  seine  Pflanzengengmphie,  ihm  selbst  seinen  Inhalt  ver- 
dankt. Mit  demselben  hängt  auch  A.  de  Candolle\s  verdienstvolle 
Arbeit  bezfiglich  der  gesetz massigen  iElegelung  der  botanischen 
Nomenclatur  (unter  Sanctionirung  durch  den  internationalen 
botanischen  Gongress  zu  Paris  im  Jahre  1867)  zusammen. 

Durch  das  zweite,  durch  Alexander  von  Humboldt*s 
Schriften  Über  die  Verbreitung  der  Pflanzen  sowie  durch  die 
Arbeiten  seines  Vaters  angere^^te  \\'erk,  die  Geographie 
botanique,  erscheint  A.  de  Candolle  frl*?ichsain  als  der  Schöpfer 
der  pflanzengeographischen  Disziplin,  insuferne  sich  dieselbe 
die  Erforschung  der  ursächlichen  Momente  für  die  gegen- 
wärtige Yertheilung  der  Pflanzenwelt  auf  der  Erdoberfläche 
zum  2«iele  setzt.  Um  das  ,  Kerum  cognoscere  cuusas*,  wie 
er  direkt  herrorhob,  handelte  es  sich  ihm  dabei,  und  nicht 
bloss,  was  bis  dahin  im  Wesentlichen  die  Pflanzen geographie 
ausmachte,  um  die  Registrirung  und  Schilderung  der  that- 
sächlichen  Verhältniüse  in  der  Vertlicilung  der  Pflanzen. 
Er  wpn<h'te  namentlich  der  Abhängigkeit  der  I'flanzenver- 
ikeüuug  von  dem  Einflüsse  der  Wärme  und  des  Liciites  sein 
Augenmerk  zu  und  nahm  zugleich  entsprechende  Rücksicht 
auf  die  damals  bereits  bekannt  gewordenen  geologischen  Be- 
fände, jedoch  nicht  ohne  entsprechende  Vorsicht  bei  ihrer 
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Verwerthung  zu  üben  uu'l  /u  verlangen.  Mit  beflonderer 
Vorliebe  ging  er  der  Vertheiluog  und  dem  Ursprünge  der 
Kulturpflanzen  nach,  über  welche  er  noch  in  seinem  77.  Jahre 
(1883)  eine  besondere,  in  des  weitesten  Kreisen  geschätste 
Arbeit  (Origine  des  plantes  cnltivees)  lieferte,  welche  ebenso 
seinen  unermüdlichen  Fleiss  wie  seinen  kritischen  Sinn  her» 
vortreten  liU^t. 

Eine  besonders  originelle  Schrift  iüt  seine:  Histoire  des 
sciences  et  des  savants  depuis  deux  siecies,  suivies  d'autres 
etudes  sur  des  su jets  scieiitifiques,  en  particulier  sur  la  selection 
dans  Tespece  hamaine  (1873),  in  der  er  in  geistreicher  Weise 
die  Leistungen  der  Gelehrten  aus  ihren  Eigenschaften  absn- 
leiten  suchte. 

,  Die  Werke  de  CandoUe's  sind  auf  eine  durch  einen 

erstaunliclitn  Fleiss  und  eine  musterhafte  <  if.Miauigkeit  und 
Treue  der  rntersucliung  gewonnene  nnifiweude  Erfahrung  ge- 
gründet: sie  werden  daher  einen  für  alle  Zeiten  bleibenden 
Werth  in  der  botanischen  Wissenschaft  besitzen. 


Arcangelo  Scacdü^) 

geboren  den  9.  Februar  1810  in  Graviua  (Bari)  auf  Sizilien, 
Senator  des  Ivinigreichs  Italien,  Professor  der  Mineralogie 
an  der  Universität  und  Direktor  des  mineralogischen  Museums 
zu  Neapel,  seit  1867  auswärtiges  Mitglied  unserer  Akademie, 
starb  am  11.  Oktober  1898  in  Neapel,  wo  er  mehr  als 
50  Jahre  hindurch  gewirkt  hatte. 

Am  meisten  bekannt  i;-t  Scacchi  wohl  durch  seine  Ar- 
beiten iWmr  den  Vesuv.  Seit  1842  widmete  er  seine  Zeit 
«lefii  Stiuliiim  der  Eruptionen  diese»  Vulkans  und  der  Produkte 
desselben,  und  ihm  verdanken  wir  wesentlich  die  Kenntniss 
der  ^nossen  Mannigfaltigkeit  von  Mineralien,  welche  sich 
theils  als  sublimative  Bildungen  auf  den  Laven  des  Kraters, 
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tbeils  in  den  zablreichen  Anawürflingen  der  Sommft,  hier 
meist  meUmorpliischer  Entstehung,  finden.  Nicht  nur  yon 
den  früher  bereits  bekannten  Mineralien  lieferte  er  ein- 
gehendere Untereuchungen,  welche,  wie  die  berühmte  Arbeit 
üi)tT  die  Ilmnitgrnppe,  die  Grundlage  jedes  weiteren  Studiums 
deraüibfu  geworden  sind,  sondern  iiucb  die  Entdeckung  zahl- 
reicher neuer  Mineralien,  zum  Theil  noch  gar  nicht  bekannter 
chemischer  Verbindungen,  war  das  Ergebniss  seiner  Vesuv- 
stadien, ^welche  besonders  bei  den  sehr  Terganglichen  Snbli- 
mationsprodnkten  mit  grossen  Schwierigkeiten  yerbonden 
waren.  Trotssdem  war  er  stets  darauf  bedacht,  jene  in 
solche?!  Mengen  zu  sammeln,  dass  sie  nicht  nur  zu  seinen 
Untersucliuntren  und  zur  Bereicherung  des  von  ihm  geleiteten 
Museums  dienen  konnten,  sondern  ihn  auch  in  den  Stand 
setzten,  seinen  Fachgenossen  in  reichlichem  Maasse  davon 
mitsatheilen.  Dies  tbat  Scaccbi  nun  in  einer  selten  liberalen 
Weise  und  ermdglichte  dadurch  auch  eine  Reihe  wissen* 
schaftlicher  Arbeiten  Anderer  Aber  VesnTmineraHen ,  ebenso 
wie  er  gern  fremde  Sammlungen  durch  Abgabe  von  Mineralien 
unterstützte.  So  verdankt  auch  die  hiesige  Sammlung,  au 
älteren  Vori^omnmissen  des  Vesuv  wohl  eine  der  reichsten 
ausserhalb  Italiens,  ihm  wesentliche  Vervollständigung  durch 
seltene  neuere  Vorkommen.  In  chemisch-geologischer  Be- 
ziehung nicht  minder  wichtig,  als  seine  Stadien  am  Vesuv, 
war  seine  üntersDchung  der  fluorhaltigen  Answürflinge  der 
bis  dahin  unbeachteten  kleinen  Vulkane,  welche  die  Tuffe 
von  Samo  und  Nocera  in  der  Campagna  hervorgebracht 
haben,  weil  diese  über  Funiaruleuwirkungen  belehrten,  welche 
eine  merkwürdige  Aehnlichkeit  ihrer  cheniLstiion  Produkte 
mit  gewissen,  in  den  ältesten  massigen  Gesteinen,  besonders 
den  Graniten,  vorkommenden  Mineralbildungen  zeigen. 

Neben  dimn  mineralogischen  und  geologtscben  Studien 
beschäftigten  Scacchi  zahlreiche  und  umfangreiche  Arbeiten 
auf  dem  Gebiete  der  chemischen  Krystallographie.  Seine 
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mit  höch'iter  Sori^falt  angesteliien  Hucbachtungen  über  die 
Schwunkuiij^^eu  der  I'liiehenwinkel  der  Krystalle  und  die  Ver- 
schiedenheiten der  pliy^ikalischen  und  krystallographischen 
Eigenschaften  chemisch  übereinstimmender  Körper  führten 
ihn  auf  theoretische  Vorstellungen,  welche  er  in  seinen 
Publikationen  Über  «Polyedrie*  und  ulv  ymmetrie*  nieder- 
legte. Wenn  diese  Vorstellungen  auch  heute  nicht  mehr 
als  anerkannte  gelten  köiiiieii,  so  behalten  doch  seine  Be- 
obiichtungeu  selbst  stets  hohen  AVerth  in  Felipe  der  o^crade/Ai 
muätergiltigen  Sorgfalt,  mit  weicher  dieselben  aogestelit  und 
in  Wort  und  Bild  wiedergegeben  sind,  so  dass  es  möglich 
ist,  sie  in  ganzem  Umfange  als  thatsächliche  Grundlagen  der 
inzwischen  aus  den  Fortschritten  der  Wissenschaft  sich  er^ 
gebenden  Anschauungen  zu  benutzen.  Namentlich  enthalten 
seine  Arbeiten  Über  die  rechts-  und  Hnk^weinsauren  Salze 
ein  hochiuteressuntes  und  bisher  noch  viel  zu  wenig  berück- 
sic'hti<^tes  Material  von  Beobachtungen  über  gewisse  merk- 
würdige Hern iedrie Verhältnisse,  weiche  erst  in  neuester  Zeit 
als  theoretisch  möglich  anerkannt,  von  ihm  aber  schon  vor 
Jahrzehnten  richtig  beobachtet  und  beschrieben  worden  waren, 
so  dass  diese  Arbeiten  in  nicht  geringerem  Grade,  als  die 
zuerst  erwähnten,  für  alle  Zeiten  eine  grosse  Bedeutung  für 
die  Entwicklung  der  Krystallographie  behalten  werden. 

Scacchi  war  einer  der  angesehensten  Gelehrten  Italiens; 
sein  Name  wird  für  immer  mit  dem  des  Vesuv's  verknüpft 
bleiben. 
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1.  Herr  N.  ROdinger  hält  unter  Vor/eigiing  von  ana- 
tomiscbeo  Präparaten  einen  Vortrag:  «über  die  Gehirne 
▼erschiedener  Uunderacen*. 

2.  Herr  HüOO  Sskliorr  macht  eine  Mitfcheilung:  »Maz- 

welTs  und  Ilirn'.s  U ntersucliuugeii  über  die  Consti- 
tution des  Sutu rn ri nges*. 

3.  Herr  E.  v.  LomiBL  legt  eine  Arbeit  der  Herren 
L.  Gbabtz  und  L.  Fokm:  ,über  normale  nnd  anomale 
Dispersion  elektrischer  Wellen*  vor. 

4.  Herr  LüüWlG  Bot.T?:mann  ln*-])riclit  dwi  Abband liin<;en 

a)  von  dem  Vortragenden:  ^über  tlni  Beweis  des 
Maxwell'achen  Geschwind  i  k  c  it  s  verthei- 
lungsgesetzes  unter  Gasmoleküien"; 

b)  von  dem  Vortragenden :  „zur  Integration  der  Dif- 

fusidiisgleichung  bei  variabeln  Diffuaions- 
coefficienten*; 

c)  von  Prof.  A.  ^Vassmuth  in  Graz:  „Über  die  An- 
wendung des  Prinzips  des  kleinsten  Zwangs 
auf  die  Elektrodynamik*. 

5.  Herr  W.  v.  Gümbkl  überreicht  eine  Abhandhini^  des 
auswärtigen  Mitgliedes  F.  v.  Sandbeuckk  in  Wür/.burg: 
,öber  die  Erzlagerstätte  von  Goldkronach  bei  Bern« 
eck  im  Fichtelgebirge*. 
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Haxweli's  und  Hirns  Untersuchungen  über  die 
Constitation  des  Satornrmges. 

Von  H.  Seeliger. 

Bei  verschiedenen  Gelegenheiten  habe  ich  darauf  auf- 
ni^rlsam  gemacht,  dass  ein  Theil  der  Untersuchungen  Max- 
well'»^) fiber  den  Satamring  keineswegs  einwandfrei  ist  und 
dasB  sich  g^en  die  Richtigkeit  der  yon  ihm  angewandten 
hitegrationsmetbode  begründete  Zweifel  yorbringen  lassen. 
Ich  möchte  mir  erlauben  im  Folgenden  anf  diesen  Gegen- 
ßtancl  zurückziikouirneii,  hierbei  aber  auch  auf  die  von  Hirn^) 
Terüffontlicliten  I Untersuchungen,  die  wenig  bekaiiiit  zu  sein 
sciieinen,  m  Kürze  eingehen.  Wie  schon  die  ganz  verschie- 
denen Wege,  welche  beide  Forscher  gehen,  klar  zeigen,  ist 
die  Him*sche  Abhandlung  ohne  Kenntniss  der  mehr  als 
16  Jahre  früher  aasgearbeiteten  Untersuchung  yon  Maxwell 
entstanden.  Es  wird  dies  im  Uebrigen  noch  besonders  in 
einem  von  Hirn  an  Moigno  gerichteten  Briefe  hervorgehoben, 
welcher  der  Abhandlung  als  Anhang  beigegeben  ist. 


1)  On  the  Stabihty  of  the  motion  of  Saturn'a  Ring.  An  Essay, 
«bich  obtained  ibe  Adama  Prise  for  the  jear  1866  in  tbe  Univeraity 

of  CambridfT»', 

2)  Meiiiuire  snr  les  conditions  d'(?quilil»re  et  sur  la  nature  pro- 
bable de8  iinneaux  de  Öatarne ,  presente  ie  16  Septembre  1872  a 
l  Academie  de«  Sciences. 

IIatli.-pb7a.  CL  2.  U 
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Was  die  Maxweirsche  Untersuchung  betrifft,  so  werde 
ich  mich  hier  im  WesenUicheii  nur  mit  seiner  Theorie  der 
Bewegung  eines  festen  Ringes  beschäftigen.  Die  Ifazwell* 
sehe  Arbeit  enthält  bekanntlich  noch  sehr  viel  mehr  und 

darunter  sehr  interessante  Din^e,  tVeilicli  nicht  alles  in  wün- 
schenswerther  oder  auch  nur  erforderlicher  Strenge.  Hierauf 
zurückzuküuiuieu,  muss  ich  mir  für  eine  spätere  Gelegenheit 
vorbehalten. 

Zunächst  möchte  ich  aber  an  die  von  Laplaoe  in  der 
M^anique  eheste  gegebenen  Entwicklungen  anknüpfen  und 

einige  Henierkungen  unschliessen,  da  hierdurch  die  Sachlage, 
wie  sie  die  Annahme  einer  festen  Constitution  der  Saturn- 
ringe schaÖt,  nicht  schwieriger  zu  klären  sein  dürfte,  als 
durch  die  viel  complicirteren  aber  nicht  strengen  Unter- 
suchungen von  Maxwell  oder  die  Bemerkungen  von  Hirn. 

Es  seien  B  und  S  die  Gesammtmasse  des  Ringes  und  des 
Saturn  und  mit  denselheu  Buchstaben  mögen  die  beiden 
Schweri)unkte  bezeichnet  werden. 

£s  sei  femer  r  die  Entfernung  S8t  ^  der  Winkel, 
den  118  mit  einer  festen  durch  B  gehenden  Uichtung  bildet, 

(p  der  Winkel,  den  R8  mit  einer  durch  R  gehenden  mit 

dem  Ringe  fest  verbünde iieri  Richtung  Inldet,  d  m  ein  Massen- 
elenient  des  Ringes  und  ^,  r'  seine  Entfernungen  von  It 
bezw.  von  Ä 

Setzt  man  dann  q>+&^tff  und  ausserdem  das  Potential 


wo  k  die  AnKiebungsconstante  ist,  so  werden  die  r^oerst  von 

Maxwell  autgestellteu  DitiV'rcntialgleichungeu  für  die  Bewe- 


gung von  Ii  gt'gon  S,  sofern  die  Belegung  als  in  der  Ring- 
ebene  vor  sich  gehend  betrachtet  wird: 
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'KW  = 

diV  du 


dr 


(1) 


Es  werde  nun  der  von  Laplace  betrachtete  Fall  eines 
homogenen  unendlich  dünnen  Kreisriiiges  betrachtet.  Uier 
ist  V  noabhängig  von  (p  und  demzufolge,  wenn  y  eine  Con- 
sbnte  bedeatdt: 

""-dt-^ 
dt*     ^\dt)         Ä    '  ar 

Führt   man   rechtwinkelige   Coordiuaten   X  =  r  cos 
y  =  rsin^  ein,  so  kann  mau  schreiben: 

d*x_B+8rF  X 

dr  r 


di* 


R 


di^        M      dr  r 

8  besclireibt  ako  um  das  Centram  des  Krekringes  eine 
Centraibewegung. 

dV 

Non  ISssfe  sich  leicht  zeigen,  dass  ~^  stets  poeitiv  ist, 

woraus  folgt,  dims  S  vom  Centruin  des  Kreises  abgeslo-ssen 
wird.  Die  Bewegung  ist  also  instabil  und  ein  Zusanimen- 
stoss  des  Rioges  mit  dem  Saturnkörper  unausbleiblich.  Es 
soll  hier  gezeigt  werden,  in  wie  hohem  Grade  der  Zustand, 
irano  8  genau  im  Centram  des  Kreises  sich  befindet,  instabil 
ut  und  wie  eine  minimale  Yerschiebnng  ausreicht,  um  das 
Auffidlen  des  Ringes  auf  den  Saturn  in  kurzer  Zeit  herbei- 
zuführen.  Erhält  S  eine  sehr  kleine  Geschwindigkeit  c  vom 

II* 
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Kreismittelpankt  fort,  flo  wird  es  sich  offenbar  in  gerader 
Linie  dem  Ringe  nähern.    Man  hat  dann 


und  hieraus 


(2) 


wo  Fq  der  Werth  von  V  für  r  =  0  ist.  Für  V  ergiebt  sich 
sofort,  wenn  a  der  Bingradius  ist: 


COS  tp 


Mit  Hülle  der  Transformation 

sin  tf) 


V 


1— .2  —  008  0^+™ 


kann  man  für  alle  Rechnungen  viel  bequemer  schreiben: 


7t 


y^2J^R  C'    du  _ 


Man  hat  also  jetzt 


\dt)  ,ra  ~" 


3f 


d  u 


2 
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£Dt wickelt  man  noch  Potenzen  von  —  und  setzt  zur  Ab- 

a 


kfinuDg : 


r 
a 


— +  (i)'-+(|7ÖV+... 
2a 

00  wird  einfach 

dt—       ^  ^  ^ 

Um  die  Zeit  f  zu  berechnen,  welche  vertiiesst  vom  Anfange 
der  Bewegung  bis  zam  Zusammeustosse  der  Satumoberfläcbe 
mit  dem  Hinge,  hat  man: 


dx 


9 

wobei      den  Endwertb  von  x  bedeutet. 

D;i.s  Integral  kann  unschwer  mit  belieljiger  Aiinahening 
berechnet  werden.  Ich  begnüge  mich,  seinen  Werth  zwischen 
zwei  genügend  nahe  Grenzen  einzuschliessen.  Man  fiieht 
sofort,  dass 

Jd  X  ,         C  dx 
 .  >t>al  ^ 


wobei 


v=i»[i+(f)%.»+e:|)^.*+..] 
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Mau  bat  demzufolge: 


'1  iog[^L£L±Z£L+V£i!J 


Der  Satuniring  könnte  nach  Ansicht  von  Laplace  aus 
einer  sehr  grossen  Anzahl  unendlich  dfinner  Ringe,  welche 
aber  inhomogen  sind,  bestehen.  Der  Angenschein  lehrt  aber, 
dass  der  Saturnring,  als  Ganzes  aufgefasst,  den  Eindniek  einer 

im  hohen  Grade  honiugeueu  Massen- Anonlnung;  in  periphe- 
rischer Richtung  macht  und  man  wird  die  Bewegung  von  S 
gegen  diiü  gemeinsame  Cetitrum  die.-rr  liin<^e  jedenfalls  nahezu 
erhalten  f  wenn  mau  den  ganzen  Satururing  als  eine  breite 
aber  unendlich  dünne  Scheibe  ansieht  Bezeichnet  dann 
und  Ai  den  Radius  der  inneren  bezw.  der  äusseren  Begren- 
zung, a  die  Entfernung  eines  Ringelementes  Yom  Ringcentrum, 
6  die  homogene  Dichtigkeit,  so  ist  jetzt  zu  setzen: 

J        J  l/a»4-r*  — 2arcos^ 

Benutzt  man  wieder  die  oheu  angewandte  Transformation, 
und  fuhrt  die  Integration  in  Bezug  auf  c  aus,  so  ergiebt  sich : 

9  0 

Analog  dem  früheren  wird  man  zur  Abkürzung  setzen 

r 
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<»o  +  «i 
Hierdurch  erhält  man 


,   (Ix  r   


und  die  Zeit  t  vom  Aiitiiii<^e  der  Bewu^uHpj,  bis  zimi  Zu- 
sanimen8io6se  der  inneren  liingbegrenzung  mit  dem  Öaturn- 
körper  wird: 

d  X 


t 


Es  könote  <  nan  wieder  innerbalb  gewisser  Grensen  einge* 
schlössen  werden.  Für  die  folgende  Abschätzang  geotlgt  es 
aber  ▼oUkommen  zu  setzen: 


i 


In  der  m.  Kntfernung  0.539  erscheinen  die  (Irösscn 
o„,  rij  und  der  Radius  des  Saturn  unter  den  schein baien 
Winkeln  19".  75,  13".  75,  8".  65.  Es  ist  hierbei  nur  der  helle 
Bing  in  Betracht  gezogen,  also  der  Florring  ganz  unberück* 
sichtigt  gelassen  worden,  wodurch  natfiriicb  t  zu  gross  wird. 
In  den  gewöhnlichen  astronomischen  Einheiten  ausgedrückt, 
ergtebt  sich  so: 

log/  =  7.8684  -10 
loga;,«  9.4906— 10 

und  hiermit: 
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t  i'rliält  man  also  in  Tagen.  Die  in  eckige  Klammern  i^e- 
setzten  Zahlen  bedeuten  Brigg.  Logarithmen ,  deren  zuge- 
hörige Zahlen  zu  nehmen  sind.  Da  es  sich  in  den  folgendeu 
Zahlen  nor  um  äiusersi  kleine  c  handelt,  so  wird  genfigend 
genaa: 

r^^f^^^t^     f  [7.0600  — 10]  I 
t     [9.8759]  log  I  ^  ^  i 

So  findet  man  beispielsweise  für 

—  =       4  Millionen  t 
c 

40000  MiUionen 

4  Billionen 

Diesen  3  Anfangsgeschwindigkeiten  entsprechen  in  derZeit- 
secnnde  die  Geschwindigkeiten  Ton  420,  0.042,  0.00042  mm. 

Es  ergiebt  sich,  dass  also  selbst  bei  einer  so  überaus  kleinen 
Aufaiig«geschwindigkeit  wie  0.00042  mm  pro  Seciinde  schon 
nach  Tagen  der  iuuere  helle  lÜngrand  mit  der  Ober- 
fläche des  Saturnkörpers  zusammenstossen  wird.  In  so  hohem 
Grade  instabil  ist  also  der  Anfangsznstand. 

Ich  gehe  nunmehr  zur  Integration  «ier  ixieichungen  ^1) 
über  nach  der  von  Maxwell  angewandten  Metbode.  Müh 
kann  aber  gleich  von  Anfang  an  die  Rechnungen  sehr  we- 
sentlich vereinfachen  und  die  obigen  3  Gleichungen  auf  zwei 
zurfickftlhren,  wodarch  eine  wesentlich  kfiizere  Darstelliiiig 
sich  gewinnen  Ifisst.   Setzt  man  zur  Abkflrznng 

60  folgt  aus  (1)  sofort 


=  1.01  Tag 

1.96 
2.44 


(3) 
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wo  c  eine  Integrationscouatante  ist.  Und  da  weiter  ^sss 
9  4~  ^  war,  80  hat  man 

d^_\    ^  dt 
dt^  ^ -h r» 

Hierdurch  werden  die  zwei  letzten  Gleichungen  (1): 

Die  Integration  dieser  DiflPerential^lefehnngen  ist  selbst 

fBr  sehr  einfache  Formen  von  V  nicht  durchführbar.  Es 
soll  nun  die  von  Maxwell  eingeführte  Voraussetzung 

gemacht  werden,  dass  die  Geschwindigkeiten  -j^  und 

fit  (1$ 

stets  sehr  kleine  Grössen  sind,  deren  Prodaete  and  zweite 
Potenzen  for^ielassen  werden  können.  Geschieht  dies,  so 
ergiebt  sich 

<g*r      2Aer  rc^  B  +  8  9V 

d^'^iA  +  f^ydt''  (A  +  f*)'^'^    B  'ar 
d*q>  2c      <fr^(^-hr>)  E  + S  dV 

dt*     riA-tr'jdt        Ar*    '     R  'dq> 

JSß  werde  weiter,  ebenfalls  mit  Maxwell,  die  Annahme 
gemacht,  dass  r  nnr  sehr  wenig  von  einer  constanten  Grösse 

U  abweicht,  Jaöa  ai^u  m 
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^  stets  eine  kleine  Grösse  ist,  deren  höhere  Potenzen  fort- 
gelassen werden  können,  nnd  das«  dasselbe  yon  gf  gilt, 
durch  passende  Wahl  der  Änfangsrichtung  aber  nur  dann 
erreicht  werden  kann,  wenn  sich  die  Bewegung  innerhalb  eines 

sehr  kleinen  Bezirkes  abspielt    ^  ist  in  den  folgenden 

Anwenduii^»"^!!  schon  von  der  Ordnung  der  q  und  (p  klein 
und  denizuiolge  vereinfachen  sich  die  obigen  Differential- 
gleichungen und  nehmen  folgende  Form  an : 

^Äcu    df_  u<^ 


dt*  '  M-f-wy  dt  (A+n^y 
d*g>        2e      dQ    n+S  A+u^9V 


d^     H{A-\-u^)dt       R       Au"  dq> 

Man  sieht  indessen,  dass  diese  Gleichungen,  selbst  wenn 
alle  anderen  Voraussetzungen  zugelassen  werden,  gewiss  nicht 
mehr  der  Wahrheit  nahekommen;  wenn  A  sehr  klein  ist. 
Diese  Fälle  mttssen  also  von  Tornherein  au^eschlossen  werden. 
Sobald  also  A  oder  u  k1«n  werden,  gelten  die  Maxwell- 
sehen  (ileicbungen  —  denn  iui  Wesen  der  Sache  stimmen  diese 
mit  den  (jl)igMn  überein  —  gewiss  nicht  mehr.  Die  obigen 
Gleichungen  sind  nun  stets,  da  man  i^ich  V  in  eine  Potenz- 
reihe nach  den  Grössen  q  und  q>  entwickelt  denken  kann 
nnd  nur  die  linearen  Glieder  mitzunehmen  braucht,  ohne  im 
Allgemeinen  neue  Ungenauigkeiten  einzuführen,  lineare  Dif- 
ferentialgleichungen mit  Constanten  Goef&cienten  nnd  ihre 
Integration  gelingt  in  bekannter  Weise  durch  Exponential- 
lunctionen.  Allgemeinere  Fälle  durchzuführen  macht  dem- 
nach keine  Schwierigkeiten.  Es  soll  hier  nur  der  von  Max- 
well ganz  durchgerechnete  i^'ail  vorgenounnen  werden ,  dass 
ein  unendlich  dünner  Kreisring  mit  dem  Badius  a  vorliegt, 
welcher  in  einem  Punkte  mit  der  Masse  m  beschwert  ist. 
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Ak  die  mit  dem  Range  fest  Terbundene  Richtung  wählen 
wir  dann  die  Gerade,  welche  durch  m  und  den  Ringmittel- 
punkt  geht    Steht  8  genau  im  letzteren ,  so  ist  r » si, 

f^O,    Der  Einfachheit  wegen  werde  noch  die  Masse  des 

Riugesi  M  gegea  S  Ternacliläsiijgt.    Dana  Hudei  sich  leicht, 

wenn  zur  Abkfirzung  f*  =  %  gesetzt  wird 

xl 

A«a»(l  — ^**);  «»  =  aV*;  Ä  +  u*  =  a^ 

Das  Potential  F  ergiebt  sich  mit  Rücksicht  auf  die 
oben  ausgeführte  Transformation,  wenn  noch  o  die  Entfer- 
nung zwischen     und  dem  Kiugcentrum,  also 


ist 


_  |p«  ^  iit  —  2  ti  f  coe  9) 


7f 


-  m)        j  <^ « 


+ 


Vr*  -1-  (a  —  m)*  -|-  2  (a  —  m)  r  cos 

Entwickelt  man  nach  Potenzen  von  q  =  r  —  u  und  (f 
und  nimmt  nur  die  ersten  Potenzen  mit,  so  ergiebt  sich  leicht: 

m  .  g 


k^dr 
1  3V 


und  hiermit  werden  die  Bewegungsgleichungen: 

d^'^  a         '  di 


9 
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Die  Integrations-Constante  c  ist  vollkommen  willkürlich 
und  die  weitere  Rechnung  führt  nur  dann  auf  das  Maxwell- 
sche  Resultat,  wenn  noch  eine  weitere  Annahme  gemacht 
wird,  nämlich  die,  dass  für  ^  =  0,  q>=0  eine  Gleichgewichts- 
lage überhaupt  stattfindet.  Diese  Annahme  ist  aber  keines- 
wegs selbstverständlich.  Diese  an  sich  willkürliche  Annahme 
spricht  sich  in  der  Gleichung 

c*  =  /c»/S'a  (5) 

aus.  In  diesem  Falle  nun  werden  die  obigen  Differential- 
gleichungen überaus  einfach.    Setzt  man  zur  Abkürzung 


a 


p' 

so  wird: 


2c^ 


3 


3.3 
2  2 


l 


1  +/' 


dl 


(p       ,  dg 


dp 


-P 


dt 


Zur  Integration  macht  man  bekanntlich  den  Ansatz: 


vt 


vt 


dann  umss  sein : 


fi  V*  —  p'  Xv  =^  y  ^ 


Die  Elimination  von  X  und  f.i  ergiebt  sofort: 

p*  —  vHß-^y~PP')  =  -ßy  (ß) 

Durch  Auflösung  dieser  in      quadratischen  Gleichung  und 
durch  Ausrechnung  der  zu  den  Wurzelwerthen  von  y  ge- 
X 

hörenden      kann  man  leicht,  wie  bekannt,  die  allgemeinen 


« 
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LQsuDgen  der  vorliegeBclen  DifferentialgleichungeD  erhalten. 
Die  Frage,  welche  hier  vorliegt,  ist  aber,  wann  diese  Lösungen 
sich  durch  Sinus-  und  Cosinuäfuüctionen  von  t  ausdrücken. 
Dies  tritt  offenbitr  ein,  wenn  (())  für  reelle  und  negative 
Wertbe  ergiebt.  Die  Auflösung  von  (6)  giebt  hierfür  ak  uoth- 
weodige  und  hinreichende  Bedingangen: 

ßY>0,ß  +  y—pp'<0  und  {ß  +  y  —  pp*)*  >  iß  y 

Die  erste  Bedingung  heisst: 

woraos  folgt: 

10/4  <  3  +  Vm,  d.  h.  ^  <  0.8279 
Die  weitere  Bedingung 

,_2  2 

ist  für  <  1  von  selbst  erfüllt.  Die  dritte  üediugung 
schlia^slich  giebt: 

was  aussagt  fi  >  0.8159. 

Die  angestellte  Rechnung,  welche  mit  dem  Mazweirschen 

Resultate  vollkommen  fibereinstimmt,  zeigt  also,  dass  M  = 

zwischen  den  Grenzen  0.8159  und  0.8270  liegen  ninss,  damit 
die  Bewegung  rein  periodisch  sei,  in  weichem  Falle  also  S 
immer  in  der  Nähe  vom  Ringmittelpnnkt  bleibt,  wenn  dies 
tu  einer  bestimmten  Zeit  der  Fall  war  und  die  Geschwindig- 
keiten zu  derselben  Zeit  sehr  klein  waren.  Dies  gilt  aber 
nur,  wenn  die  Gleichung  (5)  streng  erfüllt  ist.  Ist  dies 
nicht  der  Fall,  so  6nden  sich  andere  Grenzwerthe  für  fi,  und 


174       SiUung  der  m(Uh,-jihif8,  Qatse  vom  5.  Mai  1894, 

man  kann  solche  Werthe  von  e  inlblen,  dass  Überhaupt 
keine  periodischen  Lösungen  mehr  möglich  sind.  Ich  gehe 
auf  diese  Entwicklangen  nicht  näher  ein,  weil  ich  der 

Meinung  bin,  dass  die  MaxwelTsche  Integrationsmethode, 
wenigstens  in  dieser  Form,  überhaupt  nicht  gieiunet  ist, 
Über  die  Stabilität  der  untersuchten.  Bewegung  etwas  aus- 
zusagen. Mir  scheint  es  unzulässig  zu  sein,  in  DifiPerential- 
gleichungen  von  der  vorliegenden  Form  die  Glieder  höherer 
Ordnung  fortzulassen  und  aus  der  Thatsache,  dass  sich  dann 
eine  rein  periodische  Lösung  ergieht,  schliessen  zu  wollen, 
dass  dies  auch  bei  strenger  Integration  der  Fall  sei.  Die 
Untersuchung  der  Stabilität  eines  Zustandes  hat  von  (ier 
Bedingung  anszugt-hen,  dass  die  Coordinaten  und  Gescliwiridig- 
keiten  für  eine  bestimmte  Zeit  unendlich  wenig  geändert 
werden.  Man  hat  also  die  Integrationsconstanten  zu  Toriiren. 
Bei  Maxwell  kommen  diese  Constanten  gar  nicht  vor,  viel- 
mehr werden  die  Veränderungen  der  Coordinaten  als  un* 
endlich  klein  fSr  alle  Zeiten  betrachtet  und  mit  Hülfe  der 
Vernachlässigung  der  höheren  Potenzen  dieser  Grössen  nach- 
gewiesen, wann  eine  periodische  Bewegung  mit  sehr  kleinen 
Amplituden  sich  einstellt.  im  Allgemeinen  enthält  dieses 
Verfahren  unzweifelhaft  einen  Zirkelschluss  und  ist  unzulässig 
und  daran  wird  nichts  geändert,  wenn  -dasselbe  auch  in 
speciellen  Fällen  zu  richtigen  Resultaten  zu  fahren  geeignet 
ist.  Ein  auf  diesem  Wege  gefundenes  Resultat  kann,  wenn 
nicht  die  Zuläsäigkeit  des  Verfahrens  zuerst  in  besonderen 
Fällen  nachgewiesen  wird,  eben  nur  zufällig  richtig  zu  sein. 

Die  vorliegenden  Ditterentialgleichungen  2.  Ordnung 
enthalten  die  unabhängige  Variable  t  nicht  explicite.  Dass 
aber  auch  in  diesem  Falle  im  Allgemeinen  die  Maxweirsche 
Scblussfolgernng  nicht  zulässig  ist,  kann  mit  Leichtigkeit  an 
beliebig  vielen  Beispielen  gezeigt  werden.  Nehmen  wir  z.  B,: 
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dt*"'  4^ 

und  es  werde  vorausgesetzt,  wie  in  den  obigen  Oleichangen, 
das8  sowohl  x  und  y  als  auch  die  ersten  Difierentialquotienten 
nacb  t  fiSr  <  =  0  sehr  klein  seien.  Dann  ergiebt  die  strenge 
Integration : 


jf=asin(|^  +  |) 


— -^-t' sin  (qt  +  b) 

worin  a^a^h^^  die  4  willkürlichen  Integratioiisconstaiiten  sind 
und  die  ersten  beiden  sehr  klein  sein  müssen.  Vernaciilässigt 
man  aber  in  den  Gleichungen  y',  so  wird: 

d^x  .  fl* 

d>   ä«i  =  -4f 

also 

SS  a  sin  (g  <  +  ^)  Jf  ==»  a  sin      ^  + 

Die  näheniDgsweise  ausgeführte  Integration  giebt  also 
eine  rein  periodische  Bewegung  mit  sehr  kleinen  Amplituden, 
die  strenge  Darstellung  dagegen  enthält  ein  mit  t  mnltipli- 

cirtes  Glied.  Wie  sich  die  Sachlage  bei  dem  Maxweirschen 
Problem  über  den  Saturnring  gestaltet,  darüber  ist  vorlilufig 
^ar  nichts  bekannt.  Keineswegs  aber  kann  man  ohne  näheren 
Nachweis  behaupten,  dass  dort  die  Fortlassung  der  höheren 
Potenaen  der  Variablen  die  Form  der  Integralgleichungen 
UDgeandert  lässt. 

Danach  wird  man  wohl  zugeben  mOssen,  dass  das  Max- 
weirsche  Besnltafc,  in  der  ?or Hunden  Form  wenigstens, 
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gänzlich  unbegrOiidet  ut.  Die  vorfiegende  asironomificfae 
Frage  seheint  mir  aber  hiervon  ganz  nnabhängig  zu  sein. 
Denn  es  ist  sicher,  dass  die  thatsächlichen  Verhältnisse  beim 
Saturnring  Yü\\i<r  verschieden  sind  von  den  Annahmen,  auf 
denen  das  Maxwell'sche  Problem  beruht.  Der  Saturn  ring 
ist  ein  sehr  dünnes  aber  breites  Gebilde  und  der  Augenschein 
lehrt,  daas  dasselbe  im  Grossen  \md  Ganzen  in  peripheTiscker 
Richtung  Ton  homogener  Dichtigkeit  ist  Wenn  man  sich 
den  Bing  anch  TOfstellen  will  als  bestehend  ans  sehr  vieleo, 
sehr  dünnen  und  sehr  inhomogenen  Ringen,  so  werden  sich 
doch  diese  Ungh;ichföriiiigkeiten  in  der  Massenverthcilong 
der  einzelnen  Ringe  nahezu  compensiren  müssen,  so  dass  man 
sich  offenbar  weit  mehr  der  Wahrheit  nähert,  wenn  man 
den  ganzen  Ring  als  homogen  betrachtet,  als  wenn  man 
etwas  anderes  annimmt*  Hierdareh  entsteht  aber,  wie  oben 
anseinandergesetzt  wurde,  eine  im  hohen  Grade  instabile  Be- 
wegung und  man  wird  diese  mit  viel  mehr  Recht  als  der 
Natur  entsprechend  ansehen  kOnnen,  ab  etwa  die  Conse- 
quenzen  des  Maxweirscheu  Troblemes. 

Him's  Untersuchung  der  Frage,  ob  di^  Saturiirincre  ak 
fest  anzunehmen  seien,  geht  nach  einer  ganz  anderen  Richtung 
als  die  Maxwelfscbe  Arbeit.  Während  letzterer  yersuchte  die 
Danerhaftigkeit  der  Bewegung  des  Saturn  um  das  Bing- 
centrum  zu  untersuchen,  beschäftigt  sich  Hirn  mit  den  An- 
sprüchen, welche  man  an  die  Festigkeit  der  Ringe  zu  machen 
gezwungen  ist,  falls  diese  als  fest  angenommen  werden.  Hier- 
bei scheint  Hirn  von  der  Meinung  a\iszugehen,  dass  vni 
nicht  homogener  Ring  überlianpt  einen  stabilen  Zustand 
zulasse  d.  h.  dass  sich  Saturn  stets  in  der  Nähe  des  Riiig- 
centrnms  au t  halten  könne.  Er  stützt  sich  dabei  auf  Laplaoe, 
der  allerdings  in  der  Mecanique  Celeste  seine  Untersuchungen 
über  den  Satumring  mit  der  Bemerkung  schlieest:  .les  dtTers 
anneauz  qni  entourent  le  globe  de  Satume  sont  par  conseqnent 
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des  solides  irregulaires  d'une  lageur  inegales  etc. " .  Diese  Schluas- 
folgeniiig  ist  aber  durch  die  Torangehende  Analyse  keines- 
wegB  gereehtfeitigfe,  denn  Lnplace  hat  nnr  die  Bewegung 
homogener  Ringe  nntenncht  Deshalb  entbehren  die  anf 
La[<lace'8  Meinnng  eich  stützenden  Bemerkungen  Him*8  der 
sicheren  Grumüage  und  mflssen  als  wenig  beweiskräftig 
angesehen  werden.  Jedoch  ciithiilt  die  Schrift  Hirn's  viele 
interessante  lieiueriiUDgen,  weshalb  ich  auf  eine  kurze  Analyse 
derselben  eingehe. 

Bin  unendlich  dünner  Kreisring  mit  dem  Radius  r,  der 
sich  mit  der  Rotationsgeeohwindigkeit  ta  um  den  in  seinem 
Hittelpunkt  stehenden  Saturn  droht,  kann,  wenn  keine  Gohasion 
zwischen  den  einzelnen  Theilen  stattfindet,  nur  bestehen, 
wenn  in  jedem  Punkte  die  Centrifugalkraft  gleich  der  An- 
ziehungskraft ist.  Ist  also  wieder  k  die  Anziehungsconstante, 
S  die  Öatnrnmasse,  so  m\m  sein: 

Ee  werde  nun  ein  inhomogener  und  zwar  ein5;nitig  be- 
lasteter unendlich  dünner  Kreisring  betrachtet  £in  Massen- 
element desselben  sei  dm.  Der  Schwerpunkt  B  des  Ringes 
fiUlt  dann  nicht  mit  seinem  Centnim  C  zusammen.  Hirn 
nimmt  nnn  an,  was  eine  durchaus  willkfirliche  und  unbe- 
wiesene Voraiis.>et/nn{?  ist,  dass  durch  die  Stellung  des  Saturn  S 
auf  der  Verl)iiHlunf;sliuip  0  R  ein  stabiler  Zustand  gegeben 
sei.  £e  müsste  also,  da  die  Masse  R  gegen  S  zu  vernach- 
lässigen ist,  B  um  S  rotiren  und  elirn^.o  schnell  um  C. 
Nennt  man  noch  ^  den  Winkel,  den  der  durch  dm  gehende 
Ereisradins  r  mit  der  Geraden  BS  bildet,  so  wird  also  bei 
Voraussetzung  eines  stabilen  Zustandes  die  Entfernung  BS—Q 
coQstant  bleiben,  also: 

dt  dt^ 
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sein.   Dies  fuhrt  sofort  auf  die  Bedingung 


Hierin  erstreckt  sich  S  auf  die  ganze  Ringmasse.  Nennt 
man  den  positiven  Theil  der  linken  Seite  der  letzten  Gleichung/', 
so  halten  sich  also  zwei  Kräfte  -{~  /'  und  —  /'das  Gldch- 
ge wicht.  Es  ist  nichts  anderes  als  die  Zug-  bezw.  Druck- 
kraft, welche  bei  dem  bestehenden  Zustand  auftritt.  In  der 
Hauptsache  (mit  alU  rtlings  nicht  bedeut-enden  Abänderungen 
in  den  Zahlen)  kann  man  die  auftretenden  Fälle  als  durch 
folgende  typische  Annahmen  hergestellt  ansehen. 

Die  ganze  Ringmasse  denke  man  sich  in  zwei  Massen- 
punkten und  lüi  vereinigt.  In  alle  dm,  welche  in 
der  obigen  Summe  positive,  in  mj  alle  ^m,  welche  negatire 
Ooefficienten  haben.  Man  denke  sich  ferner  und  «i,  ao 
die  Kndcii  eines  Durchmessers  des  Ringes  gebracht,  in  welcheui 
Durchmesser  sich  auch  S  befindet.  Die  Enfernung  S  vom 
Centrum  des  Ringes,  also  der  Mitte  der  Geraden  wIq  w,,  sei 
in  der  Richtung  nach  m0  positiv  gerechnet  e.  Die  Gleichung 
(7)  wird  jetzt 


ir  -  e) 


Cr  -i-  cj 


Setzt  man  l 


so  ündet  man  hieraus: 


r  r  — e 


Es  ergiebt  sicli  aus  diesem  Ausdrucke,  dass  der  ange- 
nommene Zustand  unmöglich  ist,  wenn: 
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deon  dann  wird  ta  imaginär.   Sonst  aber  wird  die  Kraft 
welche  die  feste  als  sckwereloe  betraehtete  starre  Verbindung 
▼on      und      zu  SEerreiasen  oder  snsammensndrttcken  strebt, 

sein  : 

L)ie<e  Kraft  kann  sflir  bedeutend  werden.  Wenn  man  den 

oben  gefundenen  Werth  von  u>  einsetzt  und  die  zweiten  Po* 

(> 

tenzen  der  als  klein  vorausgesetzten  Grösse  ^  vernachlässigt, 
findet  man  leicbt: 

^  6     S    Wp  e 

Für  die  nunieriiiche  lieehnnng  wird  man  die  iutciisität 
der  Schwere  auf  der  ErdoberÜäche  //,  den  Erdradius  g  und 
die  Erdmasse  m  einführen.    Dann  ist  mk^^g^^  und : 

Will  man  nun  diese  Formel  auf  den  Saturnring  an- 
wenden, so  wird,  ausser  den  bereits  erwähnten  und  als  ziem- 
lich wilikfirlich  bezeichneten  Voraussetzungen,  noch  eine 
lieetimmte  Annahme  fiber  e  gemacht  werden  müssen,  da  f 
bei  eehr  kleinem  e  ebenfalls  sehr  klein  wird.  Hirn  stützt 
sieb  hierbei  auf  Beobachtungen  ^on  W.  Strove,  Harding  a.  s.  f., 
wonach  Saturn  exceutribch  im  liiuge  stehen  soll.  Aelmliclie 
Wahrnehmungen  sind  auch  in  neuerer  Zeit  gemacht  worden, 
entschieden  ist  indessen  diese  Frage  noch  keineswegs,  üass 
eine  excentrische  Stellung  des  Saturn  tbatsächlich  vorge- 
kommen ist)  wird  man  zwar  zugeben  müssen,  Über  den 
Betrag  der  Excentrieit&t  aber  bestimmte  Angaben  zu  machen, 

tsfc  bei  den  einander  widerstreitenden  Einzelresultaten  vorder- 
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hand  noch  nicht  möglich.  Wesentlich  ist  ferner  fÖr  die 
Anwendung  der  obigen  Formel,  dass  Saturn  die  Rotation 
des  Ringes  um  sein  Centrum  mitmacht  und  immer  auf  einem 
Radius  des  letzteren  und  zwar  an  derselben  Stelle  zu  liegen 
kommt.  Dies  durch  die  Beobachtungen  gegenwärtig  nach- 
zuweisen dürfte  nicht  leicht  sein,  jedenfalls  liegen  dergleichen 
Resultate  nicht  vor. 

Hirn  legt  seiner  Rechnung  folgende  Zahlen  zu  Grunde. 
Drückt  man  die  Strecken  in  lieues  zu  4000  Metern  aus,  so 
setzt  er: 


wo  die  letztere  Zahl  dem  äussersten  hellen  Ringrrand  ent- 


Schon  flir  kleine  Massen  kommen  bedeutende  Drucke  heraus. 
Nimmt  man  z.  B.  an,  dass  wig,  welches  ungefähr  der  Masse 
des  halben  Ringes  entspricht,  die  Mi\sse  einer  Kubiklieue 
Wasserstoff  ist,  so  ergiebt  sich  /*  =  5  Millionen  Kilogramm. 
Unter  solchen  Drucken  würde  aber  jedenfalls  ein  aus  so 
dünnem  Stoffe  bestehender  Ring  auseinanderbrechen  müssen. 
W^ollte  man  aber  die  Festigkeit  so  gross  annehmen,  dass 
diesen  Drucken  Widerstand  geleistet  werden  könnte,  so  raüsste 
man  noch  die  Bedingung  der  beinahe  vollständigen  Starrheit 
hinzufügen.  Denn  sonst  würden  sehr  bedeutende  Verbie- 
gungen  auftreten  müssen,  von  deren  Qualität  man  sich  leicht 
Rechenschaft  abgeben  kann.  Da  aber  die  Beobachtungen 
dergleichen  nicht  verrathen,  so  muss  man  wohl,  will  mau 
nicht  mit  ganz  abnormen  und  unbekannten  Verhältnissen 
rechnen,  die  Hypothese  sehr  dünner  starrer  Ringe  aufgeben. 

Es  bliebe  indessen  noch  übrig,  den  Saturnring  als  ein 
oder  mehrere  sehr  dünne  Bänder  von  endlicher  Breite  auf- 


e  =  200 


r  =  33454 


für  X  =  10 

/'=w,Q^X  0.00084 


r^ 
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zulassen.  Ein  solches  kreisförmiges  Band  habe  am  inneren 
be^w.  aiii  äusseren  Rande  die  Radien  r,  und  i'a.  Jeder  als 
fest  angenommene  Theil  des  Bandes,  welcher  zwischen  zwei 
den  unendlich  kleineu  Winkel  ö  0  mit  einander  bildenden 
Radien  liegt,  wird  mit  den  übrigen  zusumiuen  auch  ohne 
Cohasion  die  Yorgeschriebene  Rotation  ausfuhren,  wenn 


e  ist  im  AUgemeineD  eine  Function  von  r,  die  aber  TSlIig 

unbekannt  ist.  Hirn  verfolgt  ausführlicher  zwei  Annahmen: 
1)  Setzt  man  e  =    =  constant,  so  ergiebt  sich: 

V  —  n"  Ti 

Ea  giebt  einen  mittleren  Radius  r,,.,  wo  der  Centrifugal- 
kraft  genau  durch  die  Anziehung  da^  Uleichgewicht  gehalten 
wird.    Hierfür  ist 


Bezeichnet  e  die  sehr  kleine  Dicke  des  liinges  und  d  die 
gleichförmige  Dichtigkeit,  so  ist 


und  es  um.sste  also  sein: 


woiaoB  sich  ergiebt: 
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2)  Man  kann  u.  A.  annehmen  er  =  Const.  e  entspricht 
dann  der  Ordinate  einer  gleichseitigen  Hyperbel,  deren  Ab- 
i>cis2>e  r  ist.    Daun  fiadet  sich  leicht: 


Hirn  setzt  entsprechend  der  Begrenzung  des  inneren 
Theiles  des  hellen  Ringes,  vom  Florring  bis  zur  Cassini'schen 
Linie,  in  lieues  zu  4000  Meter: 


Dann  ergiebt  die  erste  Annahme  rOT  =  27134  und  diezweite 
2(»yS(),  also  wie  zu  erwarten  nahe  übereinstimmende  Werthe. 

Ortenbar  überwiegt  bei  jenen  Ringtheilen,  für  welche 
r  >  t'm,  die  Centrifugal kraft  die  Anziehung  und  für  r  <C  r„ 
liiidet  das  Entgegengesetzte  statt.  Die  auftretenden  Zug- 
kräfle  werden  also  dahin  streben  bei  r„  eine  Theilung  des 
Ringes  herbeizuführen.  Diese  Zugkraft  /  wirkt  längs  der 
Fliiohe  von  der  Höhe  r„„  in  welcher  der  mit  dem  Radius 
/•„,  construirte  Kreiscylinder  die  Ringmasse  schneidet.  Auf  die 
Klächeneinbeit  bezogen  wird  demgemäss  /'  ausgedrückt  durch: 


2  A-^iS 


n  r«  (r,  -f  ra) 


r,  =  23G70 


r«  =  30599 
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Führt  man  hierin  wieder  die  beiden  oben  verfolgten 
Annahmen  dnreh  und  aeteti  snerst  6     rm,  so  wird 

Durch  Einführung  der  Schwere  y  und  mit  den  obigen 
Zahlen  ergiebt  sich; 

/  =  845911  .(J 

Die  analoge  Rechnung  für  die  zweite  Annahme  er=Coü6i, 
ergiebt: 

und  in  Zahlen  /  =  859258   d  - 

Die  angestellten  {{echnungeu  zeigen  jedenfalls,  dass  sehr 
bedeutende  Zugkräfte  die  Zeriheilung  des  ringfurniigen  Bandes 
herbeizuf&hren  suchen,  denen  nur  die  Cohäsion  der  Masse 
sich  entgegensetzt.  Indessen  wirkt  auch  die  Anziehung  der 
einzelnen  Ringtljeile  auf  einander  in  gleichem  Sinne.  Man 
wird  aber  wohl  von  yom  herein  annehmen  müssen,  dass  die 
letztere  bei  der  nicht  bedeutenden  Dichtigkeit  der  lling- 
materic  nicht  viel  an  dorn  erlangten  flesultate  ändern  wird. 
Ich  n}>ergehe  (leshalh  die  von  Hirn  in  dieser  Richtung  aus- 
geführten Betracii  tu  Ilgen,  zumal  dieselben  gegenwärtig  voll- 
kommener angestellt  werden  können ,  als  dort  geschehen. 
Hirn  findet,  dass  bei  Berücksichtigung  der  Binganziehnng 
der  zuletzt  angefahrte  Zahlenansdruck  für  f  sich  um- 
wandelt in: 

859258  d-g  —  0.57  (d . 

Um  eine  genauere  Vorstellung  von  der  rjrrvsw  dieser  Kräfte 
zu  erlangen,  sei  erwähnt,  dass  Buchenholz  ein  Körper  ist,  der 
bei  grösster  Leichtigkeit  die  stärksten  Drucke  aushalten  kann. 
HierfOr  ist  d«»  0.7  nnd  damit  wird  598087600  kg  pro 
qm.  Diese  Belastung  ist  etwa  40  Mal  so  gross,  ab  Buchen- 
holz crfahrungsgemSsa  erbragen  kann.   Indessen  ist  offenbar 
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die  Kraft  f  bedeutend  kleiner,  wenn  die  Breite  des  Riuges 

ahninimt,  und  ninn  kfiTin  sicli  die  Fraja^e  vorlegen,  wie  breit 
die  eiiizelDen  Ringe  ^ein  müssen ,  um  bei  geg<'l>enei-  Festig- 
keit bestehen  zu  können.  Die  Rechnung  ist  leicht  auszuführen, 
wenn  die  Ringanziehung  Ternfushlassigt  wird.  Fdr  eine  Materie 
von  der  BeschafPenheit  des  Buchenbolzee  folgt  dann,  daas  der 
innere  helle  Ring  mindestens  ans  5  einzelnen  Ringen  bestehen 
müsst*'.  Ganz  iiiinlicbes  gilt  mitürlich  <iuch  für  den  iiussereii 
King,  äo  dass  iiIm»  mit  der  festen  Constitution  der  Ringe  die 
Folgemng  verknüpft  ist,  dass  dieselben  aus  einer  grösseren 
Zahl  schmaler  Ringe  bestehen  mfissen.  Der  Augenschein 
und  manche  Beobachtungen,  namentlich  ans  früherer  Zeit, 
widersprechen  dem  durchaus  nicht,  und  es  ist  bekannt,  dass  La* 
place  etwas  ganz  äbnlielies  als  durch  die  Beobachtungen  bestä- 
tigt angenommen  und  hierauf  üeme  Rechnungen  gegründet  hat. 

So  interessant  dieses  Resultat  von  Hirn  auch  ist,  so 
ändert  es  doch  nichts  an  der  Unzulänglichkeit  der  Annahmen. 
Der  der  Rechnung  au  Grunde  gelegte  Zustand  ist  ein  im 
höchsten  Grade  instabiler,  wie  oben  auseinandergesetzt,  und 
demzufolge  ist  die  Untersuchung  über  die  Unmöglichkeit 
fester  Ringe  unnöthig,  wf^il  das  System  nur  ganz  kurze  Zeit 
bestehen  kann.  Es  ist  schon  oben  erwähnt  worden,  dass 
auch  einseitige  Belastungen  nichts  an  der  Sachlage  ändern 
können,  wenn  man  nicht  das  Aussehen  der  Satumringe  ganx 
ignoriren  will  und  so  wird  wohl  immer  das  Hauptargument 
gegen  die  Möglichkeit  fester  Kinge  in  den  einfachen  Rech- 
nungen bestehen,  welche  am  Anfange  dieses  Aufsatzes  aus- 
geführt worden  sind. 

Fragt  man  nun  weiter  nach  der  eigentlichen  Constitution 
der  Ringe,  nachdem  der  feste  Aggregatzustand  ausgeschlossen 
ist,  so  drängt  sich  zunächst  die  Yermuthung  auf,  diese  Gb» 
Vnlde  könnten  rtüssiger  oder  gasförmiger  Natur  sein.  Üm 
die  Mitte  dit  ses  Juhrliuuderts  hatte  diese  Hypothese  an  den 
beiden  amerikanischen  Gelehrten  W.  C.  Bond  und  Peiroe 
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energische  Verfechter  gefanden,  man  wird  sie  aber  irotedem 
nicht  erostlich  in  Betracht  zn  ziehen  haben.    Lange  Zeit 

und  vereinzelt  auch  jetzt  noch  lud  man  die  berühmten  Ex- 
j)en  tu  eilte  von  Plateau  über  ringförmige  Gebilde,  die  in  rotiren- 
den  Kiüsäigkeiten  auftreten,  als  einen  Beweis  für  die  Möglich- 
keit solcher  kosmischen  Gebilde  angesehen.  Diese  Versuche 
Teranacbanlichen  aber  nur  die  Wirkung  der  Capiliarität  und 
haben  mit  Gravitationswirkungen  gar  nichts  zu  schaffen. 
Sie  hängen  also  gar  nicht  mit  den  Gleichgewichtsfigaren 
kosmischer  Massen  zusammen,  ganz  abgesehen  dayon,  dass 
sie  auch  äusserlich  den  Verhältnissen  beim  Satnrnring  nicht 
eüU'.jueclieii.  Denn  hier  liegt  in  der  Mitte  der  Ringe  von 
sehr  geringer  Masse,  die  bedeutende  Saturnmasse,  weicher 
Fall  sich  bei  den  g^annten  Figuren  wohl  kaum  erzielen  lässt. 

Nachdem  Laplace  die  Theorie  der  ringförmigen  Gleich- 
gewiehtsfiguren  zu  untersuchen  begonnen  hatte,  ist  dieses 
Problem  aasftlhrlich  und  streng  yon  yerschiedenen  Seiten 
bebandelt  worden.  Die  Hauptfrage,  die  aber  bei  einer  Ver- 
werthung  der  erhingten  Resultate  in  der  Astronomie  von  der 
größten  Wichtigkeit  ist,  ob  nämlich  solche  Figuren  stabil 
sind  und  nicht  durch  Hinzutritt  kleiner  Störungen  von  aus&eu 
auseinanderfiiessen ,  hat  eine  genQgende  Beantwortung  bis 
jetzt  nicht  gefunden,  indessen  ist  kaum  wahrscheinlich,  dass 
die  erforderliche  Stabiiitat  vorhanden  ist.  Zu  diesem  Resultate 
kommt  auch  Hirn  auf  einem  interessanten  Wege,  auf  welchem 
ihm  hier  gefolgt  werden  soll. 

Es  werde  angenommen,  dass  zu  einer  gewissen  Zeit  der 
flussige  Hing  wirklicii  bestehe,  wenn  Saturn  genau  in  dessru 
Ceotrum  sich  befindet.  Dann  wird  der  Ring  mit  gleich* 
förmiger  Geschwindigkeit  wie  ein  fester  Körper  um  sein 
Gentnim  rotiren  und  die  einzelnen  Theilcheu  werden  keine 
Verschiebung  gegen  einander  erleiden.  Wenn  nun  Saturn 
sich  aus  irgend  einer  Ursache  von  dem  Ringmittelpunkt  ein 
wenig  entfernt,  so  werden  die  einzelnen  Theilchen  nicht 
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mehr  (gleichförmig  rotiren  können.  Dort  wo  sie  dem  Satain 
näher  stehen,  werden  sie  sich  schneller,  dort  wo  sie  Ton  ihm 

entfernter  sind,  werden  sie  sich  langsamer  bewegen  müssen. 
Man  wird  sich,  weil  die  Anzieliuni^  des  Ringes  auf  Feine 
einxelnen  Theiie  gering  ist  gegenüber  der  Anziehung  des 
Saturn,  ein  nähernngswetse  richtiges  Bild  von  der  Be- 
wegung bilden,  wenn  man  annimmt,  dass  die  einzelnen  Theiie 
Ellipsen  beschreiben,  deren  Brennpunkt  im  Saturn  liegt. 
Ist  die  liingmaterie  ein  zusiimmendriickbares  Gas,  so  werden 
die  ein/xdnen  Tlieilclieri  in  der  Saturn niilie,  da  sie  sich  hier 
schneller  bewegen,  auseinanderriicken  und  in  der  äatumfeme 
wird  das  Entgegengesetzte  eintreten.  Ist  der  Ring  ans  dner 
nnzosammendrQekbaren  Flüssigkeit  gebildet,  so  werden  sieh 
die  einzelnen  Theilchen  im  letzteren  Punkte  anhäufen  un 
der  King  wird   liier   Ijreiter  oder  dicker  werden  müssen. 
Dieses  iSpi»*!   wiederiudt  sicli  bei  jedem  Umlanfe,  also  all»- 
10  bis  11  6Uuidöu.   Infolge  der  iieibung  zwischen  den  ein- 
zelnen Theilchen  wird  beim  Anhäufen  oder  Zusammendrängen 
der  Theilchen  Wärme  erzeugt  werden,  was  aber  in  der  Saturn- 
feme stattfinden  mnss,  während,  wenigstens  ist  dies  bei  gas- 
förmiger Constitution  sieher,  in  der  Saturnuähe  eine  Ab- 
kühlung ertulgen   wird.     lnfolf{e    der   Wärmeleitung,  des 
Stosses  der  einzelnen  Theilchen  gegeneinander  etc.,  weiden 
nun,  wie  die  Thermodynamik  zeigt,  sich  die  WärmewirknogeQ 
in  der  Satnmfeme  und  -Nähe  und  auch  in  den  dazwischm 
liegenden  Punkten  nicht  ausgleichen,  vielmehr  blmbt  ein 
Rest  übrig,   weither   eine  Teiniieraturerhöhung  der  Ring- 
niasse  liervorljringt.    Dies  kann   aber  nur  auf  Kosten  der 
Bewegungsenergie  geschehen  und  es  werden  sich  also  die 
Dimensionen  des  Ringes  nach  dem  Saturn  hin  verkleinern. 
Die  Innenseite  des  Kioges  wird  sich  demzufolge  ziemlich 
gleichmässig  ?on  allen  Seiten,  langsam  dem  Saturn  nähern, 
um  sich  schliesslich  mit  ihm  zu  vereinigen. 

Auf  Grund  seiner  Untersuchungen  kuornit  Hirn  zu  dem 
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Kesultiito,  (lass  sich  alle  Schwiiri^keiten  und  ünmöp^liclikeiteu 
beheo,  weim  mau  aiinimint,  der  Satuna  nifr  bestehe  aus  ein- 
sdnen  discreten  Massentbeile ben  oder  er  aei^  kurz  gesagt, 
foo  staabförmiger  Sirnciur.  Wie  eich  die  mecbaoisclieii  Yer- 
hiltniflse  in  einem  solchen  Systeme  abwickeln,  hat  Hirn  nicht 
weiter  nntermcht  nnd  die  kurzen  Bemerkungen,  die  er  in  dieser 
RicbtuiiLT  macht,  werden  vorans-sichtlich  theilweise  der  Cur- 
reftur  })edürt'en.  Da<;e(]feii  hat  Maxwell  diese  Piublenie  in  An- 
griÜ'zu  uehmeo  versucht,  ohne  dass  es  ihm  aber,  wie  ich  glaube, 
gduDgen  bt,  zu  einer  einwar&fireien  Lösung  zu  gelangen« 

Die  Erscheinungen,  welche  ein  staubförmiger  Satumring 
darbietet,  habe  ich  in  zwei  griisseren  Arbeiten  besprochen  und 
ich  ;ilaul)e  dort  den  stricten  Nachweis  geliefert  zu  haben,  dass 
alle  ErÄcheinungen ,  die  zum  iheii  sehr  coiuplexer  Natur 
«od,  nur  durch  die  zu  Grunde  gelegte  Annahme  erklärt 
werden  können.  Bei  dem  nocb  nicht  gehörig  entwickelten 
Zustande  der  Dynamik  des  Saturnringes  dürfte  auf  diesem 
Wege  die  festeste  Stfitze  gewonnen  sein,  die  man  bis  jetzt 
der  Maxwell-Ilir  i  sehen  Annahme  geben  konnte. 

Es  ist  interessant,  dass  die  Furschung,  nachdem  der 
Ueihe  nach  alle  nur  denkbaren  Annahmen  über  die  Constitution 
des  Satamringes  discutirt  und  als  wahrscheinlich  hingestellt 
worden  sind,  wieder  jener  Ansicht  zuneigt,  welche  als  eine  der 
ersten  aufgestellt  worden  ist,  um  dann  aber,  wie  es  scheint, 
völlig  der  Vergessenheit  zu  verfallen.  Ks  ist  von  verschiedenen 
Seiten  beiijerkt  worden,  dass  Jacques  Cassini  (lö77 — 1750) 
bereits  die  Maxwell-Hirn 'sehe  Ansicht  ausgesprochen  hat. 
Die  Wichtigkeit  der  Angelegenheit  wird  es  wohl  recht* 
fertigen,  wenn  ihr  etwas  nachgegangen  wird.  Bei  Ge- 
legenheit der  Veröffentlichung  seiner  Beobachtungen  des 
öaturn,  namentlich  des  Verschwindens  des  lünges  im  Jahre 
1715  ^)  spricht  sich  Cassini  ganz  deutlich  aus.  Fag.  47  sagt  er; 

1)  Obterrations  nouTslles  sar  Satnme.  H^moiret  de  mathe- 
oiatiqoe  et  de  phjsiqaet  tix^s  des  regiatres  de  Tacad^ie  royale  des 
Bciences  de  Tauige  1715  pg.  41  ff. 
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«Cetie  apparence  qui  n'a  poiat  sa  pareiUe  dang  les  coips 
Celestes,  a  dooD^  liea  de  oonjecturer  que  ce  poavait  Mre  un 

atnas  de  satellites  qui  etaient  dans  le  plan  des  autres  et 
feisaient  leur  revolution  autour  de  cefcte  planete^  que  leur 
grandeur  est  si  petite  qu'on  ne  peut  le«  apercevoir 
chaciin  separenient,  mais  qu'iU  sont  eu  nieme  temps  si  pree 
Ton  de  Tautre  qu^on  ne  peni  point  distingner  leB  interralles 
qui  sont  entr*enx,  enaorte  qu^ils  paraisBent  former  un  corpe 
continu*. 

Hieran  werden  Bemerkungen  geknOpft  über  Schwierig- 
keiten, die  bei  der  Darstellung  der  Beobachtungen  auftreten 
sollen,  in  dieser  Form  aber  wohl  nicht  existiren.  Den  Schluss 
bildet  (pg.  41^)  die  Bemerkung: 

»On  peut  donc  suppoeer  avec  beaucoup  de  vraiseiiiblance 
que  Tanneau  de  Saturne  est  form^  d*une  infinite  de  petites 
Planstes  fort  pr^  Tune  de  Tautre,  qni  4tant  oompriaes  dans 
8on  Atmosphere,  sont  entratn^  par  le  monvement  qni 
&it  toumer  Satume  antour  de  eon  centre  et  que  dans  cette 
Atmosphäre  etc.* 

Hiernacli  nimmt  also  Cassini  ati,  dass  die  diricreten  Theil- 
chen,  welche  den  Ring  bilden,  in  der  Atmosphäre  des  Saturn 
sich  befinden  und  mit  dieser  durch  die  Hotation  dee  Saturn 
herumgeführt  werden.  Das  ist  freilich  ein  Znsatz,  welcher 
die  ganze  AnIFassung  völlig  verschiebt,  und  da  Cassini  diesen 
Zusats  fKr  ganz  wesentlich  hält,  steht  er  doch  auf  wesentlich 
anderem  Boden  als  auf  dem  der  Hypothese  von  Maxwell  und 
Hirn.  Es  erscheint  demnach  doch  nicht  so  räthselhaft,  dass 
die  Casgini*scbe  Ansicht  nicht  allgemeine  Verbreitung  ge- 
funden bat. 

Danach  wird  man,  wie  ich  glaube,  nicht  gegen  die 
historische  Gerechtigkeit  Verstössen,  wenn  man  die  Erkenntniss, 
dass  die  Satnmringe  eine  staubförmige  Constitution  haben, 
an  die  Namen  Maxwell  und  Hirn  knüpft. 
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üeber  normale  und  anomale  Dispersion 

elektrischer  Wellen. 

Von  L.  Orfteti  und  L*  Fomm. 

Vom  Standpankto  der  Maxwell'schen  Theorie  ist  nieht 

zu  erwarten,  dass  die  DielektrizitätscoiiäUiite  eiues  Körpers 
eine  durchaus  coiistante  Grösse  sei.  Denu  da  ihre  Wurzel 
der  Fortpflanzuiig)sg60chwiiidigkeit  der  elektrischen  VerBchie- 
bung  umgekehrt  proportional  sein  soll  (bei  gleicher  magne- 
&cher  Indactioiiscoostaiite)  und  da  wir  aus  den  optischen 
Mttsoni^ti  wissen,  dass  der  Brechungsexponent  mit  der  WeHen- 
länge  viiiiifc,  so  ist  von  vorn  herein  zu  schliessen,  dass 
sich  die  Dieiektrizitätsconstante  eines  Körpers  abhängig  zeigt 
?on  der  Wellenlänge  der  elektrischen  Bewegungen,  durch 
deien  Hälfe  sie  gefunden  wird.  £ben80wenig  ist  aus  der 
lltxweli*8chen  Theorie  mit  Kothwendigkeit  der  (gewöhnlich 
angelBhrte)  Schluss  zu  ziehen,  dass  die  Constante  der  Oauchy- 
8chen  oder  einer  anderen  Dispersion.^ tüiiuel  (für  normale  Dis- 
persion) der  Wurzel  aus  der  Dielektrizitätsconstante  gleich 
Mio  muss,  ein  Schluss,  der  ja  auch  durch  die  Erfahrung  nur 
in  wenigen  Fällen  best&tigt  wird.  Vielmehr  ist  ans  der  That- 
saehe,  dass  die  Dielektrizitätsconstante,  in  gewöhnlicher  Weise 
bestimmt,  sich  meistens  viel  grösser  ergiebt,  als  das  (>uadrat  des 
auf  unendlich  lange  Wellen  reducirten  Brechu«gi>ex})()nenten, 
coosequent  nur  zu  schliesseu,  dass  im  Gebiet  der  langen 
Wellen  häufig  Absorptionen  und  daraus  folgende  anomale 
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Dispeisionen  Torkomineii,  welche  den  Gang  der  Dispereions^ 
cunre  wesentlich  beeinflussen. 

Von  diesem  Gesichtspunkte  ausg:ehend,  haben  wir  nns 
die  Frage  gestellt,  ob  eine  Ahhäii*^ngkeit  der  Dielektri/itilts- 
constante  von  der  Wellonliinge  der  elektrischen  Wellen 
experimentell  zu  constatiren  ist.  Man  weiss  von  einer 
Reihe  von  Körpern,  dass  ihre  Dielektrizitätsconstante,  sta- 
tisch gemes'ien,  sich  viel  grösser  ergiebt,  als  gemessen 
durch  Schwingungen,  auch  wenn  diese  nur  die  langsamen 
Schwingungen  eines  Induktionsapparates  sind.  Man  nahm 
an,  dass  man  sich  dabei  durch  Abkürzung  der  Ladungs- 
zeit dem  wahren  d.  h,  kleinsten  Werth  der  Dielektrizitäts- 
constante nähert.  Nach  der  obigen  Darlegung  giebt  es  aber 
gar  keinen  ^wahren"  Werth  der  Dielektrizitätsconstante, 
vieltnehr  ist  jeder  durch  ein wurt'sfreie  Methoden  sicher 
bestimmte  Werth  der  Dielektrizitätsconstante  als  der  wahre 
Werth  für  die  zugehörige  Wellenlänge  anzusehen.  Dass 
durch  die  AbkClrzung  der  Ladungszeit  man  steh  dem  soge- 
nannten wahren  d.  h.  kleinsten  Werth  der  Dielektrizitäts- 
constante nicht  immer  nähert,  wird  bewiesen  durch  die  Ver- 
suche von  Lecher*),  welcher  sogar  bei  ra'ohen  Hertz'schen 
Schwingungen  ein  Anwaeh.sen  der  DieleiitrizitiitsconstMiitc 
bei  einigen  Körpern  constatirte,  gegenüber  den  durch  lang- 
same SchwinguniTPn  bestimmten.  Man  wird  vielmehr  nach 
der  Ausdrucksweise  der  Optik  sagen  mfissen,  dass,  wenn  sich 
die  Dielektrizitätsconstante  um  so  kleiner  ergiebt,  je  grösser 
die  angewendete  Wellenlänge  ist,  dass  man  es  dann  mit  einem 
KcSrper  mit  normaler  Dispersion  zu  thun  hat,  dass  dagegen, 
wenn  nmgekf^lirt  die  Dielektrizitriis(  niist  inte  mit  wachsender 
Wellenlänge  :^elbst  wächst,  in  dem  hinter  iliesem  (:lebiet 
liegenden  Theii  der  Wellenlängen  (nach  kürzeren  Wellen- 
längen zu)  anomale  Dispersionen  stattgefunden  haben,  und 

1)  Lecher  Wied.  Ann.  42  p.  U2,  ISOl. 


Digitized  by  Google 


Graetz  und  Fomm:  Dispersion  elektrischer  Wellen,  191 


dass  eodlich,  wenn  man  mit  den  Wellenlängen  in  ein  Gebiet 

der  anomalen  Dispersion  sell)8t  kouniu,  die  Diolekt  i  i/.itätscon- 
^^tallton  mit  abnehin»'nder  Welleulänge  zunelmicn,  dann  bis  zu 
einem  Minimum  abuebmen  und  dann  wieder  zunebniea  müssen. 

Bei  Körpern,  wie  Schwefel,  Paraffin,  Schellack,  für 
welche  die  gewöhnliche  Maxweirsehe  Besdehang  gilt,  ist 
DatCbrlioh  eine  Abhängigkeit  der  DielektrizüStseonstante  Ton 
der  Wellenlänge,  wie  sie  herstellbur  ist,  nicdit  zu  erwarten. 
VVoiji  aber  konnte  ein  soicl»er  Eintluss  i)ei  Körpern  mit 
gre«8er  Dielektrizitätsconstante  erwartet  werden,  da  die 
meisten  bieber  antersuchten  Substanzea  zu  der  zweiten  der 
oben  erwähnten  KJaasen  zu  gehören  acheinen.  Wir  sind 
aber  beim  Beryll  mit  dem  von  nns  benötzten  Intenrall 
(kr  Wellenlüntren  gerade  in  ein  Gebiet  bineinö;ekoniinen, 
welches  für  die  Dieiektri/atätscunstante  genau  deuseibea  Gang 
zeigt,  wie  er  bei  anomaler  Dispersion  für  den  Brechongs- 
ezponenten  in  solchen  FäUeo  bekannt  ist 

Za  den  Messungen  benutzten  wir  die  Erscheittung,  welche 
wir  fritfaer^)  ausführlich  dargelegt  haben,  dass  dielektrische 
Ellipsoide  in  einem  von  elektrischen  Scbwingunffcn  durch- 
zogenen homogeuen  Feld  Drehungsbewegungeu  aufführen, 
welche  dem  Quadrat  der  angewendeten  elektrischen  Kraft 
proportional  sind.  Bei  dieser  Methode  iiess  sich  die  Wellen* 
länge  der  angewendeten  Schwingungen  leicht  dadurch  Tariiren, 
dass  wir  eine  Reibe  von  Leydener  Flaschen  von  verschiedener 
Capacitiit  anwendeten.  Die  Entladungsfunken  derselben  zwi- 
schen den  Kugeln  eines  Mikrometers  gaben  uns  Schwingungen, 
deren  Wellenlängen  sich  nach  der  Theorie  wie  die  Wurzeln 
der  Gapacitäten  verhalten,  wenn,  wie  es  der  Fall  war,  der 
ganze  Obrige  Stromkreis  möglichst  unverändert  blieb.  Ausser- 
dem konnten  wir  sehr  langsame  Sehwingniigen  mit  derselben 
Anordnung  dadurch  hervorbringen,  dass  wir  die  Kuireln  dos 
Mikrometers  so  weit  auseinanderzogen,  dass  keine  Funken 

1)  Graets  und  Pomm  Sitsungsber.  d.  bsjr.  Akad.  28  p.  276.  1693. 
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übergingen.  Dann  folgten  sich  die  Schwingungen  nur  in 
der  Periode,  welche  der  Unterbrecher  des  Indnktionsappamte 

hatte,  einige  hundert  in  der  Sekunde. 

Die  Anordnung  war  derartig,  dass  eine  der  Leydener 
Flaschen  mit  den  beiden  sekundären  Polen  eines  Induktion»- 
apparates  Terhnnden  und  durch  dessen  Strdme  geladen  wnrde. 
Die  Entladung  geschah  durch  das  Fankenmikrotnetor ,  toh 

dessen  Kugeln  aus  zwei  Drähte  zu  zwei  parallel  geschalteten 
Kohlrauscli'scli^^n  Con<lensatoreu  führten.  Zwischen  den  Platten 
derselben  hingen  an  getimissten  Glasstäbchen  die  zu  unter- 
suchenden Scheiben  oder  Stäbchen,  die  durch  einen  Tropfen 
Schellack  an  den  Stäbchen  befestigt  waren.  Die  Stftbohen 
selbst  hingen  an  einem  Spiegel,  dieser  an  einem  feinen  Metall* 
faden,  der  an  einer  Ebonitfassung  innerhalb  einer  Glas- 
röhre aufgehänui  war.  Wenn  der  Spiegel  sorgf^iltig  den 
Platten  des  Goudensators  parallel  ge.stellt  wird  —  was  auf 
optischem  Wege  jedesmal  controllirt  wurde  — ,  wird  die 
ganse  Aufhängung  selbst  von  den  Ladungen  nicht  be- 
einflusst.  Die  Stäbchen  und  Scheiben  wurden  sorgfältig 
so  befestigt  ,  dass  sie  genau  unter  45®  gegen  den  Spiegel 
und  damit  gegen  die  Condensator platten  standen.  In  dem 
einen  der  Condensatoren ,  den  wir  als  Standard  be/eiehnen, 
hing  zunächst  eine  dfinne  Kreisscheibe  aus  Schwefel,  deren 
Auaschläge  uns  das  Mass  für  die  rorhandene  elektrische 
Kraft  gaben.  Später  wurde  ftlr  manche  Körper  ein  Kupfer* 
Stäbchen  zum  Vergleich  genommen.  Der  Abstand  der  Conden- 
satorplatten  wurde  bei  beiden  Instrumenten  trewohnlieh  gleich 
gross  gemacht  (25  mm,  bei  grossen  Dielektrizitatsconstantea 
35  mm). 

Theorie  der  Versuche. 

Ein  dielektrisches  EUipsoid  wird  in  einem  homogenen 
elektrischen  Felde  gleichmässig  pularisirt.  Hat  das  EUipsoid 
die  Gleichung 
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a*     d»  c» 

nnd  %Tirken  in  der  iiichtung  der  x  y  e-Ane  die  inducirenden 
Kräfte  XYZ^  ao  sind  die  dielektriachen  Momente  des  Ellipsoids 
pro  Volmneneiiiheit^) 

wo  Cq  Ton  dem  VerhfiltoisB  der  Axen  abUiagige 

ConsliaoieD  sind  nnd  x  die  »Dielektrisimngsoonstante*  ist,  ent^ 

sprechend  der  Poisson^schen  Magnetiäirungsconstaiiten.  Die 
Dielektrizitätscouätante  D  ist 

In  unserem  Fall  haben  wir  ein  liotationsellipsoid,  dessen 
Rotaiionsaxe  die  x-Axe  sei.  Die  X-  nnd  ^-Axe  mögen  in 
einer  horizontalen  Ebene  liegen  und  es  möge  die  elektrische 
£raft  nnseres  Feldes  den  Winkel  9  mit  der  «-Axe  bilden 
(9)  ist  bei  nns  nahezu  =  45^).  Ist  P  die  ganze  elektrische 
Kraft,  d.  h.  die  Potentialdifferenz  W  der  Platten  dividirt 
durch  ihren  Abstand  und  verläuft  wie  in  unserem  Falle 
horizontal,  so  hat  das  dielektrische  Moment  unseres  Ellipsoids 
die  Grösse  (wenn  V  das  Volumen  des  EUipsoids  ist) 


m^Ki-yy  (1  +  x  (1  + /.  i^o)"^ 

ond  die  dielektrische  Axe  bildet  mit  der  «-Aze,  der  Rotations- 
aze,  einen  Winkel  ip^  so  dass 

teng ^ [^^^^ tang 9  ist  1) 

Das  Drehnngsmoment,  welches  den  Winkel  q>  zu  yer- 

grösseru  strebt,  ist 

1)  Kirehhoff,  Yorleaimgen  fiber  Elektrizität  S.  166. 
ISM.  Krthw^j».  m.  s.  18 
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_  i'»8m2y(^.-^)F 
(H.x^){l+«ÄJ 

Bei  unserer  Aufhängung  wird  bei  den  Stäbchen  der 
Winkel  ip  yerkleinert,  bei  den  Scheiben  vergrössert. 

Diesem  Drehungsmoment  wird,  wenn  der  Winkel  9»  sich 
um  a  verkleinert  hat,  durch  die  Torsion  des  Drahtes  das 

Gleichgewicht  gehalten.    Ist  also  M  der  Torsiünscoefficient 

des  Auf  hangedrahtes  und  wird  die  Grosse  -        gleich  p 

co82a  ^ 

ff 

gesetzt  und  zugleich,  wie  bei  unseren  Versuchen  29*35  — 
angenommen,  so  wird 

' '     (l  +  x^.)(l+xi;,) 

Werden  die  entsprechenden  Grössen  für  die  Standard- 
scheibe mit  y,  |),  ^l,       ^jj,  33  bezeichnet  und  wird 

gesetsst,  Torauagesetzt,  daas  y  bekannt  ist,  so  wird 


3) . .  . 


(1  +  x^,)(l  +xi^^  )^mV{B^-A^) 


woraus  x  zu  bestimmen  ist,  wenn  ^,       V  gemessen,  5, 


^0  berechnet  sind. 


Die  GrOsse       und       ergeben  sich 

1.  tür  eine  Scheibe,  wenn  a  die  halbe  liotationsaxe. 


b  die  andere  Halbaxe  ist  und  1/  =  c  gesetzt  wird: 


1)  Kirohboff  Mechanik  8. 131. 
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A^^4kn  ^  ^-  I«  —  arctan^ «| 

=  ^  |(1  4-  e^j  arctang  €  —  cj 

2.  für  ein  Stäbchen  bei  derselben  Bezeichuuag  der  Halb- 
axen,  wenn  ~  ^  gesetzt  wird 

^. -=^{(1-.»»)  (log n.t)/  + 


Die  Messungen« 

Za  den  Messungen  wurden  4  Lejdener  Fiaselien  benaisEi, 
die  wir,  von  der  kleinsten  angefangen,  als  IV,  III,  II  und  I 
bezeichnen.  Die  Capacitäten  die5?er  Flaschen  wnrden  (iirekt 
Terglichen  und  ergaben,  bezogen  auf  C'iv  =  U)0,  die  Werthe 
Cn  =  100,  Cm  =  151,  Cn  «  185,  C'i  =  396.  Da  aber  in 
tmaeren  Beobachtungen  zu  den  Flaschen  noch  die  beiden 
Gondensatoren  parallel  geschaltet  waren,  so  sind  die  Yer- 
haltniase  kleiner.  Die  in  Betracht  kommenden  Capacit&ten 
lamen  sich  angenähert  aus  den  Ausschlägen  unseres  Staadard- 

uiiifiiis  bei  so  grosser  EuUernung  der  beiden  Mikronieter- 
ku;:eln,  dass  keine  Funken  mehr  überspringen  (1=^0), 
vergleichen.  Es  waren  z.  B.  diese  Ausschlage  a  und  die 
daraas  berechneten  Capacitäten  C 

Flasche        17        HI        II  I 
a  644      481        880  199 

C  100       148,8      170  884 

Letztere  Werthe  yon  C  »ind  för  unsere  Yersttche  mass- 
gebend. 

18* 
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Die  entsprechenden  Wellenlängen  ^,  die  den  Warzeln 
ans  den  CapacitSten  proportional  sind,  sind 

;iiY  =  100   ;tin=  122,3   Au  =  130,4   Ai=  180,0. 

Die  Wellenlanfiffii  umfassen  also  keine  sjanze  Oktave. 
Ausscrrleiii  aber  ktuiiiteii  wir,  wie  erwälint,  sehr  grosse  Wellen- 
längen anwenden,  indem  wir  ohne  Funken,  bloss  mit  den 
Kulimkorifschwingungen  arbeiteten.  Diese  Wellenlänge  wollen 
wir  ab  Aji  bezeichnen. 

Bei  jeder  Flasehe  wurden  gewöhnlich  4  Messnngen  in 

der  Art  geniaclit,  dass  die  Funkenstrecke  auf  3  verschiedene, 
jeweils  passende  Abstände  gebracht  wurde,  bei  denen  con- 
tinairlich  Funken  übergingen  und  die  wir  von  der  grössten 
zur  kleinsten  mit  t«,  7»,  bezeichnen,  und  eine  vierte  Messung 
ohne  Funken,  mit  %^  bezeichnet  Wir  nehmen  an,  dass  bei 
derselben  Flasche  die  Schwingungsdauer  sich  nicht  wesentlich 
ändert,  wenn  man  der  Funkenstrecke  die  Längen  r«, 
giebt,  die  höchstens  um  einige  Millimeter  differirten.  Feddersen 
zeigte  bereits,  dass  diese  Veränderung  ohne  wesentlichen  Ein- 
fluss  ist. 

Beobachtungen  an  Öchwefel. 

üm  die  DielektrizifSteconstante  des  Schwefels  für  ver- 

scliiedene  Ä  zu  messen  iind  zucijleich  für  unser  Staiidard- 
instrument  das  }'  zu  liesfitnincu ,  welches  in  Hie  weiteren 
Messungen  eingeht,  wendeten  wir  eine  Scheibe  und  ein 
Stäbchen  ans  Schwefel  an.  Aus  dem  Verhaltniss  ihrer 
Drehungen  lässt  sich  y  berechnen.  Bezeichnen  wir  nämlich 
f&r  die  Scheibe  alle  Grössen  mit  deutschen,  f&r  das  Stabchen 
mit  lateinischen  Buchstaben,  so  ergiebt  sich  ans  der  obigen 
Formet  2) 
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Bb  ist  dabei  Toransgeeetzt,  dass  die  beiden  Sebwefel- 
stocke  dasselbe  y  haben,  eine  Yoraussetzting ,  die  wohl  un- 
bedenklich iätf  da  Scheibe  und  Stäbchen  gleichzeitig  herge- 
stellt waren. 

Die  Resultate  der  Messungen  sind  folgende,  wobei  jeder 
1  P 

Werth  von  —  aus  mindesteas  3  durch  Schwingungsbeobach- 
tungen  erhaltonen  Einzelwetthen  das  Mittel  ist 

Werthe  von  -  für  ^^^^"^^^^^^^ 
p  Sehwefe]«sbeibe. 


^S 

T—  a 

0,5695 

0.6688 

0,5866 

0,5509 

0,6684  auB  1 

0,5683 

0,5648 

0,6602 

0,5573 

0,6687   ,  II 

0«6706 

0,6691 

0,6491 

0,6686 

0,5588  «III 

0,5692    .  IV 

mtkel 

0,6694 

0,6884 

0,5668 

0,5589 

0,5649 

Diese  Zahlen  vreicben  vom  Mittel  um  nicht  mehr  als 
1%  ab,  so  dass  eine  Abhängigkeit  von  der  Wellenlänge 
nicht  zu  erkennen  ist,  sie  aseigen  zugleich,  dass  die  Methode 
bis  auf  1  bis       tlbereinstimniende  Zahlen  ergiebt.  Diese 

Fehlergrenze  beruht  hauptsächlich  darauf,  dass  der  Unter- 
brecher des  Kulinikorlf  nicht  regelmässig  fuuktionirt,  ein  tJebel- 
itand ,  der  durch  die  gleichzeitige  Beobachtung  an  zwei  In- 
strumenten wohl  in  seiner  Wirkung  reducirt,  aber  nicht 
ganz  nnsch'adlich  gemacht  werden  kann. 

Die  zur  Berechnnng  von  /  nothvendigen  Constanten  sind 

«0«  11,8432  «o  =  0i8616  a»  =  M174   ®  =  ^ 
^«  0,0105   J9o  =  5,9780    if=:  4,3400. 

Aus  dem  Mittelwerth  aller  ^  ergiebt  sich 
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Y  =  0,24915 

Dieser  Werth  für  D  liegt  nabe  an  dem  von  Bült/mann 
gefuiideueü,  welcher  für  die  drei  Hauptaxen  die  Werth« 
fand  D  =  4,773,  3,970,  3,811,  im  Mittel  also  4,184.  Diese 
beiden  Scbwefelstücke  wurden  gleich  nach  der  Herstellang 
(Gum)  untenacht.  Ffir  andere,  knge  benQtzte  Schweiel- 
fltCleke  fanden  wir  y  =  0,24915,  woraus  D «  8,798  sich  er- 
giebt.  Ks  ist  bekiiiiiit,  dass  <j;egosseiier  Schwefel  beim  Stehen 
spontan  in  eine  andere  Moditikation  übergeht. 


Beobachtungen  an  Paraffin. 

Eine  Paraffin:5elieii)e  von  20,9  mm  Durchmesser  und 
1,2  mm  l)u'ke  wurde  mit  einer  Scliwefelscheibe  verglichen, 
für  welche  s  =  54,855  (s.  p.  194)  war.  £s  ergaben  sich  folgende 

«  .  Paraffinscbeibe 
Werthe  von  -  fiir  g-r — j, ,  , 

1)  SchweielBcheibe. 


1  ^11 

h 

t  =  a 
tsse 

0,8289 
0,888B 
0,8682 

0,8406 
0,8607 
0,8841 

0,8116 
0,8672 
0,8681 

0,8468 
0,8875 
0,8420 

03492  aoB  I 
0,8441    ,  II 
0,8827  »Iii 
0,8434   ,  IV 

Mittel 

0,8886 

0,8418 

0,8406 

0,8419 

03428 

Auch  hier  lässt  aich,  wie  zu  erwarten,  ein  Gang  der 
Dielektrizitätsconstante  nicht  erkennen.  Ans  dem  Mittel- 
werth der  —  und  den  Constanten  der  Tarafduscheiüe 

»11,5105,  iyo=  0,52788,  F=  411,7  ergiebt  sich 

x  =  0,1 162 

D  =  l  +  4«x  =  2,20. 
Ekiltsmann  fand  für  Parafßn  2,32. 
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Beobachtungen  an  Wasser. 

Um  Körper  mit  grö.s.serer  DielektrizitiitsconstaTite  uvif 
ihre  etwaige  Di.spersion  zu  untersuchen,  gingen  wir  \mU\ 
zum  Wasser  über,  ries^en  Dieiektrizitätsconsiante  die  grÖBste 
bisher  gemessene  ist.  Wir  brachten  das  Wasser  in  eine  kleine 
dflnnwandige  £boniiröhre  (20,1  mm  LSnge,  3,0  mm  Dnrch- 
messer),  welche  an  den  beiden  Enden  durch  EbonitpMpf- 
ehen  Tenchlossen  war.  Die  Messongen  wurden  erst  an 
der  leeren,  dann  an  der  mit  Wasser  gefällten  Röhre  yor- 
penommen  und  die  ersteren  Ausschläge,  auf  gleiche  Slamlard- 
auavschlüge  rediicirt,  von  den  letztern  5i))gezogen.  Diese 
Correktion  betrug  2 — Mit  den  Kuhmkorifschwingungen 
allein  haben  wir  keine  Messungen  angestellt,  weil  bei  unsem 
Potentialen  dann  die  Ausschläge  zu  gross  wurden,  so  dass 
merkbare  Einwirkungen  der  Ladungen  auf  den  Spiegel  der 
Anfhftngnng  stattfanden,  die  nur  unsicher  hätten  eliminirt 
werden  können.  Wir  beschränken  uns  also  auf  die  Angabe 
der  Resultate  mit  ra^<chen  Condensatorsch vvinguugen.  Die 
benützte  Scliwefebcheibe  hatte  ein  s  =  43,610. 

Die  Beobachtungen  ergaben  folgende 

p  Wasserröhrchen 
Werthe  von  ^  für  k-tt- — ,  ,  , 

p  Schwefeischeibe. 


f  s  a 

4.1819 

4,1823 

4,1834 

4,1677 

4,1836 

8,8868 

T  =  C 

4,1117 

4,0481 

4.0802 

Mittel 

4,1608 

4,1310 

1  4,0665 

Es  scheint  hier  ein  Gang  der  Dielektrizitätsconstante 
in  der  Weiee  Torzuliegen,  dass  mit  wachsender  Wellenlänge 
auch  die  DielektrizitatBconstante  grösser  wird.    Da  jedoch 

die  Diffierenasen  der  ~  2%  nur  wenig  übersteigen,  so  ist  das 
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Kesuitftt  nicht  sicher.    Aus  dem  Mittelwerth  der  -  und 

P 

il^j  =  0,45998,  5o  =  M5330,  F=  140,00  ergiebt  sich 

X  =  5,8324 
D  =  73,54 

ein  Werthf  der  mit  den  bisher  bekannten  gnt  übereinstimmt 
Es  ist  jedoch  dieses  Resultat  bei  so  gro.ssen  VVorthen  von  D 
nur  durch  aussergewöhnliche  Sorgfalt  zu  erreichen  und  swu 

desshalb,  weil  eben  der  Werth  Ton  ^  so  gross  ist,  dass  Uebe 

Aenderongen  in  ihm  und  kleine  Ungenauigkeiten  in  der  Be- 
stimmung der  Dimensionen  des  Bohrchens  schon  giosse 
Aendemngen  von  D  hervorbringen. 

Um  diesen  Uebelstand,  der  auch  bei  anderen  Substanzen 
üich  zeigte,  zu  vermeiden,  haben  wir  versucht,  ob  wir  nicht 
derartige  Körper  mit  grossem  J)  mit  Metalien  vergleichen 
können. 

Beobachtungen  an  Kupfer. 

Wendet  man  die  Mo8otti>Pois8on*8che  Theorie  auf  Metalle 

an,  so  ist,  weil  für  diese  bei  statischen  Zustanden  das 
Potential  constant  sein  mnss.  Jn'  l)it4ektn^iriiiigsconi?tante 
X  s  00  zu  setzen.  Ke  war  die  i^Vage,  ob  bei  unsren.  immer- 
hin raschen  Schwingungen  die  Ladungen  den  Metallen 
gegen  fiber  noch  als  statische  oder  besser  quasistatische  an- 
zusehen waren.  War  das  der  Fall,  dann  mussfce  ein  Enpfier* 
.Stäbchen  den  Werth  JJ  =  co  ergeben.  Dabei  ist  zu  bedenken, 
dass  die  oben  entwickelte  Formel  3,  dnrch  weiche  mau  B 

^  bestimmt,  eine  Ounre  Ton  folgendem  Verlauf  giebt.  Tragt 
P 

man  die  ^  als  Abscissen  auf,  so  steigt  die  Gurre  Ton  D  eret 

langsam,  dann  rascher  an  und  geht  endlich  steil  bis  + 
um  dann  nach  —  oo  zu  springen  und  mit  weiter  wachsendem 

^  allmählich  kleinere  negative  Werth e  von  2>  zu  liefern. 
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Wenn  also  die  Beobachtungen  einen  sehr  grossen  positiven 

oder  negativeti  Werth  von  D  ergeben,  so  ist  dies  ein  Beweis 

ftlr  X  s  00.   Die  Beobachtangen  ergaben  f&r  ein  Kapfer- 

aUbohen  Ton  23  mm  Lftnge  nnd  2^94  mm  Durchmesser  (an 

den  Enden  abgenmdefc)  folgende 

p  Kupferstäbchen 
Werthe  von  -  fttr  ,  ,  , 

p  N'fnvt'tclsfhpibe. 


hv 

t  =  a 

7,971 

8,008 

r 

8,004 

i  =  b 

8,153 

7,823 

8,053 

T  =  C 

7,983 

8.085 

8.017 

Mittel 

8,0857 

1  7,9720 

1  8,0280 

ergiebt  sich  D  = 


Mifc  dem  kleinsten  Werth  7,9720 

+  7  145,  mit  dem  grössten  8,0357,  der  nur  um  0,7ü*'/o  grösser 
ist,  D  =  —  9120,  so  dass  damit  der  Werth  von  x=soo  für 
onsre  Öchwinguni^e!!  als  gültig  bewiesen  ist. 

Wenn  das  Knpferstäbchen  als  Standard  genommen  wird, 
so  ist  der  Werth  der  Grosse  8  (p.  194). 

Beobachtangen  an  Bromblei. 

Ein  Stäbchen  aus  Bromblei  von  21,6  mm  Länge  und 
3,9  mm  Dicke  ergab  mit  Kupier  verglichen  folgende 

izr  ^t.         P  i^.  Brombleistabcben 
Werthe  von  ^  iur  ^„^^^^y^r— 
p  Kapierst»DCnen. 


h 

^11 

<K8767 

0.7828 

0,8365 

0,8223 

0,8678 

0,8486 

0,7929 

0,7884 

T  =  C 

0,9437 

0,8141 

0.7958 

0,7760 

.mm 

1  0,8808 

1  0,8152 

[  0,8080 

1  0,7956 

Digitized  by  Google 


202 


Sitzung  der  math.-phys.  Clavac  com  5.  Mai  1H94, 


P 

Hier  zeigen  die  Zahlen      ?ou  denen  die  DielekiriniätB- 

P 

constante  abhängt,  einen  ausgesprochenen  Gang  mit  der  Wellen- 
länge tind  zwar  so,  daas  die  Dieiektrizitatsconstante  mit 
wachsender  Wellenlänge  seihst  wachst.  Die  BerechniiDg 
giebt  ftir  die  Dielektrizitätsconstante 


^11 

D  = 

41,79a 

42,988 

48,692 

48,648 

Dieser  Gang  zeigt  an,  dass  bei  kürzeren  Wellen  ab 
AiY  Absorptionen  und  anomale  DispeiBtonen  statIgefiindeD 
haben  nnd  dass  die  Dispersion8cnr?e  in  unserem  Interrall 

noch  in  aufsteigendem  Gang  ist. 

Beobachtungen  an  Jodblei. 

Denselben  Gang  ergaben  die  Beobachtungen  an  einem 
Jodbleistahchen  von  21,7  mm  Länge  und  3,60  mm  Dick». 

Es  ergaben  sich  folgende 

p  ...  .Todbleistübchen 
Werthe  von  ^  für  ,  - 


^11 

I  =  rt 

0,8178 

0,8030 

0,8243 

0,9303 

0,0191 

0,8544 

r  =  c 

0,9355 

0,8977 

0,8158 

Mittel 

1  0,8946 

1   0,8783   1  0.8316 

Die  DiÖerenz  der  äussersten  Werthe  ist  7°/o.  Die  daraus 
berechneten  Werthe  der  Dielektrizitätsconstanten,  die  grössten 
bisher  bekannten,  sind 


D  1  113,2 

147.7 

172,8 
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Wenn  nun  auch  ^er  Gang  der  Dielektrizitätsconstante 
hüi  diesen  beiden  Körpern  die  frühere  Ansicht  zu  bestätigen 
Mheintf  dass  mit  Abkfirzang  der  Ladongszeit  die  Dielektrisitäte- 
conatiuiieii  kleiaer  werden,  weil  die  Leitung  sich  dann  nicht  voll 
entwickeln  kann,  so  seheinen  uns  gegen  diese  ErklSruiig  die 
Gr&nde  zu  sprechen,  dass  erstens  bei  unserem  V\  a-ser  (Wasser- 
leituncrswasser,  nicht  destiilirte«  Wasser),  welches  ein  besserer 
Leiter  ala  Jodblei  und  Bromblei  bei  diesen  Temperataren  ist, 

ein  HO  erheblicheb  Anwachsen  von  —  mit  waschsender  Wellen- 

P 

liLnge  aicli  nicht  zeigt,  sondern  nor  ein  noch  in  die  Be- 
ohachtnngsfehler  fiillendeB  nnd  zweitens,  das»  nneere  nun 

anzuführenden  Beobachtungen  an  Beryll  ein  ganz  anderes, 
anomales  Verhalten  zeigten. 

Beobachtungen  an  Beryll. 

Wir  hatten  eine  senkrecht  zur  Axe  geschnittene  Beryll- 
«cheibe,  welche  wir  der  Freundlichkeit  des  Herrn  i'rof.  (iroth 
verdanken.  Ihr  Durchmesser  ist  15,5  mm,  ihre  Dicke  0,44  mm. 
Daraus  ergeben  sich  ihre  Gonstanten 

=  1 2,0254  0,27038       F  ^  83,025 


Folgendes  ist  das  Besultat  einer  ersten  Messungsreihe: 

P  n.  Beryllscheibe 
Werthe  von  -  für  «  i.    i»  i  i.  -i. 

p  Scnwefelscheibe. 


^11 

1,0846 

0,7886 

1,1270 

0,6986  aus  I 

1,1027 

0,7149 

0,9681 

0,7186  ,  n 

t  —  c 

0,9410 

0,7767 

1,0698 

0,6736    ,  17 

Mittel 

1.0288 

0,7684 

1.0499 

0,6962 

Die  Zahlen  zeigen  deutlich  ein  Minimum  vun  —  und 
daker  auch  ein  MiDimnm  der  DielektrixitStaconstante  fGir  die 
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Wellenlänge  Xu.  Die  DielektiizitätsconstaDteu  ergeben  bich 
aus  diesen  Znhlen: 


^11 

■  1 

8,503 

6,580 

9.207 

5,948 

Der  Verlauf  dieser  Zahlen,  die  hier  von  der  kürzesten 
zur  längsten  Wellenlänge  fortschreitend  geordnet  sind,  ist 
genau  derselbe,  wie  der  für  den  optischen  Brechungsindex  bei 
anomaler  Dispersion.  Es  sind  z.  B.  ffir  Fnchdn  die  Zahlea 
von  Wemicke  fttr  die 

Linie         H         O         C  A 
fi=       1,64       1,31       1,90  1,73. 

üm  die  Werthe  von  D  sicherer  zu  bestimmen,  haben 
wir  eine  zweite  Versuchsreihe  mit  einer  andern  Schwefel- 
scheibe als  Standard  angestellt,  indem  wir  noch  die  Flasche  III, 

die  eine  Wellenlänge  zwischen  II  und  IV  ergiebt,  hinzu- 
nahmen. 

Folgendes  sind  die 

^  2>  Beryllscheibe. 

p       Schwefelscheibe  II. 


p 

^IV      j  ^IIl 

r  =  a 

0,6274 

0,5042 

0,B407 

0,0233 

0.6217  au«  1 

t--b 

0,G146 

0,5189 

0,5}  26 

0,0008 

0,4885    ,  U 

t  =  c 

0,ö738 

0,4776 

0,5iiÜU 

0.6572 

0,6140  ,  nr 

0,4876    .  iV 

Mittel 

0,6053 

0,5002 

0,5398 

0,6271 

0,5029 

Ks  ist  also  hier  der  Oang  der  Zahlen  genau  derselbe, 
nur  zeigt  sich  das  Minimum  noch  bei  kürzeren  Wellen  als 
früher,  nämlich  schon  bei  der  Wellenlänge  Am. 

Die  hieraus  berechneten  Werthe  von  D  sind,  zusammen- 
gestellt mit  den  ans  den  vorigen  Beobachtungen,  folgende: 
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hl 

BeoK  I 

6,60 

6,68 

9,21 

5.94 

B80b.n 

6,eo 

7,08 

8.04 

6.68 

HtHel  1  8,16 

6«60 

6,83 

8.62 

6,81 

Die  ans  der  Formel  ^J)  berechnen  Brechongs- 
ezponeDten  sind  folgende: 

11  =  2,846   2,588    2,613    2,936  2,512. 

Curie  ^)  fand  für  Beryll  in  der  lüchLuiig  der  optischen 
Axe  De  =  6,24,  senkrecht  zur  optischen  Axe  i)a  =  7,58. 

Die  DiBpefBionsenrye  Terläufb  ÜbrigenB  bei  Beryll  lange 
mcht  so  aeharf,  wie  sie  es  bei  Fuchsin  thni. 

Wir  beabsichtigten  diese  Erscheinungen  bei  BerylLstäb- 
chen  anderer  i^rovenienz  und  verschiedener  Orientirung  der 
Axe  weiter  zu  nntersncben  und  die  Wellenlängen,  bei  denen 
die  anomale  Dispersion  stattfindet,  absolut  zu  bestimmen. 
Ans  der  Thatsache  der  anomalen  Dispersion  lasst  sich  auch 
erkennen,  warum  die  Einzelbeobachtungen  beim  Beryll  nicht 
denselben  Grad  der  üebereinstimmnns^  zei^jen,  wie  bei  anderen 
Substanzen.  Wir  haben  es  ja  sicher  nicht  mit  ganz  reinen 
Wellen  zu  thnn,  sondern  jedenfalls  mit  etwas  gemischten, 
zum  mindesten  schon  dadurch,  dassdie  Ruhmkor&chwingnngen 
sich  den  Fonkenschwingungen  überlagern. 

Wenn  man  die  üben  unter  1  angegebene  Formel  be- 
trachtet, so  erkennt  man,  wie  sich  in  unserem  Falle  das 
Analogen  zu  der  prismatischen  Trennung  der  Farben  ergiebt. 
Denn  der  Winkel,  den  die  dielektrische  Axe  des  polarisirten 
Körpers  mit  der  Rotationsaxe  bildet,  ist,  wenn  q>  =  45^  ist. 


1)  Cnrie  Ann.  ehim.  et  phjs.  (6)  17.  p.  886.  1889. 
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Hat  also  x  för  verschiedene  Längen  der  Wellen  ver- 
schiedene Warthe,  so  ist  die  Richtung  der  dielektrischen  Axe 
im  Edtper  jedesmal  veraehieden  und  ein  System  von  ver- 
schiedenen gleichzeitig  ankommenden  Wellen  giebt  eine 

Reihe  von  fächerartig  auseinandergehenden  dielektrischen 
Axen. 

Da  di»'  A l»s'>rption  der  elektrischen  Strahlen,  die  die 
Dispersion  bedingt,  von  der  Leitung  abhängt,  so  t'olirt 
aus  unseren  Versuchen  auch,  dass  die  Leitungsfahi^^keit 
solcher  Körper  bei  verschiedenen  Wellenlängen  verschieden 
sein  mues  und  allgemein,  dass  Dielektrixitatsconstante  und 
Leitungsfähigkeit  nicht  vollständig  von  einander  unabhängige 
Grössen  sind,  sondern  dass  sie  in  ähnlicher  Weise  durch  die 
Constitution  des  Körpers  zAisammenhängen,  wie  in  der  Optik 
ahsorbirender  Korper  die  Brechung  und  die  Absorption. 

München,  Physik.  Institut  d.  Univers.,  Mai  1894. 
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üeber  den  Beweis  des  Maxweirschen  öeschwindig- 
keitsYdrtheüoiigBgeaetzes  unter  Gasmolekülen. 

Von  Ludwig  BoUsmann. 

Der  Abscbniti  der  EirchhofiTschen  Yorlesungen  über 
Gastheorie  Überragt  so  wie  die  übrigen  Theile  dieses  Werkes 

sowohl  in  der  Vorzügliulikcik  der  Auswahl  des  Stoffes  als 
auch  in  der  Darstellung  weit  die  gewühuiicheu  Lehrbücher, 
So  wird  dort  zum  ersten  Male  auf  die  Richtigkeit  der  That- 
aache  bingewieaeD,  daaa  die  3  e^qperimeiitell  so  oft  gefaDdenen 
Werthe  1  •  67,  1  «4  uod  1  •  33  fllr  das  VerbSltaias  der  Warme- 
(^paci taten  eines  Gases  bei  constantem  Drucke  und  Volumen, 
aus  der  Annahme  der  Analogie  der  Gasmolekiile  mit  festen 
Körperchen  folgen  und  ich  will  bei  dieser  Gelegenheit  nur 
beiläufig  bemerken,  daas  der  Haupteinwand  gegen  diese 
Analogie,  der  auf  der  oomplieirten  Natur  des  Spectruma 
selbst  des  J^i^- Dampfes  begründet  ist,  durcb  die  Versnobe  von 
Pringsheim*)  sehr  an  Bedeutung  verliert,  welche  beweisen, 
daw?  diese  j^pectrü  nicht  durch  die  regelmässige  innere  Wärme- 
bewegung  der  Gasmoleküle  zwischen  je  2  ZusamnienstiWstn, 
sondern  dnrcb  ^mdartige  chemische  Erregungen  (elektrische 
Scbwingnngen  im  umgebenden  Aetber?)  hervorgebracbt  werden. 

1)  Wied.  Ann.  49,  p.  847,  1808. 
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Umsomehr  müssen,  wie  mir  acbeiiit,  die  Ungenaaigkeatea 
der  Dantellong  in  dem  eiDgangs  erwähnten  Buche  rfiek* 
haltsloB  aufgedeckt  werden,  damit  sich  nichi,  ▼on  KirchhoffB 

Autorität  gedeckt,  Irrthuaier  in  die  Gastheorie  einschleichen. 
Denn  selbst  diejenigen,  die  wie  der  Herausgeber  des  in  Rede 
steheuden  Theiles  der  Kircbhoff'schen  Vorlesungen  die  Gas- 
theorie  des  auf  sie  aufgewandten  SeharÜBinnee  unwerth  achten, 
können  und  sollen  nicht  wünschen,  dass,  wer  Überhaupt  Aber 
Gastheorie  schreibt,  es  mit  geringerem  Scharfeinn  thue. 

Auf  Seite  147  des  4.  Bandes  der  Vorlesungen  über 
mathematische  Physik  findet  Kirchhoff  für  die  Wahrschein- 
lichkeit, dass  gleichzeitig  die  Goordinaten  und  Geschwindig- 
keiiscomponenten  eines  Ton  einem  Zusammenstoese  konuneo" 
den  MolekfÜpaares  in  den  durch  das  Integrab  angegebenen 
Gebieten  liegen,  den  Werth: 

Da  hier  Q  einen  bestimmten  Werth  hat,  nach  welchem 
später  differentiirt  wird,  so  sind  die  Grenzen  der  Gebiete  so 
eng  zu  ziehen,  dass  sie  nur  Molekülpaare  um&ssen,  die  vor- 
her in  ganz  bestimmter  Weise  zusammengestossen  sind.  Das 
gleichzeitige  Zusammentreffen  zweier  Moleküle  in  diesen 
beiden  Gebieten  kann  daher  nie  durch  die  zufallige  progressife 
Bewei^ung,  bei  welcher  beide  Moleküle  von  einander  unab- 
hilntrie  sind,  veranlaast  werden,  sondern  nur  durch  einen 
vorhergehenden  Zusammenstoss.  Die  Wahrscheinlichkeit,  daäs 
beide  Moleküle  gleichzeitig  in  diesen  Gebieten  liegen,  darf 
daher  nicht,  wie  die  Wahrscheinlichkeit  des  Zusammen- 
treffens zweier  Ton  einander  unabhängiger  Ereigniase  be- 
rechnet und  gleich 

^fd  Xidffidstd^idytd^td  x^dytdMtdStdijtd}^ 

m 

gesetzt  werden,   wodurch   die    Beweiskraft   der  folgend«;» 
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Dedoctionen  binfiillig  wird.  Diese  Wabiselieinlichkeit  kann 
nur  aus  der  Wabrsclieinliehkeit  der  Zustande  der  beiden 

Moleknie  vor  dem  Zusammenstosse  und  dem  Verlaufe  des 
letzter  'ii  i)erechnet  werden,  wodurch  sich  der  Ausdruck  1) 
ergiebt.    Erst  wenn  man  die  Gültigkeit  der  Gleichung 

/•(S  +  ij?  +  Cf  +  C) + 1?  +  C  -  «)  = 

bereits  Yoraussetst,  folgt,  dass  diese  Wahrscheinlichkeit  eben- 
sogrofis  ist,  als  ob  die  beiden  Moleküle  unabhängig  von 
einander  in  die  beireffenden  Bezirke  gelangt  wären,  woraus 
dann  Maxwell  in  bekannter  Weise  scbliesst,  dass  sein  Ge- 
scbwindigkeitsrertheilangsgesetz  dnrcb  die  Zusammenstosse 
nicht  verändert  wird.  Dass  nicht  auch  andere  Geschwindig- 
keit^ivertlieilungsf^esetze  möglich  «ind,  die  durch  die  Zusiunnien- 
sLu'-se  ebeiifiilLs  nicht  gestJ>rt  werden,  kann  auf  diesem  Wege 
ül>erhaupt  nicht  bewiesen  werden. 

BezQglich  der  Anwendung  der  auch  von  Kirchhoif  be- 
nützten  Fonctionaldeterminante  in  der  Gastbeorie  sowie  deren 
JBesiebnng  zu  Lionville  und  Jacobis  Rechnungen  TCfrgl.  Wien. 
Sitzungsber.  Bd.  58,  Oet.  1868,  Bd.  63,  März  1871,  April 
1871  etc.  bezüt^lioh  der  Abgrenzung  der  Integrationsgebiete 
vor  uad  nach  tl* m  Zusammenstosse,  Wien.  Sitznngsber.  Bd. 
Oet.  1872,  Absehn.  4.  Die  letzte  dieser  Abhandlungen  citirt 
auch  Hr.  Planck  bei  anderer  Gelegenheit. 

Um  nicht  roissverstanden  zu  werden,  will  ich  mich  noch 
enger  dem  Texte  des  KirebbofTschen  Baches  anschliessen. 
Daselbst  werden  auf  Seite  145  zwei  Oebiete  der  Variabein 

)  d  x,  d  iji  d  Zx  d  d  d  C,  und  j^ä  Xi  d  d  (/  d  ij^  d  be- 
trachtet. Nehmen  wir  nun  an,  es  soll  sich  gUuchzeitig  ein 
Molekül  in  dem  einen  und  ein  2.  in  dem  2.  Gebiete  be- 
finden (d.  h.  die  Wertbe  der  Coordinaten  und  Geschwindig- 
kcitBComponenten  des  beireffenden  MolekQb  sollen  innerhalb 
der  durch  da»  Integrale  angegebenen  Grenzen  liegen).  Dann 

ISM.  llath.-plij&  OL  2.  14 
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sind,  je  nach  der  Lage  der  betreffenden  Gebiete  3  Falle 
möglich.  1.  Die  beiden  Moleküle  eilen  eben  einem  Znsammen- 
stosse  zn  (d.  h.  sie  stossen,  nachdem  sie  gleichzeitig  die 

Gebiete  passirt  haben,  miteinander  '/.iisammen  und  keines 
.si(>>.sl  in  der  Zwiselieiizeit  mit  einem  3.  zusammen).  2.  Sie 
kommen  eben  von  einem  Zusammenstosse  (d.  h.  sie  stiesseo, 
yor  sie  in  die  Gebiete  eintraten,  miteinander  zusammen, 
wieder  ohne  dass  eines  derselben  in  der  Zwischenzeit  mit 
einem  3.  zusammenstiess).  Der  3.  Fall  umfasst  alle  anderen 
Möglichkeiten. 

Im  Kirch hoff*8chen  Buche  wird  nun  auch  im  2.  Falle 
die  Wahrscheinlichkeit,  dass  beide  Moleküle  gleiclizeitip:  in 
beiden  Gebieten  lieijfen,  gleich  dem  Produkte  der  Wahr- 
scheinlichkeiten gesetzt,  dass  je  eine^  der  Moleküle  im  be- 
treffenden Gebiete  liegt,  was  nur  erlaubt  ist,  wenn  man  die 
Richtigkeit  der  zu  erweisenden  Gleichung  f  (ii,  +  Q)f(Ui^Q) 
^f(ut)f{ut)  schon  voraussetzt  Denn  da  im  2,  Falle  die 
Gebiete  so  liegen,  dass  soeben  eine  Wechselwirkung  der 
MolekOle  stattgefunden  haben  mu^s^  so  kann  die  Anwesen- 
heit des  einen  Moleküles  in  seinem  Gebiete  nicht  jils  ein  von 
der  Anwesenheit  des  andern  Moleküls  in  seinem  Gebiete 
unabhängiges  Kreigniss  auigcfasst  werden. 
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Zur  IntegratioiL  der  Diflasionsgleichung  bei 

variabeln  Diffusionscoefficieuteii. 

Von  Ludwig  BoUsmann. 
rMvwtai^  S,  Mai.) 

Herr  0.  Wiener  gab^)  eine  interessante  Methode  an, 
den  Vorgang  der  DifiPosion  zweier  Flüssigkeiten  in  allen 

Svhiclitea  gleichzeitig  zu  beobachten.  Dabei  zeigte  sich  be- 
ileutende  Veränderlichkeit  des  Ditiusionscoefficienten.  Herr 
Wiener  zeigt,  wie  luaii  diesem  Umstände  bei  Berechnung 
der  Versuche  durch  ein  Näherungsverfahren  Rechnung  trugen 
kann.  Ich  habe  nun  schon  Tor  langer  Zeit  ein  Integrale 
der  Diffusionsgleichong  für  ?ariabeln  Diffusionscoefficienten 
gefunden,  welches  Hausmaninger ^)  allerdings  mit  geringem 
Erfolge  Kur  Berechnung  der  Versuche  Waitz^s  verwendete. 
Da  dasselbe  vielleicht  zur  Berechnung  der  Wieuer'aclien 
Versuche  nützlich  sein  könnte,  so  erlaube  ich  mir  hier  noch- 
maU  darauf  zurückzukommen. 

Zählen  wir,  wie  Hr.  Wiener  die  -|-  x  ron  der  ursprüng- 
lichen Grenze  der  übereinandergeschichteten  Flüssigkeiten 
aas  vertikal  nach  abwärts,  bezeichnen  mit  nj,  fi  die 
Brecfanngsindices  in  der  obem  resp.  untern  reinen  und  an 
irgend  einer  Stelle  der  gemischten  Flüssigkeit,  mit  i  die 


1)  Wied.  Ann.  49      105,  1893. 

2J  Öitzungäber.  d.  Wien.  Akad.  Bd.  86,  p.  1073,  1882. 
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seit  Beginn  der  Diffusion  verflossene  Zeit  uiid  nehmen  an, 
dass  ff  die  partielle  Differentialgleichnng 

dt  dxVdx) 

erfüllt^  wo  k  eine  gegebene  Funktion  von  n  ist,  sowie,  dass 
die  Diffusion  weder  Boden  nocb  Niveau  der  obern  Flüssig- 
keit in  merklicher  Weise  erreicht  hat,  so  folgt  allgemein 

^  i 


2k 


«=^«1  — ;  ^) 


Man  sieht,  (lii>s  n  und  dahor  auch  Ic  nur  Funktion  von 
x\Y^  ist.  Unter  den  Integralzeichen  i^t  immer  der  Werth 
des  k  für  x:yt  =  X  zu  verstehen.  Ich  will  mich  hier  nicht 
weiter  darauf  einlassen,  wie  diese  Formel  abgeleitet  werden 
kann;  dass  sie  alle  Bedingungen  der  Aufgabe  erfüllt,  sieht 
man  ohne  weiteres.  Die  Gleichung  2)  würde  auch  richtig 
sein,  wenn  Ar  direkt  als  Funktion  von  xiYi  gegeben  wäre; 
man  konnte  dann  n  unmittelbar  daraus  berechnen.  Da  aber 
hier  Ic  nicht  direkt  als  Funktion  von  xiVt  gegeben  ist, 
sondern  eine  zu  lindentlc  Funktion  von  n  ist,  kann  diese 
Formel  zur  Berechnung  der  Ve»*suclie  nicht  verwendet  werden. 
Man  musä  vielmehr  h  aus  derselben  berechnen«  Man  findet 
zunächst,  wenn  man  wieder  k^xiVi  setzt 

und  hieraus  bei  constantem  t 


'dX'  4) 

dx 


=  -J—  f  — 
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Hr.  Wiener  findet  nun  durch  das  Experiment  direkt 
Corven,  deren  (von  einer  gcb rügen  Geraden  an  gezahlte) 

Ordinaten  m  den  Wertben  von       multiplicirt  mit  der  Oon- 

CT  X 

^tanten  a  ö  «rleich  >in(l,  während  die  Ab.-^ci.sseii  y  ~  -\-  x\\ 
siud.  (Siehe  dessen  Fig.  13  pag.  123.)  Dabei  ist  /;  eine 
experimentell  gegebene  Consfcaote,  aber  der  Werth  des  y 
f&r  die  Stelle,  wo  die  schräge  Gerade  die  ursprüngliche 
Trennnngsflache  der  beiden  Flössigkeiten  schneidet  Daraus 
folgt : 


Vo)  5) 


Wir  berechnen  nun  zu  irgend  einem  x  das  dazu  ge- 
hörige ^,  ziehen  die  diesem  y  entsprecliende  Ordinate  ß 
der  Diffosionscurve,  bezeichnen  mit  f  den  Fiächenraum,  der 
links  von  der  Ordinate  oben  von  der  schrägen  Geraden, 
unten  von  der  Diffasionscurre  begrenzt  ist,  und  mit  y,  die 
Afaecisse  des  Sehwerpimkts  dieses  Fläebenraumes.  Dann  ist 
f—f^^dy,  y.  f  =  f^Jsydy,  daher  ist 

der  Werth  des  Diffusionscoefficienten  fiBr  das  betreffende  x 
und  i.  Kann  der  Anfang  der  Diffusion  nicht  genau  festgestellt 
werden,  so  ist  er  natfirlich  als  2.  Unbekannte  einzufahren, 

die  Gleichnng  6)  für  2  verschiedene  Zeiten  aufzustellen,  und 
daraus  k  und  der  Zeitiinfan}^  /u  bestimmen.  Die  Verniuthunf^ 
Herrn  W  ieners,  dass  der  Diü'usionscoefficient  be&si'r  aus  Ver- 
suchen mit  geringen  Concentrationsunterschieden  berechnet 
werden  kann,  dürfte  vollkommen  richtig  sein.  Dagegen  kann 
die  obige  Formel  dienen,  um  zu  controliren,  ob  ftir  beträcht» 
liehe  Concentrationsdifferenzen  die  Gleichung  1)  gilt,  in  welchem 
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Falle  für  beliebige  Zeiten  f8r  gleiche  Werthe  Yon  it  abo 

von  11^  —  /     aucb  för  k  derselbe  Werth  folgen  iiuisste. 

Sollte  die  üleichuug  1)  nicht  gültig  sein,  ^u  köunk 
eine  analoge  von  der  Concentration  u  gelten,  so  dass 

wäre.  Wäre  dann  u  =  f{n)  und  setzt  man  (n)  =  Axsi, 
80  hätte  man 

dt    *  dx\  9x/ 
oder  ^  j.  1  9 /3 

An  Stelle  der  Gleichungen  2),  3),  4)  und  5)  wfirde  folgen 


dX  ^^^^^ 


n  =s  w«  — 


k 


e   J  2* 


fdA  -r '''■<": 
2  <lil""'^dX»'^<ln  Wa/ 


2a) 


Wäre  A  aU  Function  yon  n=n^ — i^f  bekannt,  ao  mfisBteo 
also  die  Ordinaten  der  Diffunonsoarre  eine  Correction  er* 
fahren  und  es  mflssf-e  erat  von  dieser  corrigirten  Curre  dtf 

Schwerpunkt  t^esucht  werden. 

Man  könnte  auch  bloss  voraussetzen,  dass  n  die  Glei- 
chung 1  a)  erfüllt  und  ohne  Rücksicht  auf  ihre  Bedeutung 
h  und  k  als  2  unbekannte  Functionen  von  n  betrachten* 
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Dann  mOsste  man  so  verfahren.  Fßr  eine  bestimmte  DiflPosions- 
cnrre  ist  i  oonstant.   Daher  folgt  aus  ^Idchang  Sa) 


hxdn  ,  ,         .  dh/dn\^  ^ 


also 


2t  ds 

Ji^   ldk  .  l  dM  k  .  Tj 

1  dk 

In  dieser  Gieickung  sind  die  beiden  Grössen  ^  ^  und 

]^ 

also  die  beiden  Coefficienten  der  Gleichung  1  b)  als  die 

))eiden  Unbekannten  (unbekannte  Functionen  von  n)  /u  be- 
trachten. Die  übrigen  Grössen  können  wie  Hr.  Wiener 
zeigt,  leicht  fär  jede  DiffusionseurTe  berechnet  werden.  Man 
muss  also  in  2  zu  verschiedenen  Werthen  Ton  i  gehörigen 
Diffusionscurven  solche  Ordinaten  (//)  suchen,  fßr  welche  n 
(ali^o  die  Fläcbeu  /"  bis  zu  tliesen  Ordinaten)  <rleiche  Wertiie 
babt'U.  Diei>e  beiden  Stellen  der  beiden  Dilfusioiiöcurven 
liefern  2  Gleichungen  fUr  die  zu  jenem  n  gehörigen  Werthe 
1  dk  k 

von  r- j—  und  t-.    Wäre  auch  der  Zeitanfang  unbekannt, 

so  niflsste  noch  eine  3.  Gleichung  aus  einer  3.  Diffiisions* 

curve  heimgezogen  werden.  Man  kann  also  so  für  beliebig 
viele  n  die  U'erthe  der  beiden  Coefficienteu  der  Gleichnn«]^  1  h) 
bestimmen.  Natürlich  ist  dieses  Verfahren  auch  auf  den 
eingangs  betrachteten  Fall,  dass  die  Gleichung  1)  gilt,  an- 
wendbar und  dürfte  auch  da  dem  frtlher  beschriebenen  vor- 
zuziehen sein. 

Besonders  einfach  gestalten  sich  die  Verbiiltnissf  n;itiir- 
lich  wieder  für  den  Punkt,  wo  r  sein  Maximum  hat,  also 
d£idy=^0  ist.   Für  diesen  Funkt  ist 

^     =  nd/o'-y)^^  9) 
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SüMung  der  maihrpi^s*  CkuBe  vom  Mai 


Bezeichnen  wir  den  Maximulwerth  des  r  zw  2  verschie- 
deaen  Zeiten  uud  nnt  und  die  dazu  geborigea 
y  mit  and  jf,,  80  ist  also,  wenn  man  annimmt,  dass  sich 
\  dk 

T  3—  iu  der  Zeit  L  —  t.  nicht  erheblich  verändert  hat 
h  an  8  1 

i    —  —'11.  ^      ~  y«  _  yo  yil  lo^ 

Man  könnte  nun  aus  Versuchen  mit  geringer  Oonceu- 
trationsdifferenz  k  als  Function  von  «  uud  daraus  dkidn 
berechnen.  Würden  diese  Werthe  mit  den  für  grosse  Concen- 
trationsunterschiede  nach  der  letzten  Formel  (darin  h^l 
gesetzt)  berechneten  stimmen,  so  wäre  dies  ein  Beweis  der 
Gültigkeit  der  Gleichung  1). 

Obwohl  die  vorliegenden  Versuclie  Hrn.  Wieners  zu 
einer  ausführlichen  theoretischen  Discussiüu,  wie  er  ^el'hU 
benierlvt,  noch  zu  ungenau  sind,  so  will  ich  doch  die  i^ormelQ) 
auf  das  Diagramm  Wieners  Fig,  15  p.  11^5  anwenden,  um 
überhaupt  zu  zeigen,  wie  die  numerische  Berechnung  ge- 
schehen kann.    Daselbst  ist 

,^  =  5t:Z?^|^A|  =  0.851,  a  =  I00-6cm,  d  =  1.027cm 
e,  o7d»o 

4-18 

i  —  o     Tage,  #o y  =  etwa  4  mm,  *  «  20  mm,  daher 

^* 

ldk_  53  cm* 
h  dn  Tag 

Wurde  die  Gleichung  1)  gelten,  so  wäre  Ä=  1;  obiger 
Ausdruck  wäre  also  gleich  dh\än.  Anderseits  findet  Herr 
Wiener  für  k  zwischen  Wasser  und  3^/niger  Salz»äure 
den  Werth  l\  =  2  ♦  8,  zwischen  Wasser  und  2(.)"/oiger  Salz- 
säure aber  /j^  =  4  •  2,  daher  —  Ä;,  =  1  •  4  cm''': Tag.  Der 
Unterschied  der  Brechungsindices  zwischen  Wasser  und  der 
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letzten  Salzsäure  ist  i^fiad^  wobei  f  die  FlSche  zwischen 
der  schiefen  Geraden  und  einer  der  Gunren  der  Fig.  15  ist. 

Schätzt  raan  f  zn  6  cm*  (die  Figur  ist  V«  linear  verkleinert), 

so  wird  ^^f\aö  —  O^Oh.  Ji\  und  sind  die  Diflfusions- 
coefticienten  beim  mittlem  Salzsiiiiregelmlt.  Es  entspricht 
also  üfj  fast  reinem  Wasser,  aber  13^/o  Salzsäure.  Daher 
entspricht  der  Aenderung  —  k^  des  Diffusionscoefficienten 
etwa  die  Aenderung  ^it  =  0-025  des  Brechungsindex;  es 
ist  also 


Dies  stimmt  gut  mit  dem  oben  für  äk'.dn  geiuudenen 
Werth  Ubereiu,  was  aber  auch  ein  Zufall  seiu  kann.  Die 
Ableitung  weiterer  für  die  Berechnung  nützlicher  Formeln 
wird  besser  geschehen,  wenn  neue  Beobachtungen  Yorliegen. 
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üeber  die  Anwendung  des  Princips  des  kleinsten 

Zwanges  auf  die  Elektrodynamik. 


K'iu  Puukt  m  eines  Systems  ?oii  Partikelu  möge  sicli  in 
der  Zeit  r,  wenn  er  frei  wäre,  von  a  nach  b  bewegen, 
wShrend  seine  wirkliche  Bewegung  dnrch  die  Strecke  ac 
darge-stelit  sei;  dann  sagt  bakanntiicli  das  von  Gauss  aufge* 

stellte  Princip  des  kleinsten  Zwanges  aus,  dass  3m -Je*  ein 
Minimum  ist  oder  dass,  wenn  f(  ä  irgend  eine  virtuelle  d.  h. 
mit  den  Betlin<(ungen  des  Systems  verträgliche  Bewegung 
Yorstellt,  stets:  2m*bi^  <,2in'bd^  sein  muss.  Sind  xyz 
die  Coordinaten  des  Punktes  m,  auf  den  die  Kräfte  mX, 
mY^  mZ  wirken  sollen,  so  geht  irgend  eine  Goordinate  x 
in  der  sein  kleiueu  Zeit  %  für  die  wirkliche  Bewegung  über  in: 


so  dass  das  Quadrat  der  Ablenkung  h      oder  das  Quadrat 


der  Ck)ordinatendifferen/,en  gleich  -r- 1 1     «  —  X)  +  . . |  wird. 


Von  A.  Wassmvtfa  in  Gros. 


uad  für  die  freie  Bewegung  über  in: 


220         StUuntj  der  math.-phys.  Cinase  vom  ü.  Mut  lb!)4. 

Man  bat  daher  einen  Ausdruck  Z  —  er  soll  der  Zwang 

lies  Systems  lieissen  —  voü  der  Form 

...„[(--z)VQ-r)V(--z)-] 

wobei  sich  die  Summe  auf  alle  Partikeln  erstreckt,  zu  einem 
Minimum  in  Bezog  auf  die  diversen  Bescblennigungen: 

^1^*  ^-^f  •  •  die  kurz         £ ,  ,  »  geschrieben  werden  soUeaf 

zu  machen.  Dilfereazirt  man  dabei  die  Bedi ngnnc^sgl ei c bangen 
des  Systems :  gp^  =  0,  9>g  ~  0  .  .  .  zweimal  nach  der  Zeit,  so 
muss  man  sich,  wie  aus  der  obigen  Ableitung  hervorgeht^), 
gegenwärtig  halten,  dass  die  Coordinaten  x  und  ihre  orsien 
Differentialquolaenten  als  »gegeben*  anzusehen  sind;  die 

Gleichung:  =  0  drOckt  nur  aus,  dass  die  g  |^  ^  +  •  •  • 
unveränderlichen  VVerthen  gleich  sein  möäsen.  Für  ge- 
gebene Werthe  der  x  und        sollen  also  die  x  ho  bestiuimi 

werden ,  dass  Z  zu  einem  Minimum  werde.   Man  erluUt  so 

die  bckanateu  Gleichungen: 

m(i-Xj  +  X,^  +  A^^^^  +  .  .  =  0    u.  8.  w. 

Statt  der  Coordinaten  xye,.,  sollen  nun  n  von  einan- 
der unabhängige  Variabeln  Pg  jPs  . . .  Pn  eingeführt  werden, 
so  dass  die  virtuelle  Arbeit  »  P,  dp,        dp^ , .  Fn6pM 

und  die  lebendige  Kraft  ^  =  o  T]  «xA     Pjl  wird,  wobei 

die  Jt*fA  und  ci^;i  =  a;^  nur  von  den  Coordinaten  abhängen 
und  die  griechischen  Buchstaben,  wie  im  folgenden  immer, 
von  1  bis  fi  gehen. 


1)  Lipachits,  Boroh.  Joar.  82.  Band  316  (Bauenberger  Ueohanik  I 
166);  Gibbe,  Beiblätter  17  819. 
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Dann  wird  der  Zwang  Z,  wie  Lipschitz  (a.  a.  0.  p.  330) 
Migte,  ausgedrückt  durch: 

V  Pi  +  V  A  +  •  •  +  [  J  Pi  l'i  +  [  J +  • .  -  P»' J 

wobei     die  Detenuiuiuite  aus  den        und  Ä^ty  die  adjungirte 

Fonftellt  und 
gesetzt  ist. 

Der  Ausdruck  für  Z  wird  übersiclitlichcr  und  für  (ge- 
wisse) physikalische  Probleme  geeigueter,  wenn  die  lebendige 
Krall  T  eingeführt  wird.   Setzt  man  nämlich:' 

so  ist^)  auch 

and  ea  wird: 

1 


^=-ZI^t^V.-l*/*][^V-PJ   d.i.  (I) 


+  2^„(r,-p,)(?',-p,)  +  ... 
+  2^„(2',-p.)(r.-p.)  + 


1)  a  f.  e.  ff.  Rayleigh,  der  Schall,  p.  III;  StSckel,  Borch. 
Jeor.  107,  p.  822. 
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Da  dieser  Ausdruck  fttr  dea  Zwang  wie  es  scheint, 
neu  ist,  so  ist  es  nicht  überflüssige  nachzuweisen,  dass  man 
in  AttsfQhrungder  Minimumsrbediiigtuig  ffirZzu  den  Lagrange- 
sehen Gleichungen  kuuinu.    l)al)ei  hat  man  zu  Folge  der 

obigen  Bemerkung  bei  der  Differentiation  des  Z  nach  die 

Grossen  und  als  gegeben  oder  fix  anzu^heo  and 
▼on  der  Beziehung: 

Gebrauch  zu  machen.    Man  erhält  so: 

oder,  da  diese  Summen  einander  gleich  sind, 

oder: 

Da   nun  nach   einer  Eigenschaft  <1f'r  Determinanten: 

^12       -|~  . .  =s  ^  oder  Null  wird ,  je  nachdem 

y  r=  1  oder  y  >  1  ist,  so  i'ulgt  alao  aus:        =  0  auch 

Tj  —  P,  »  0  d.  i.  die  Lagrange'sche  Gleichung: 


Für  den  Zwang  Z  lassen  sich  ganz  ähnlich,  wie  man 
für  die  Lagrange 'sehe  Grundgleichung  Nebenformen')  auf- 
stellte, noch  andere  ÄusdrOcke  finden. 

Wichtiic  für  die  Anwendung  ist  die  Bemerkung,  dass 
sich  der  Zwang  Z  so  daristelien  iilsst,  dass  darin  eine  Be- 

1)  WeiasteiB,  Wied.  Ann.  15.  Bodde,  Mechanik  I  8d7. 
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schleuniguDg  z.  B.  von  deo  übrigen  losgelöst  erscheint; 
«ist:  Z'J^^(L,p,^  +  2M,p\  +  N^)  wo  die  L,M,N, 

die  p,  nicht  enthalten  und  L,  und       aus  ^  =  0  leicht 

gefunden  werden  können. 

9 Sind  bei  einem  physikaliflcben  Probleme  die  virtuelle 

Arbeit  ^2  Pfidpfi  uud  die  lebendige  Kraft  ^  =  0  ^jö^A  PhPX 

gegeben  f  so  lässt  gieb  mittelst  der  Gleichung  I  der  Zwan^? 
des  Sy.stems  bestimmen;  die  Miniranmspij^pTisclüift  von  Z 
druckt  ein  —  in  vielen  rällen  .sicher  neuej»  —  Oesetz 
fOrdas  System  aus,  (^anz  abgesehen  davon,  dass  andere, 
Tieih  icht  schon  bekannte  Gesetze  durch  wirkliches  Differenziren 
des  Z  daraus  folgen." 

So  hat  s.  B.  Herr  Boltzmann  in  wunder  roll  einfacher 
Weise  an  der  Hand  der  Lagrange^sehen  Gleichungen,  somit 
flieh  stQizend  anf  mechaniflche  Vorgänge,  in  seinen  Vor- 
lesungen 1  die  M;ix\vell'schen  Gleichungen  der  l^ldd  1  i/:t;it 
abir^leitet.  Es  erhellt,  dass  man  auch  vom  i^rmcipe  des 
kleinsten  Zwanges  in  der  Form  der  oljii^t'n  Gleielmnii^  I  als 
ObereaiK  ausgehen  kann  und,  da  die  virtuelle  Ari)eit  und  die 
lebendige  Kraft  angegeben  werden,  durch  Aufeuchen  der 
Hintmnmsbedingung  zu  den  Lagrange^schen  Gleichungen  und 
^  nun  ganz  an  der  Hand  Bo  Uz  mannte  fortschreitend  — 
ZQ  den  Maxweirsehen  Gleichungen  kommen  mnss.  Wenn 
es  aneh  auf  diese  Art  scliwer  möglich  sein  wird,  die  klassischen 
Methcxlen  B  o  1 1/ m ann's ,  besonders  die  im  2.  Theile  seiner 
Vorlesungen,  nocii  mehr  zu  vereinfachen,  so  drückt  die  Be- 
dingung: Z=  Minimum  immerbin  eine  neuerkannte  Wahr- 
heit aus. 

Als  ein  Beispiel  möge  der  Fall  von  2  cyklisehen  Ooor- 

dinaten      =  T,  und  —  von  den  langsam  veränder- 

hchen   Parametern  k   werde  einstweilen  abgesehen  —  be- 
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1       •       1  • 
trachtet  werden.  Hier  ist ;  T  =  ^ üu  pl  +  ^On pl  +  o>it Pi P* 

A  B 

=  ö  +  ö"  U  4"  Clitty  wenn  BoltzmaDD*s  Bezeichnung 
eingeführt  wird.     Es  folgt:  a,i  =  -4,  a„  =  J5,  = 

2'i  =  t:  M 1  +  OS) .  2".  =         i;  +  C  r,).  Aosseidem 

möge  wegen  der  Reibang  oder  Zähigkeit  die  Ton  Rayleigh 
aufgestellte  Zerstreaungsfunktion  (a.  a.  0.  108  und  109  pg.) 

durch  -F  =  ~  ^  (»1  i}  +  .  0  1^  ftu  +  ^  *ft  itf  +  h^t  pi  p» 
bezeiclinet  werden;  dann  tritt  bekanntlich  zu  den  Kräften 
P,=X,  noeh  hi«»:  -'l-    A«cb  erhellt  .0.  innere» 

Gründen,  dass  61t»  0  ist. 

Hiemit  wird  denn  achlieselich  der  Zwang  Z  aosgedrOckt 

durch: 

-  2  C  y^Uj;  +  Cl,)  -  i,  -  6., «]  ^  (£<; + 67.)  -  i.  -  i.,«J 
+  A  [^-^{B    +  CC)  -X.  -«taß] 

und  es  soll  Z  ein  Minimum  sein,  derart,  dass  ^ =  0  und 

-—  s  0  ist    Hierin  stellen  (Boltzmann  I  pg.  34  und  35) 

ti  und  die  Stromstärkon  in  2  Leitern,  6,,  und  fcjj  deren 
Widerstande,  Lt  und  die  elektromotorischen  Kräfte  in 
ihnen,  A  nnd  B  die  Coefficienten  der  Selbstindnction  und 
C  den  der  gegenseitigen  Induction  vor.  Sind  noch  Gonden- 
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satoren  (L  c.  I  35)  eingeschaltet,  so  treten  noch  Glieder  Yon 
der  Form:         und         in  die  Klammem. 

Die  Bedingung:  Z  ==  Minimum  spricht  aUo  ein  elektro- 
dynanii;ich es  (trundgesetz  aus  und  lieferfc  die  Theorie 
der  Selbstinduction  und  wechselseitigen  laduction  für  nicht 
m  schnelle  Stromschwankungen.  Will  man  auch  die  pondero» 
motorischen  Kräfte  erhalten,  so  muss  ein  langsam  ver- 
änderlicher Parameter  k  neben  /,  und  als  3.  Variabele 
eingeführt,  der  aligemeine  Ausdruck  für  Z  aufgestellt  und 

d  Z 

die  Gleichung    J  =  0,  wobei  k  und  k  als  constant  anzn- 

sehen  sind,  gebildet  werden;  erst  nachher  hat  man  k^O  und 
i=sO  zu  nehmen  und  erhält,  wie  Boltzmann,  die  Beziehung; 

^k"     2  äife      2  dk      '  *  dk 

Auch  die  Akustik  bietet  ein  weites  Feld  zur  Anwendung 
des  obigen  Principes.  Es  treten  da  häufig  in  dem  Ausdrucke 
f&r  die  lebendige  Kraft  nur  rein  quadratische  Glieder  mit 

gleichen  Coeflicienten  auf,  wesshalb  sich  dann  die  Gleichung 
für  den  Zwang  einfacher  gestaltet. 

Führt  man  die  Abkfirznng:  Tpt  —  Fft  Q/t  ein,  so  ist 
der  Zwang  Z  gegeben  durch : 

=  ^11      +  2  +   +2  A,n  <?.  Qu 

+  Ann  Ql 

d  Z  ^  Sj 

Die  Bedingung:    t-  «  0  lasst  sich  durch:  ^     =  0 

^  po  9 

ersetzen.   Man  hat  nämlich: 

dZ_dZdQ  dZ  dQ„ 


dpe    dQ^dpe ^Q^dpg 

18M.  MAtk-phya.  GL  2.  16 
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d  Qy     a  Tr 
oder  wegen  _  .  =^  =  ar«? 

ans  diesen  Ji-Gleicliungen  folpjt,  da  die  Determinante:  7)=  \  nfiy\ 
nicht  verschwindet,  allj^eniein: 

Diflerencirt  man  demnach  den  obij^on  Ausdruck  wirk- 
lich, so  ergeben  sich  die  »-Gleichungen: 

l  a  a,  =  ^i''    +  ^2»'    +  .  +        =  0;  (»'  =  !..  I/) 

die,  da  die  Determinante  \  Afiv\  =  D**~'^  nie  Null  werden 
kann,  wiederum  die  Lagrauge'schen  Gleichungen:  =  0  . . 
Q»  =  0  nach  sich  ziehen. 

Haben  die  Kräfte  P  ein  Potential  U.  so  dass  Pfi=  —  ^ 

a ;),« 

wird,  und  enthalten  die  Bedingungen  die  Zeit  t  explicit  nicht, 
so  hat  mau  für  die  lebendige  Kraft  T  einerseits: 

d  T  '       d  T  • 

oder 

während  andererseits,  da  T  auch  Funktion  von  p^  |),  .  .  ist, 

dT        dT     '    dT  , 
'di=^^Bj,-^^'^^P+-" 

hieraus  folgt  durch  Subtraction  wegen: 

d  t  \d  PfJ    a  Pf, 


Google 


Waumuff^:  Ueber  die  Änwemdung  des  Prineipe  efc.  227 


WOKQ  inftii 

T      7i  TT .  .  . 

addirt  and  so  schliesslich  wegen  7),  —  P^i  =  Qu  zur  Gleichung: 


dU  dJJ. 

dl  "^i?/*"^'" 


d{T-\-  U)_.  Q  I  1  o   ,       .  •  o 

gelangt.  Man  sieht  sofort,  dass  für  =  0 . .  4m  =s  0  auch 
l{sO  d.  i.  T  -^-U—  Constante  sein  muss  oder  dass  sich 

ans  den  oben  gefundenen  L{i«^range\schen  Gleichunf^en  auch 
dits  Princip  der  Krlialtung  der  Eneri^ie  ergieht.  BeMes 
lris>t  sich  gleichzeitig  gewinnen,  wenn  man  in  dem  Aus- 

drucke  ffir  Z  mit  Hilfe  der  Beziehung:  » Pi  +  •  •  •  • 
eine  der  Grössen  Q  z.  B.      eliniinirt  und  die  Minimums- 


bediognogen : 


0.. 


9Z 


=  0  nachher  au&tellt.  Zweck- 


massig  ist  es  dabei,  für  den  Zwang  Z  die  DetermiDantcntorui 
anzuwenden;  es  ist  z.  B  für  n     3 : 


—  ZD  = 


0   Q,   Q,  Q,  \ 


_1_ 


B   Q,  Q, 

R   i„  i»3, 
hl  «st  «SS 


wohei 


==  ("n  Pi  +  «21 J'^  +  ^hi  Pi)  Pi  +  "' 
g  7»  . 

=        =  «tl  i'l  +  «M  /'t  +  /^S 


^'si  =  ''la  =  "si  1^1  +  ^ii  Pi  +  «»s  = 


16* 


ist. 
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Die  AusfQhmng  der  MinimumebediDgungen  ergiebt: 
^.1  ^  +  Qt[Pi  ^it  -  k  ^iil  +  ÖS  [Pi  ^1.  -  Ps  ^1 J  = 

oder,  da  (li<'  Determinante  dieses  Systems  p]\Äf{r\—p]'iy 
nie  versck windet,  M=^0  und      s  0,  ^  ^'  ^* 

Princip  Ton  der  Energie  und  die  Lagrange'schen  Gleichnngen. 

EHminirt  man  in  der  allgemeinen  Gletchun^r  A^r  Vi 
+  A^v  ^2  +  •  •  •  "l"  -^»■"  ft«  =  ^«  »'  1  •  •  «  etwa  jii.t  der 
Relation :  Ii  =  Qi  -jr  •  ^  ^olgt  nafcflriick  ebenso:  i2  =  0, 
«,  =  0..  ««  =  0. 

Nachtrag, 

betreffend  lineare  Stromverzweigungen. 

Sind  Pi . .     wiederum  cyklische  Coordinaten,  r= ^  aj,  pl 
1  • 

+  9        +  •  •  +  <*n  PiPi  +  '*       lebendige  Kraft  und  ist 

1  •      1      •  •  • 

2  6,,  p!  4-  2     pH-  . . .  +  ^'ifPi  Pl  +  . .  die  von  Lord 

Rayleigb  eingeführte  Zerstrenungsfunktion,  so  kommt  sd 

d  F 

jeder  Kraft  Fft  noch  die  Kraft:  —  =  —  (6,^  p,  -f  j*, 
-f  .  .  .)  dazu  und  es  ergiebt  das  Princip  des  kleinsten  Zwanges, 

ein  Minimum  für  jedes  Q  sein  mÜSHe;  dabei  ist  also: 

Qf* = Pl  +  ^ifi  ih  +  •  •] — +    Pi + •  •]  (2) 
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Gebt  man  zur  Elektrodynamik  über  und  setzt;  pi  =  /i, 
1^  ass    . . .  sowie 

~  [atßJ,  +  (hfiJ»+^ .]— P/* + [bifiJx  +  b^J,  + . .  j  (3) 

so  giebt  die  Minirnnrnsbedinguog  (1)  eine  Eigenscbaft 
einer  linearen  Siromverzweigung  an.  Dabei  sind  a,i,ais, 
. . .  die  Goefficienten  der  Selbstinduetion  des  ersten,  zweiten 

Umlaufes,  a,,,  ais,  . .  .  die  Goefficienten  der  gegenseitigen 
InductioD,  Pt,  die  constaiite  elektromotorische  Kraft;  ferner 
ist  der  Widerstand  d  es  ganzen  ersten  Umltiufcs,  der 
des  ganzen  zweiten  Umlanfes  u.  s.  w.  und  bu  der  Wider- 
stand jenes  StOckes  der  Leitung,  das  dem  1.  und  2.  Umlaufe 
gemeinsam  ist;  5,«  ist  positiv,  wenn  Ji  und  cT«  dieselbe, 
negativ,  wenn  sie  entgegengesetzte  Richtungen  haben.  Die 

3  Z 

Aasf&hmng  der  Minimumsbedingung  —  ^  0  liefert:     «  0 

^  Vi 

d.  i.  P,  =  hn  «/H-  +  ^«  «'Ii  + 

d  r 

l^"     +  <»w  «^1  +  •  •  0    (4)    u.  8.  w. 

Das  sind  —  etwas  verallgemeinert  —  jene  Gleichungen, 
die  Herr  H.  von  Helmholtz  1851  (Abhandl.  I  435)  für  die 
Indnction  in  linearen  StroroTerzweigungen ,  die  man  sich  in 

die  möglichst  geringe  Zahl  einfacher  Umgänge  zerlegt  denken 
muss,  anfVestellt  liat. 

Für  die  Arbeit  der  verzögernden  Kräfte  erhält  man  vom 

Zeichen  abgesehen:  g^^i^i  +  •  •  =  j^^^ Pt  1"  •  J' 

«  [6„  J?  ^h„JJ  +  ..  +  2  hy,  J,        ..]dt  d.  i.  die  Joule- 

•sche  W  ärme  und  sind  alle  SuniiUHudeu  in  der  Klammer 
positiv. 

Nun  werde  angenommen,  dass  «,2  =  «,3  =  a„  =  . .  =  U; 
a„  =  0,3  s  , .  =  a  sei,  welcher  Fall  experimentell  un- 
sehwer  zu  Terwirklichen  wäre.    Dann  wird: 
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Qfi  =  a      [Ji  -\-  Ji      .  .]  —  Pft  -\-  hin  Ji  +  hj/i  e/,  +  .  .  und 

es  mu.Ns:  Z •  a  =  Q\  -\-  Ql  -\-  .  .  ein  Minimum  sein,  wie  klein 
auch  a  j:fenommen  wird.  Für  lim  a  =  0  werden  die  Strom- 
stärken un{il)iiiin<;ig  von  der  Zeit,  also  coustant  und  es  folgt 
aus  der  Bedingung:  =  Q\ -\-  .  .  =  Minimum;  Qfi 
=  h,!t  J,  -h  . .  —  P/i  =  0. 

dZ' 

d  (In 

d  Z^ 

aus  den  h  nicht  verschwindet,  durch:  r-y-  =0  einsetzt  werden. 

» «//< 

Es  ist  denmach  für  constaute  Ströme :  ^T'         [(^i/* •  •)  ~Pi*Y 

II 

für  ji'des  J  zu  einem  Minimum  zu  machen. 

Anmerkung.  Eine  oft  genannte  Minimumseigenschaft 
für  constante  Ströme  ergiebt  sich  aus  der  wohlbekannten 
Gleich  uiifr: 

m  \,1  TT  i1  T 

(I) 


Die  Gleichung:  ^ttt  —  0  kann,  weil  die  Deterniinante 


dt  '      Vd t  '  'dt 

worin:  U=Pipx-{~..  das  Potential  der  constunten  Kräfte 

1  1 

vorstellt  und  wie  oben:  T  =    «,,     -}-..=  -  a„  «7 *  -f-  .  . 

1  1 

F  +  •  •  =  2       •  • 

Erlangen  die  Stromstärken:  .  .  die  anfangs  Null 

waren,  für  t  =  co  ihre  vollen  Stärken  J',,  ./'j . .  so  ist  (wegen 

dT     dTdJ,  dT 
,  ,  =  _  .    ,  .  ~r  •  •)  iiucli    ,  ,  ==  0   und   das  in   1  rechts 
dt      c (I  t  dt 

stehende  7*',  das  aus  lauter  positiven  Gliedern  besteht,  erlangt 
seinen  grössten  ^\  crth.    Denmacii  wird  die  negative  linke 

Seite  in  I  d.  i.  F  +       =  l  />„  (P»  /.  f  P,J:  +  . .) 

(Ii 

ein  Minimum  für  je<les  J  darstellen. 
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üeber  die  Erzlagerstätte  von  Goldkronacli  bei 
Berneck  im  Fiohtelgebirge. 

Von  F.  ▼.  Sandberger. 

{EimgdamJ^  S.  Mai.) 

♦ 

Die  seit  Jahrhunderten  bekannte  Lagerstatt.«  ist  grüssten- 
theils  schon  längere  Zeit  ausser  Betrieb  und  es  war  mir 
daher  nicht  mehr  möglich,  als  ich  sie  im  Jahre  1884  be- 
SQcbte,  mehr  als  eine  Anzahl  Er»tufen  auf  den  Halden  zu 
finden,  unter  welchen  derber  Antimonglanz  und  Bruchstücke 
des  ▼dllig  mit  Kiesen  imprugnirten  Nebengesteins  Torherrschten. 
Gegenwärtig  wird  nur  die  Grube  Schickung  Gottes  wieder 
betrieben,  auf  wie  lange,  ist  nicht  voraus/ustheii.  Seitdem 
bat  C.  W.  V.  (iüiiibel  Goldkrouach  in  der  ' »eutrno  iischen 
Beschreibung  des  Fichtelgebirges  S.  885  ff.  eine  gründliche 
▼on  einer  Gangkarte  begleitete  Darstellung  gewidmet,  die 
auf  den  Gängen  auftretenden  Mineralien  aber  nicht  specieller 
geschildert.  Da  diese  indessen  in  Tieler  Beziehung  bemerkens* 
Werth  und  in  Folge  früherer  Einsendungen  des  K.  Bergamts 
Bayreuth  in  der  unter  meiner  Leitung  stehenden  Sammlung 
der  l  iiiversität  Wür/.bur^  fast  vollständig  vertreten  »iiul,  war 
ich  in  (b-r  Lage,  .sie  genauer  untersuchen  zu  kJmnen.  Li 
der  Sammlung  des  Herrn  Apotheker  Dr.  Schmidt  zu  Wun« 
siedel  befinden  sich  auch  Mineralien  von  Goldkronach,  nament- 
lich schöne  Krystalle  von  Antimonglanz  und  ein  Stück  mit 
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dem  sehr  seltenen  Kupferkies.  Ich  statte  Herrn  Dr.  ächuiicit 
für  die  Mittheilung  seiner  Suite  den  besten  Dank  ab. 

Das  Grobenfeld^)  umfasst  eine  bedeutende  Flaehe  vom 
Weissraain-Tbale  längs  dem  Thale  des  Zoppatenbaches  Uber 

das  Dorf  Brandholz  hinaus,  an  welchem  die  bedeutendste 
Gruhe,  die  Fürstenzeche,  gelegen  ist,  während  andere  auf 
beiden  Seib  n  des  Haches  in  der  Külie  der  DiUfer  Zoppaten 
und  Escherlich  Hegen.  Dasselbe  ist  mit  zahlreichen,  z.  Th. 
noch  in  diesem  Jahrhundert  von  dem  preussischen  und  später 
bayerischen  Staate,  dann  yon  Qewerken  betriebenen  Bauten 
bedeckt.  Es  h&tte  keinen  Zweck,  die  Entwickelung  und  den 
Untergang  dieser  Gruben  im  Einzelnen  zu  verfolgen,  nur 
soviel  muss  hervorgehoben  werden,  dass  die  GSnge  am  Aus- 
gehenden am  reichsten  an  Gold  und  Silber  gewesen  sein 
müssen.  Di*'se  Thatjiache  erklärt  sich  hier,  wie  überall, 
durch  lang»'  tortgesetzte  Verwitterung,  weiche  die  edlen 
Metalle  als  solche  abschied,  während  die  übngen  gelöst  und 
weggeführt  wurden,  wie  auch  y.  GUmbei^)  mit  Becht  an- 
nimmt. Um  auf  sicherem  Boden  zu  bleiben,  beschranke  ich 
mich  auf  die  von  ihm  hauptsächlich  nach  Hahn*s  Berichten 
gegebene  Darstellung  der  Hauptgänge,  muss  aber  zunächst 
Bemerkungen  über  die  Gesteine  vorausschicken,  iu  welchen 
dieselben  aufsetzen. 

Das  herrschende  Nebengestein  ist  ein  Sericitschiefer  von 
camhrischem  Alter,  welcher  manchen  des  Taunus  sehr  ähnlich 
sieht,  so  dass  man  wohl  HandstQcke  ver wechseln  könnte, 
auch  einige  sächsische  und  böhmische  PhjUite  sind  nahe 

verwandt. 

Die  grünliehcn  Schiefer  entliaKen  nelx-n  vorwiegendcin 
Öericit  auch  noch  (.^'larzkörner  und  Chlorit^eliüppchen;  im 
Schlämmrackstande  befindet  sich  mikroskopisches  Magneteisen 

1)  Siebe  das  Kärtchen  bei  ?.  Gflmbel  a.  a.  0.  S.  886a. 

2)  a.  a.  0.  8.  801. 
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und  Eisenkies.  Die  blassgelb  gefärbten  Schiefer  enthslteii 
weder  Ghlorit  noch  Magneteisen  und  nur  sehr  wenig  mikro- 
skopischen Bisenkies,  aber  stets  Qoarzkomchen,  sie  sind  fast 

uli  reiner  Scricit  anzusehen.  Dem  enUpricht  uiu  h  das 
Hrsnltat  der  Analysen  von  Ad.  Schwager.*)  Es  enthielten 
uämUcb 


1.  Auagesuchter 

2.  Keiner  Scricit 

,    3.  Nicht  R-anz 

öcnctt  von  \iuiu» 

von  i>i(iuroa 

rcinei  ocricit 

krön ach  nach 

nach  Litit 

von  Naurod 

Schwager 

nach  8c  Ii  wager 

Kie:$eläüure 

45,88 

49,00 

49,53 

Titin.^äure 

1,59 

Thonerde 

33,96 

23,65 

28,97 

Eisenoxjd 

4,57 

8,07 

7,26 

Kalk 

0,22 

0,63 

0,14 

Bittererde 

0,83 

0,93 

2,46 

9,32 

9,11 

7,43 

Natron 

0,52 

1,75 

0,12 

Wasser  und 

GlühYerlust 

4,89 

3.14 

4,97 

100,26 

98,17*) 

100,88  *) 

Um  etwa  in  geringer  Mi  nge  vorhandene  Metalle  im 
Goldkronacher  Qestein  zu  entdecken,  worden  wiederholt 
10 — 12  g  des  GesteinspuWers  mit  kohlensaurem  Natronkali 
aufgeschlossen.  Nach  Abscheidang  der  Kieaels&nre  ergab 
Schwefelwasserstoffgas  in  der  Salzsäuren  Lösung  einen  Nieder- 
schlag,  welcher  Torwiegend  Antimon,  weniger  Arsen  und 
recht  wenig  Blei  und  Kupfer  enthielt;  Kobalt  wurde  nach 
Abscheid uiiL^  des  Eisens  ebenfalls  in  sehr  geringer  Menge 

1)  V.  Gfimbel,  Sitzungsber.  d.  k.  b.  Akad.  d.  Wisscnach,,  matb.- 
naturw.  Cl.  1880,  S.  228  ff. 

2)  Ausserdem  Fluorsilicium  l.GÜ,  Pliosphorsüure  0,31. 

8)  In  12  g  desselben  ausserdem  Arsen,  sehr  wenig  Blei  und 
Zink.  (Sandberger.) 
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nacbgewiesen.  Diese  Elemente  habe  ich  meistens  schon  1882 
als  in  dem  Gestein  Yon  Goldkronach  enthalten  angeführt.^) 
üm  sich  zu  überzeugen,  ob  nicht  eins  oder  das  andere  der^ 
selben  aus  dem  in  minimaler  Menge  eingesprengten  Eh'sen- 
kiese  lierrülire,  wurde  tlit'ser  für  sich  untersucht  und  frei 
davon  gefimdeii.  Antiuiun  u.  s.  w.  gL-hi'tren  also  der  Sericit- 
substanz  an,  wie  an  so  vielen  anderen  Orten  den  Glimmern, 
/..  B.  jenen  der  Gneisse  des  Spessarts,  dem  des  Granits  von 
Magurka  in  Ungarn  n.  s.  w.  Dass  Antimon  (und  Arsen) 
in  den  Silicaten  als  antimonige  (bezw.  arsenige)  Saara  als 
Verireter  von  Thonerde  auftreten,  ist  unzweifelhaft,  der 
Spinell  Ton  Tiriolo  in  Calabrien  hat  ja  längst  den  Beweis 
geliefert. 

Or!^ani«che  »Substanz  ist  heim  Glühen  deutlich  wahr- 
nehmbar und  findet  sieb  iu  v^pureu  auch  noch  in  stark  zer- 
setzten Schielern.  W»)  sie  in  grösserer  Menge  und  schwarz 
färbend  auftritt,  sind  die  Schiefer  der  EirzfQhrung  nngdnsitg 
gewesen.*) 

Schliesslich  wurden  anch  die  in  Wasser  löslichen  Be- 

standtheile  untersueht.  Zieht  man  den  Ciuldkronacher  Schiefer 
2  Tage  mit  (h'^tillirtcin  Wasst-r  in  der  VVärine  aus,  so  giebt 
die  Lösung  sehr  deutliclie  Reaetionen  auf  Schwefelsäure  und 
schwächere  auf  Chlor,  welche  an  Kali  gebunden  sind;  Natron 
tritt  nur  in  geringster  Menge  daneben  auf. 

Die  in  der  Nähe  der  Gänge  vorkommenden  stark  ge> 

l)leichten  Schiefer  sind  wie  so  viele  andere  ausgelaugte 
SfMicitgesteiue  ganz  zu  Schüi»pclien  aufgelöst.  Ebenso  ver- 
halten sich  die  zahlreichen  Hruchstücke  derselben,  welche 
in  der  (langmasse  eingeschlossen  sind. 

Ein  zweites  Nebengestein  kommt  nur  an  dem  Gange 
der  Grube  Silberne  Rose  bei  Zoppaten  Tor  und  soll  dessen 

1)  UntersQchonKen  ftber  EngtoKe  I  S.  81,  II  S.  286. 

2)  V.  Gfimbel,  Geogn.  Beschreib,  d.  Fichtelgebirgt  S.  886. 
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Haogendes  l>ilden,  während  als  Liegendes  Sericitschiefer  an- 
j^egeben  wird.  Es  ij^t  ein  feinkörniger  l)iiil)ii8nianHe)st.ein 
(Blatterst^iin)  von  graugrüner  Farbe,  welche  iu  der  Nähe 
des  Ganges  lichter  wird,  nnd  führt  auaser  7.ahlreichen  von 
Cblorii  omschlossenen  Kalkspathmandeln  auch  Qrappen  tod 
EisenkieskrjstaUen.  Weisser  Kalkspatb  bedeckt  in  dttnnen 
Üeberzügen  ancb  seine  zablreichen  Klüftchen.  Ein  grosseres 
▼erbaltinssin;i.s.sig  frisches  Stück  dieses  bereits  v.  Gümbel*) 
angeführten  (Jeiiteins  lässt  in  der  matten  örundmasse  stellen- 
weise noch  Plagioklaskrystalle  erkennen,  der  Augit  scheint 
aber  schon  ganz  in  Cbloritsobstanz  umgewandelt  zu  sein. 
Magnetkies  und  Magneteisen  sind  in  mikroskopischen  Körn- 
chen in  dem  Schlämmreste  deutlich  nachweisbar,  auch  Apaüt 
fehlt  nicht. 

Kalte  Salzsäure  löst  Kalkspatb  nnd  Magnetkies  auf,  er- 
hitzte zersetzt  auch  den  Chlorit  und  die  meist  schon  stark 
angegriffenen  Reste  des  Feldspatbs. 

Die  Lagerung  des  Gesteins  ist  nicht  genau  bekannt, 
doch  darf  mit  grosser  WalirsclH'inlicbkeit  angf^noninien  wcnit'ii, 
dass  daä.>;elbe  einen  kleineu  »Stock  oder  Gang  in  dem  Sericit- 
gesteine  bildet. 

Die  bei  Zoppaten  anstehenden  schwarzen  silurischen 

Gesteine  mit  Graptolithen  treten,  soviel  bekannt,  zwar  sehr 
nulic  an  (hm  Gang  lieran,  kommen  aber  mit  ihm  nicht  iu 
uumittelbare  Berührung. 

Wie  y.  Gümbel  folge  auch  ich  iu  Bezug  auf  die  Auf- 
fassung der  Gänge  den  Mittheilungen  des  langjährigen  Leiters 
des  Grubenbetriebs,  Bergrath  Hahn  in  Bayreuth.  Die  La;^'« 
derselben  ist  auf  dem  von  ersterem  beigegebenen  Hevier- 
kärtchea  gut  zu  übersehen. 

Hahn  nimmt  bei  Brandholz  drei  Uauptgänge  an,  näm- 
lich den  Kiesgang  mit  h.  2,4  Streichen  und  üO^  sQdöstlichem 


1)  a.  a.  0.  8. 89S. 
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Einfallen,  den  Spieissglanzgan«»  h.  12,7  streichend  und  den 
(.Quarzgang,  welcher  zu  Anfang  der  sechziger  Jahre  aufge- 
schlossen, aber  wegen  der  Arrauth  seiner  Erze  nicht  weiter 
bebaut  wurde.  Auch  die  letzteren  Gänge  fallen  stidöstlich. 
Die  Gänge  der  Grube  Silberne  Rose  bei  Zoppaten,  deren 
Streichen  4  h  5  mit  50^  Fallen  zu  sein  scheint,  und  Schickung 
Gottes  bei  Escherlich,  h.  1,8  streichend,  sind  olfenbar  selbst- 
ständig,  obwohl  ihre  Ausfüllung  dieselbe  ist,  wie  jene  des 
Spie»sglanzganges.  Was  die  Mächtigkeit  betrifft,  so  wird 
für  den  Kiesgang  P/^ni  als  Maximum  angegeben,  für  den 
Spiessglanzgang  1  ni,  gewöhnlich  scheint  sie  aber  geringer  zu 
sein,  ich  habe  an  Handstücken  meist  nur  10  cm  beobachten 
können.  Es  giebt  zwar  noch  manche  Erzgänge,  an  welchen 
das  sogenannte  höfliche  d.  h.  an  eingesprengten  Erzen  reiche 
Nebengestein*)  entwickelt  ist,  aber  mit  Ausnahme  von  solchen 
der  Gegend  von  Freiberg,'')  Schapbach  und  Wittichen,  sowie 
mancher  Zinnerzgänge  habe  ich  es  doch  anderswo  nicht 
leicht  so  schön  gesehen.  Neben  dem  Kiesgange  und  bis  zu 
beträchtlicher  Entfernung  von  ihm  führt  der  stark  gebleichte 
und  hier  und  da  von  weissen  (^uarztrümern  durchsetzte 
Schiefer  zahllose  bis  crbsengrosse  Eiseukieskrystalle.  Die 

^0  2       ^       0)0  2       ,  , 
bormen  ^o~'i  ooOoo.  — - —  und  seltener  auch  ooOoo.  O 

sind  meist  sehr  hübsch  entwickelt.  Der  Arsenikkies  in  den 
F'ornien  cc  P.  '/^  P  oo  ist  weniger  häufig,  fehlt  aber  doch 
selten  ganz.  Der  durchschnittliche  Goldgehalt  der  Kiese 
wird  nur  auf  ^4  bis  ^/a  Loth  im  Centner  angegeben  und  der 
Betrieb  konnte  daher  nicht  lohnend  sein. 

Die  Gangausfüllung,  welche  sehr  gewöhnlich  Brocken 
von  zersetztem  Nebengestein  umschliesst,  zeigt  nur  selten 

1)  Untersuchunnon  über  Er/.giin^e  l  S.  149. 

2)  Vortreti  lich  beschrieben  aber  nicht  erklärt  von  Vogelgeaan^ 
(Cotta'.s  Gangstudien  11  S.  80)  und  Frenzel  (Min.  Lexikon  für  Sachsen 
S.  28). 
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dne  symmetrische  Stroktar,  doch  beobachtete  ich  an  Stocken 
▼on  der  Ffiretenzeche  (Spiessglanzgaog)  Tom  hängenden  zum 
liegenden  Salband: 

1.  Wei<?scn  Quarz.  2.  Eisenreichen  Brauiispath,  meiut 
schon  zu  ockerigera  Eisenoxydhydrat  verwittert,  mit  Nei«teni 
TOD  strahligem  AntimoDglanz.  3.  Quarz  wie  1.  4.  Braun- 
spath  wie  2,  aber  in  etwas  breiterer  Lage.  5.  Qoarz.  Die 
Salbänder  bestehen  also  nur  aus  Quarz,  der  sich  an  beiden 
Seiten  suerst  abgelagert  hat. 

Meist  ist  die  Gangma-s-se  sehr  einfach  zusammengesetzt 
und  herrscht  entweder  ()iiarz  mit  eingesprengten  Kiesen 
oder  Antimonglanz  in  verschiedenen  Varietäten  vor.  Die 
folgenden  Beispiele  werden  die  Faragenesis  hinreichend  er- 
läntem. 

I.   Ueihenfolge  auf  dem  Spiessglauzgunge 

bei  Brandhoiz. 

a)  1.  Sericitschiefer  mit  zahlreich  eingewachsenen  Eisen- 
kies- und  wenigen  Arsenikkieskrystallen.  2.  Weisser  erzleerer 
Quarz.  3.  Antimonglanz  auf  Klüftchen  von  I. 

b)  1.  Sericitschiefer  mit  Eisenkieskrystullen.  2.  WeisKor 
Quarz.  3.  Wasserheller  Quarz  ooK4^li  in  Drusen.  4.  Meueg- 
binit  in  grösseren  Krystallen.  5.  Eisenspath  in  kleinen  linsen- 
förmigen Bhomboedern. 

c)  1.  Fettquarz  7on  weisser,  ins  Bläuliche  spielender 
Farbe  mit  eingewachsenem  Eisenkies  und  Arsenikkies,  sowie 
einem  Kömchen  von  u  Heiden  Gold.  2.  Meneghinit  in  netz- 
förmigen Aggregaten  aut  Klüften. 

d)  Weisser  derber  Quarz  mit  eingewachsenem  Arseuik- 
kies  und  wenig  derbem  Kupferkies. 

e)  1.  Sericitschiefer.  2.  Weisser  Quarz  mit  derbem 
Plagionit  3.  In  Drusen  krystallisirter  Plagionit  und  weisses 
Steimnark. 
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f)  1.  Derber  Plagionit.    2.  Eiseiispath  in  RhomboeJero. 

3.  M<'n»'ghuiit  III  netzformi^^on  Agj^rcgaten. 

g)  1.  Weisser  derber  Quarz.  2.  In  Höhlungen  Ivrystaüe 
desselben.  3.  Magnetkies  OP.  oo  P  in  kleinen  Krysiallgrappen. 

4.  Bleihaltiges  Federerz,  haarförmig. 

h)  1.  Weisser  Qnars  mit  eingesprengtem  Antiroonglaoi. 

2.  Eisenspath  in  linseiiforinigen  Rhomboedern.  3.  Strahliger 
Anfcimonglanz  in  Kryst^ille  der  Form  oo  P.  P.  oo  P  2  aus- 
laufend.  4.  Antimonocker  auf  Klüften. 

i)  1 .  Blase  fleiscbrotber  Braunspath  in  grosskörnigen  Ma$«eo 
und  Rhomboedern.  2.  Strahliger  Antimonglanz  wie  oben. 

k)  1.  Quarz.  2.  Derber  Antimonglanz,  an  der  Oberflache 
erdig  nnd  voll  von  llühluugen,  z.  Tli.  mit  gediegenem  Antimon. 

3,  Antimnui^^lanz  in  den  oben  angegebenen  Formen  kn-ialli- 
sirt.   4.  Kalkspath  in  kleinen  verzerrten  Krystallen  U'.  odK. 

1)  1.  Weisser  Quarz.  2.  Strahliger  Antiraonglans  ge- 
mengt mit  wenig  gelbbrauner  Zinkblende. 

m)  1.  Antimonglanz  in  der  gewohnlichen  Form  kir- 
stallisirt.  2.  Antiraonbh'itlie  in  Büscheln  farbloser  Nadeln, 
(bchmidt'öche  Samniiungj. 

IL  Silberne  iiose  bei  Zoppaten. 

1.  Diabasmandelstein  s.  oben.  2.  Lichter  Braunspath, 
dflnne  Lage.  3.  Grossstrahliger  Antimonglanz.  Quarz  fehlt 
auffallender  Weise  hier  völlig. 

Es  wird  nun  nöthig  sein,  die  einzelnen  Mineralien  der 
Gänge  etwas  genauer  zu  betrachten. 

1.  Gediegen  Gold  habe  ich  nur  einmal  einc^pwac li<*  n 
in  Ijliluliehem  Quarze  mit  Kiesen  gesehen ,  aber  es  kam 
aus.serdem  auch  in  gi'össeren  Körnern  und  Blättchen  w 
und  ist  in  früherer  Zeit  jedenfalls  auch  an  dem  verwitterteD 
Ausgehenden  und  im  Alluvialschutt  reichlicli  getroffen  worden.') 

1)  T.  GOmbel,  Qeognost.  Beschreibung  des  Ficbtel|^birgw  8. 901. 
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Das  Gold  ist  silberhaltig  und  darum  licht  gefärbt,  das  Ver- 
faSltniss  Yon  Silber  zu  Gold  ist  in  den  wenigst  reichen  Proben 
4:1,  aber  in  anderen  wohl  höher. 

2.  Eisenkies  int  in  grosser  Menge  in  bis  erbsengrossen 


binirt  in  dem  höflichen  Nebengestein,  aber  stellenweise  auch 
im  weissen  Quarze  der  Gänge  eingewachsen  und  stets  schwach 
sUber*  und  goldhaltig.  Der  Gehalt  an  Gold  ist  sowohl  durch 
die  h0ttenmannische  Probe  als  auch  auf  nassem  Wege  durch 
Behandlung  des  scharf  gerosteten  Erzes  mit  alkoholischer  Jod- 
lösung nach  der  Methodi'  vou  Skey  (Dingler's  Journal  CXC. 
S.  58)  nachgewiesen  worden.  Ausser  den  erwähnt^^n  Elenieiitoi 
enthält  das  Mineral  zuweilen  noch  sehr  wenig  Kobalt  und 
Arsen,  aber  keine  Spur  von  Antimon. 

3.  Arsenikkies.  Verhält  sich  wie  der  Eisenkies,  ift 
aber  nicht  ganz  so  häufig.  Schöne  Krystalle  zeigen  die 
Form  ooPJ/iPoo,  sind  aber  stets  eiemlich  klein.  Da  mich 
der  Arsenikkies  wegen  seines  Antimongehaltes  lebhaft  inte- 
ressirte,  so  wurde  er  näher  untei*sucht.  Das  spf  ei  tische  Ge- 
wicht ergab  sich  zu  0ß9  C.  Die  «jiuintitative  Ana- 
lyse hatte  Herr  Hofratb  Hiiger  freundlichst  übernommen, 
der  Gehalt  an  Silber  wurde  in  der  K.  K.  Probiranstiilt  zu 
Pfibram  auf  trockenem  Wege  bestimmt,  wobei  sich  auch 
ein  sehr  kleiner  Goldgehalt  ergab.  Das  schon  einmal  ge- 
legentlich') mitgetheilte  Resultat  der  Analyse  war  folgendes: 


Krystallen 


oo02  oo02 
2    '  2 


.  ooOoo,  selten  auch  mit  0  com- 


Schwefel  .       .  20,84 

Arsen       .        .  41,30 


Antimon  .       .      3,73  ei 


Eisen       .       .  31,07 
Kobalt     .       .  Spur 
Silber      .      .  0,002 


100,002. 


1)  Jahrb.  f.  Mineralogie  1890  I  S.  99. 
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Ein  AFsenikkies  von  diefier  Zusammensetsuiig  war  bis- 
her nicht  bekanut,  denn  Breith»upfc*8  Geyerit,  welcher  anch 
1,37  Antimon  enthält,  gehört  nach  Behnkes  Analyse  nicht 

hierher,  sondern  zu  den  vielen  Mittelgliedern  zwischen  Ar- 
seiiikkies  und  Aiaeueisen. 

4.  Antimon  glänz.  Ist  nächst  den  Kiesen  das  häufigste 
und  in  Mtisse  vorkommende  Mineral  der  Gänge,  welches 
früher  hauptsächlich  wegen  seines  Silber-  and  Goldgehaltes 
geschätzt  wurde,  der  aber  nicht  hoch  ist,  da  in  einer  reinen 
Probe  zu  Pfihram  nur  0,0016  Silber  nebst  Spuren  von  Gold 
gefunden  wurde.  Gegenwärtig  würden  die  hoben  Antimon- 
preise ein  erfreulicheres  Uesüit;it  für  die  <i;efürderten  Erze 
liefern  küiinen,  ob  aber  die  no(  h  von  früherem  Abbau  h^r 
gebliebenen  Keste  eine  Wiederaufnahme  der  Gruben  räthlicb 
erscheinen  lassen,  vermag  ich  nicht  zu  beurtheilen. 

Der  Antimonglanz  kommt  in  vielerlei  Abänderungen 
vor.  Sehr  häufig  sind  grossstrahlige  Massen,  deren  Strahlen 
bis  zu  92  mm  Länge  bei  8  mm  Breite  erreichen.  Wechselnde 
Lagen  von  grossblätterigeu  mit  feinkörnigen  Ag)?regaten, 
welche  sich  der  .Bleischweif*  genannten  Varietät  des  Blei- 
glnnzes  durchaus  analotr  verhalten,  .^iiid  schon  seltener  und 
solclje  von  rein  feinkörniger  struktur  elxMifalls,  aber  auch 
an  eingesprengten  Körnern  mit  selir  schwach  entwickelter 
Spaltbarkeit  fehlt  es  nicht.  Kecht  selten  sind  wohlausge- 
bildete, aber  nur  4  mm  lange  und  2  mm  breite  Krystalle 
der  Form  oo  F.  ^fj  P.oo  P  2  mit  stark  gestreiften  Säulenflächen. 
Ich  habe  dieselben  in  zahlreichen  Grti]>pen  nur  auf  derbem 
an  der  Oberfläche  mulmigem  nnd  mit  zahlreichen  Höhlungen 
versehenem,  z.  Th.  mit  gediogenem  Antimon  au^Lrcfiillten 
Aiitimonglanz  beobachiet.  Ks  .-scheint  tieuinach,  ob  die 
OI)erfliiche  von  alkalischen  Gewässern  angenagt,  aber  das 
gelöste  i?chwefolantimon  an  Ort  und  Stelle  wicdor  abge- 
setzt worden  sei.  Die  eben  genannte  hUbsche  Combiuation 
kommt  an  yielen  Orten  vor,  besonders  schön  auch  bei  Kapnik 
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in  ÜDgarn  und  Battenberg  in  Tyrol,  wo  der  Terbältniss- 
mSedg  junge  Antinonglanz  eines  der  Aufilangungsprodukte 
Ton  Fahlerzen  bildet. 

Von  Oxydationsprodukten  komuicii  bpiiriich  Auümonockcr 
and  Antimonblütbe  vor,  s.  diese. 

5.  Nacb  Originalstficken,  welche  Herr  Bergrath  Hahn  zur 
Sammlung  desk.  Oberbergamles  eingesendet  hat»  kommt  in  dru- 
sigen Höhlungen  ausgeschieden  auch  gediegen  Antimon  vor. 

6.  Plagiouit.  Ist  zu  Goldkronach  nicht  häufig  und 
findet  sich  in  meist  vereinzelten  Krystallen  oder  derb.  Die 
Ffächen  0  P  und  —  P  treten  nicht  selten  in  oscillatorischer 
Combination  mit  Pyramiden  auf  und  sind  daher  parallel  den 
Combinationskanten  stark  gefurcht,  wie  zu  Wolfsber^*),  pjut 
ZQ  erkonneii  ist  +  P,  oo  P  oo  und  — 4P.  Leider  sind  die 
Krystalle  aufgewachsen  und  mit  einander  verwachsen,  so  dass 
genane  Bestimmungen  der  Flächen  z.  Z.  unausftlhrbar  er- 
scheinen. Mit  dem  Wolfsberger  Vorkommen^  Ton  welchem 
die  WCIrzburger  Sammlung  ein  gates  Stflek  enthalt,  könnte 
unseres  geradezu  verwechselt  werden.  Ausserdem  ist  der 
Plagionit  eingespren^^t  und  derb  l)eobachtet  worden.  Die 
derbe  Varietät  ist  wiederholt  irrig  für  Fahlerz  und  Bournonit 
gehalten  worden,  welche  zu  Goldkronach  nicht  vorkommen. 
Der  derbe  Plagionit  enthält  wie  der  krystallisirte  kein  Kupfer. 
Er  findet  sich  auch  zu  Wolfsberg  und  bei  Arnsberg  in  West- 
phalen,*)  hier  mit  kleinen  Drusen,  in  welchen  Kryställchen 
0  P,  —  P  nicht  selten  sind. 

7.  Meneghinit  Langgestreckte,  bis  5  mm  lange  und 
l'lamm  breite,  stets  schilfahnlich  gestreifte  Säulen  Ton  blei- 
grauer Farbe,  welche  sich  den  „Sagenit*'  genannten  Rutil- 
aggregaten ähnlich  häufig  unter  40°  kreuzen,  bedecken 
derben  Plagionit  oder  finden  sich  mit  Eisenspath  verwachsen 

1)  Lüdecke,  Jahrb.  f.  Min.  1883  II  115. 

2)  äantlbcMger,  Jahrb.  f.  Min.  1883  il  S. 

im.  lUib.-pliys.  Cl.  2.  16 


bigmzedt)y  Google  I 


242        6iUuMg  der  math^-phya,  Cla»se  wm  5.  Mai  1894. 

in  Drusen  des  Gangqiiarzes.  lieber  ihr  Krystallsystem  lässt 
sich  darum  keine  Gewisaheit  erlangen,  weil  die  finden  nicht 
gut  ausgebildet  sind,  sondern  wie  ausgefranst  erscheinen  und 
auch  die  Lage  der  etwaigen  Spaltongsflachen  nicht  mit  Be- 
stimmtheit constatirt  werden  kann.  Die  Harte  des  spröden 
^IiMtrals  ergab  sich  zu  3,  das  spec.  Gewicht  zu  0,1.  Vor 
(lern  Lüthrohre  sclimilxt  das  Mineral  leicht  unter  lieileckung 
der  Kohle  mit  Beschlägen  von  Antimon-  und  Bleioxyd,  von 
heisser  Salzsäure  wird  es  unter  Entwickelung  von  Schwefel- 
wasserstoff leicht  gelöst.  Als  Bestandtheile  wurden  qualitativ 
Blei,  Antimon  und  Schwefel  nachgewiasen.  Eine  zuTerliisige 
quantitative  Analyse  konnte  bisher  wegen  Mangel  an  Material 
nicht  ausgeführt  werden. 

Der  vüii  Groth^)  angeführte  Antiinuiiglanz  von  (loldkiu- 
nach  in  sagenitähnlichen  Aggregaten  gehört  zweifellus  hierlier. 

8.  Federerz.  Ilaarförmige  bleigraue  Kryställchen, 
welche  Plagionit  umhüllen  oder  auf  Meneghinit  oder  Magnet- 
kies aufgewachsen  sind,  reagiren  auf  Antimon,  Blei  nnd 
Schwefel,  sind  also  lichtes  Federerz,  welches  anch  ansserlich 

mit  jenem  von  Wolfsberff  auf  das  Genaueste  tibereinstimmt 
und  daher  wohl  auch  al>  n-türniif^or  Janiesonit  zu  Itctrachten 
ist.  Es  findet  »icli  innner  nur  in  selir  geringer  Menge  und 
eine  quantitative  Analyse  war  daher  nicht  möglich.  Ein 
eigenthümliches  Vorkommen  ist  jenes  von  der  Öchmutzleiv 
zeche,  wo  Federerz  in  Tausenden  von  haarfeinen  Kryställchen 
grossblätterigen  Brannspath  erfüllt  and  schwarz  färbt 

l'.  Bleiglan/,  i>t  mir  in  mit tt'I- und  feinkörnigen  Aggre- 
gaten ,  auch  mit  Antimonghinz  gemengt  bekannt  geworden. 
An  einem  Stückchen  fand  sich  auch  ein  deutlicher  Würfel. 
Häutig  war  das  Minerai  nicht. 

10.  Zinkblende  von  braungelher  Färbung  kommt  selten 
im  Qemenge  mit  strahl  ige  in  Antimonglanz  vor.  Bleiglanz, 

1)  Mineralien-Sammlung  der  Univerrität  Strawbotg  8. 22. 
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welchen  Breithaupt^)  auch  mit  beiden  zusammen  beobachtet 
half  tat  mir  in  dieser  Form  nicht  zu  Gesieht  gekommen. 

11.  Magnetkies  in  Gruppen   kleiner  rauhflftcbigcr 

Tafeln  (0  V.  x  F  )  in  Dru^sen  des  ( )uiirzes  aufsitzend  ist.  sehr 
selu'ti.  war  aber  sclion  Breithaupt'^)  bekannt,  seine  Bedef  kuiig 
durch  Federerz  habe  ich  schon  erwähnt.  In  der  Würzburger 
Sammlung  ist  nur  ein  Stückchen  davon  vorhanden. 

12.  Kupferkies  habe  ich  nur  an  einem  Stücke,  welches 
der  Schmidt*8cbeD  Sammlung  angehört,  in  kleinen  derben  Massen 
mit  Arsenikines  in  weissem  Quarze  eingesprengt  beobachtet. 

13.  Zundererz.  Findet  sich  in  dnnkelrothen  weichen 
Üeberzügen  besonders  auf  Plagionit,  ist  aber  recht  selten. 
Es  ist  zwar  jenem  von  Clausthal  sehr  ähnlich  und  enthält 
auch  Blei  wie  dieses.  Breithaupt  (a.  a.  0.)  erwähnt  es  auch 
von  Goldkronach.  Alles  bisher  Angeführte  gilt  auch  für  das 
von  üausmann^)  constatirte  Vorkommen  des  Zundererzes  bei 
Wol&berg.  Seine  hochrothe  Färbung  kann  aber  nicht  von 
eingemengtem  Rothgttltigerze  herrfihren,  da  solches  zu  Gold- 
kronach nicht  vorkommt.  Es  besteht  vielmehr  offenbar 
wesentlich  aus  Rothspiessglan/.erz  im  Gemenge  mit  einem 
Bleisalze  und  erdif^em  IMagionit. 

14.  Gelber  erdiger  Antimonocker  erscheint  hier  und 
da  auf  Klüften  von  derbem  Antimougiauz. 

15.  AntimonblQtlie  in  strahligen  Büscheln  farbloser 
Krjstalle  auf  Antimonglanz  sitzend  ist  sehr  schön  in  der 
Schmidt*schen  Sammlung  vertreten. 

16.  Stein  mark.  Weisse  opake  Massen,  an  welchen  man 
onter  dem  Mikroskope  zuweilen  Krystallflächen  wie  bei  dem  sog. 
krv.-talli^irten  Kaolin  zu  bemerken  glaubt,  i.t  in  geringer 
Menge  über  Qnarz,  häufig  aber  über  Plagionit  und  Meneghinit 
zu  beobachten.  Das  Lötbrohr  ergiebt  reine  Thonerdereaktion. 

1)  Paragenesis  der  Mineralien  S.  102. 

2)  Ebenda  S.  192. 

3)  Handbach  d.  Mineralogie  I  8. 196. 

16* 
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17.  Schwerspath  wird  von  v.  GümbeP)  als  Seltenheit 
von  der  Grube  Schickung  Gottes  angeführt,  ich  habe  ihn 
nicht  gesehen. 

18.  Braunspath.  Ist  auf  den  Gängen  ziemlich  ver- 
breitet, aber  in  Folge  seines  hohen  Eisenoxydulgehaltes  meist 
schon  mehr  oder  weniger  stark  zersetzt.  Das  frischeste  Stück 
mit  erbsengrossen  rauhflächigen,  aber  nicht  gekrümmten 
lihomboedern,  deren  Winkel  über  106°  betragen,  gehört  der 
Schmidt'schen  Sammlung  an.  Das  Mineral  ist  im  Grossen 
blass  fleischroth  gefärbt,  die  kleineren  Spaltungsstückchen 
sind  aber  weiss  wie  auch  das  Pulver.  Das  spec.  Gewicht  beträgt 
3,05.  Die  quantitative  Analyse  des  Herrn  Hofrath  Hilger 
in  München  ergab  als  Zusammensetzung: 

Kohlensaures  Eisenoxydul  .  .  18,470 
kohlensaures  Manganoxydul  .  .  3,003 
kohlensaurer  Kalk  .  .  .  56,066 
kohlensaure  Bittererde         .       .  21,997 

^99,596. 

19.  Eisen spath.  Kleine  linsenförmige  Rhomboeder 
kommen  nicht  häufig  in  Drusen  des  Gangquarzes  mit  Meneg- 
hinit  oder  Antimonglanz  verwachsen  vor.  Der  Spath  ist 
chemisch  rein,  d.  h.  er  enthält  keinen  Kalk  und  Bittererde. 

20.  Kalkspath.  Gehört  zu  den  allerjüngsten  Bildungen 
und  sitzt  in  kleinen  verzerrten  Kry.stallen  der  Form  R'.  oo  R 
üIht  krystallisirtem  Antimonglanz.  Der  Kalkspath  gehört 
zweifellos  der  ßreithaupt'schen  Varietät  diamesus  syngeneticus 
an  und  Ist  recht  selten. 

Aus  dem  Vorhergehenden  geht  mit  aller  Bestimmtheit 
hervor,  dass  die  Elemente  von  sämmtlichen  auf  den  Erz- 
gängen vorkommenden  Mineralien  in  dem  Sericitschiefer  und 
nur  in  diesem  auftreten,  an  welchen  ja  auch  die  Erzgänge 
gebunden  sind.     Die   Proterobasdurchbrüche   mögen  wohl 

1)  a.  a.  0.  S.  801. 
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bei  der  Attfreissnng  der  Gangspalten  mitgewirkt  haben, 
Lize  liai)LMi  .sie  {lens(4l)on  aber  nicht  zugebracht,  da  ihnen 
die  Elemente  derselben  fehlen.  Ebenso  verhillt  es  sich  auch 
nach  Liebes^)  vortrefflicher  Schilderung  in  der  Gegend  von 
Schleiz  u.  a.  0.  der  reussischen  Fürstenthümer. 

Es  fragt  sich  nun,  wie  man  sich  die  Auafallong  der 
Gange  zn  denken  hat.  Die  drei  häufigsten  Erze  sind  un- 
swdfelhaft  Eisenkies,  welcher  Torsugsweise  in  dem  höflichen 
Nebengeetem  nnd  ebenso  wie  dort  mit  Arsenikkie«  in  den 
Höhten  derben  (^kiarzen  üuftritt,  dann  Aiitinioiierz,  vor  Allem 
AntinHiiit^liiiiz.  Die  Sericitscliiefer  enthalten,  wie  oben  nach- 
gewiesen, stets  schwefelsaures  Kali  und  organische  Substanz, 
welche  dasselbe  zu  Schwefelkalium  reduciren  konnte  und 
xweifelloe  redocirt  hat.  Wo  dies  der  B'all  war,  mnsste  die 
organische  Substanz  grteientheils  yerschwinden  und  wo  sie  • 
noch  in  grösserer  Menge  Torhanden  ist,  hat  daher  dieser 
Rednetionsprocess,  dessen  Prodnkte  die  Erze  ans  dem  Schiefer 
auslaugen  und  den  Gangspalten  zuführen  konnten,  nicht  oder 
nur  in  geringem  (irade  stattgefunden.  Das  Fehlen  der  Erze 
an  diesen  dunklen  Gesteinen  erklärt  sich  damit  von  selbst. 

Sobald  sich  in  dem  Schiefer,  .welcher  4^/»proc.  Eisen- 
oxjd  enthält,  dieses  gleichfalls  unter  Mitwirkung  organischer 
Substanz  zu  kohlensaurem  Oxjdul  umgewandelt  hatte,  wurde 
es  Ton  Sohwefelkalium  ausgefallt  und  fizirt.  Da  auch 
Sehwefelgold  in  Schwefelkalium  iSslich  ist,  so  ist  dieses 
gleichfalls  ausgelaugt  und  mit  dem  Sciiwefeleiaen  niederge- 
schlagen worden,  ebenso  auch  das  Silber.*)  Die  A ir  Im iLiung 
des  Eisens  im  Nebengesteine  dauerte  nur  so  lange  fort,  bis 
das  Gestein  breiartig  erweicht  war  und  daher  den  Flüssig- 

1)  Uebersicht  über  d»'n  Srhichtenaufbau  Ost-Thürinffens  in  Ab- 
haudluDgen  /ur  geoiog.  Karte  von  Freussea  und  den  Thttring.  Staaten, 

Bd,  V  4.  ö.  51'.. 

2)  Dieses  kann  sehr  wolil  ur-|ifiini:li''h  uls  ( 'hlotN;ll<oi--i 'lil(ir- 
kaiiam  ausgezogen  und  durch  ßcbwetelkalium  zersetzt  worden  sein. 
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keiten  keine  nngeliinderte  Bewegung  nach  der  Gangspalte 

mehr  gestattete;  dann  war  aber  der  Quarz,  welcher  diese 
allmählich  ansiullte,  nutiirliLh  sehr  arm  an  Erzen,  wie  d^r 
sogenannte  Quarzgang  deutlich  beweist.  Ks  giebt  ja  aucii 
sonst  im  Erzgebirge,  Schwarzwald,  Alpengebirge  und  rheini- 
schen Schiefergehirge  Gange  genug,  an  welchen  die  gleiche 
Erscheinung  zu  beobachten  ist. 

Aehnlich  dem  Eisenkiese  vei  IklII  sich  der  weniger  häutige 
Ar;?eniivkies,  welcher  im  Uegensutze  zu  dem  von  Antimon 
ganz  freieu  Eisenkies  ausnahmsweise  bereits  3,7  proc.  Antimon 
enthält  Aber  sowohl  der  bleihaltige  Men^hinit  ab  der 
Antimonglanz  seihst  sind  jünger  als  die  eisenhaltigen  Kiese 
nnd  treten  erst  nach  jenen  auf.  Besonders  deutlich  sieht 
man  da.s  auf  Kh'iftelien  des  Bhiiflichen**  Nebenge.^teins  und 
auf  solchen  derjenigen  Gänge,  weiche  in  weiiisem  Quarz  ein- 
gesprengte Kiese  enthalten,  (l'aragenetische  Beispiele  a  und  b.) 
Die  weit  grössere  Affinität  von  Eisen  zu  Arsen  als  zu  AntimoD 
tritt  hier  ebensowohl  hervor  als  an  anderen  Orten,  z.  B.  n 
Thomasschlag  in  Böhmen;  auch  auf  den  Brftunsdorfer  GUlngen, 
welche  in  Folge  von  grossem  Ueberschusse  von  Antimon  im 
NebeugCöteine  sogar  Verbindungen  desselben  mit  Eisen  (Ber- 
thierit)  enthalten,  ist  der  schwach  silberhaltige  Arsenikkies 
(Weisserz)  älter  als  die  Antimonerze.^)  Das  erklärt  sieb 
durch  den  Umstand,  dass  Schwefelkalium-Schwefelarsenleicliiier 
löslich  als  die  entsprechende  Antimonverbindung  ist,  aber 
auch  von  Ei5<ensalzen  leichter  zersetzt  wird,  als  diese. 

Dem  massenhalten  Auftreten  des  Antimonglanzes  ging 
zu  GoldKronach  das  verhältnissraässig  seltene  von  zwei  blei- 
haltigen Antimonerzen,  dem  Plagionit  und  Meneghinit,  voraust 
welche  yermuthlich  nur  lokale  Bildungen  an  solchen  Stellen 
i?ind,  wo  Blei  in  grösserer  Menge  vorhanden  war.  Das  bl«* 
haltige  Federerz  ist  nur  eine  ganz  lokale  Erscheinung,  ge- 
hört aber  auch  zu  den  älteren  Gliedern  der  GaugausfiiliuDgt 

1)  H.  Hfliler  in  v.  Cotta*8  Gaagstudien  I  S.  181. 
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da  68  aU  Eioscbluss  im  Braunspath  vorkommt  Bleiglanz 
triU  erst  später  nnr  ganz  untergeordnet  im  Qemenge  mit 

AhtimuiiL'laii/.  auf. 

Antimonige  Säure,  welche,  wie  oben  nachgewiesen,  in 
Vertretung  von  Thonerde  im  Sericitschiefer  enthalten  ist, 
löst  sich  in  Schwefel kalium  schon  bei  gewöhnlicher  Tempe- 
rator^)  nnd  zersetzt  sich  sj^ter  zu  schwefelsaurem  Kali  und 
Antimonglanz.  Mit  dem  Auftreten  des  letzteren  findet  die 
Ausflillung  der  Qangspalten  ihren  Abschluss,  die  ausserdem 
noch  weiter  vorkommenden  Substanzen  sind  mit  Ausnahme 
des  sogleich  zu  besprechenden  Brann^^patbs  als  Zersetzungs- 
[•rudiikte  des  Antunoii'^lanzes  anzusehen,  wie  der  Antimon- 
ocker und  die  AutimonblUthe ;  das  Zundererz  gehört  nicht 
zu  ihnen,  sondern  ist  an  das  Auftreten  des  Plagionits  ge- 
bunden und  bleihaltig. 

Der  Braunspath  zeigt  in  seiner  Zusammensetzung  das- 
selbe VerhaltnisB  von  Eisen  zu  Bittererde  und  Kalk,  in 
welchem  diese  Elemente  ursprünglich  im  Sericit  enthalten 
waren  (s.  oben).  Er  verwittert  zu  Eisenoxyd hvd rat  und 
hierbei  wird  natürlich  kohlensaurer  Kalk  in  Freiheit  gesetzt, 
man  begegnet  ihm  aber  nar  so  selten  auf  dem  Gange,  dass 
man  annehmen  muss,  er  sei  grössteutheils  von  kohlensaure- 
baltigen  Wassern  weggeführt  worden.  Genau  dieselbe  Ver- 
wachsung Ton  Antimonglanz  und  Braunspath  wie  zu  Gold- 
kronach habe  ich  frQher  auf  den  Gruben  Ursula  bei  Welsch- 
steinach  imweit  Ottenburg  und  St.  Trudpert  im  Münsterthale 
bei  Frei  bürg  i.  B.  beobachtet. 

Ausser  Braunspath  kommt,  jedoch  in  ganz  geringer 
Menge,  achter  Eisenspatb  in  kleinen  linsenförmigen  Rhom- 
boedern  mit  Plagionit  und  Meneghinit  vor.  Noch  seltener 
yt  der  Magnetkies.  Beide  Mineralien  werden  nur  der  Voll- 
attindigkeit  wegen  hier  erwähnt. 

1)  ünielin,  HunUb.  d.  Chemie  2.  Aufl.  III  S.  782. 
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Die  Goldkronacher  Krzla^^ersfcätten  liefern  wie»^l»T  einti-u 
schönen  lieicg  t"ür  d'w  Ausfüllung  der  (4?ingspalten  liurcb 
Auslaugungsprodukte  des  Nebengesteins  und  gehören  zu  jenen. 
dereD  Antimonglanz  als  primitiver  Körper  aaltritt  ood  nicht, 
wie  das  Boost  so  oft  yorkommt,  als  Zersetzangsprodukt  älterer 
Erze,  namentlich  Fablerze  angesehen  werden  kann.  Ihneo 
üb^mus  ähnlich  verhalten  sicli  zunächst  die  Gänge  der  GeL'"ii  i 
von  Schleiz,  jene  von  VVolfsberg  am  Harze,  üowie  autlil- 
reicbe  andere,  welche  in  Glimmer-  und  Sericitschiefer  fi^r 
Alpen,  in  Böhmen,  bei  Welschsteinach  im  Kinzigthaie, 
St  Trudpert  im  Münsterthale  ^)  und  Sulsbnrg  im  Schwan- 
wald  vorkommen.  Ausserdem  finden  sich  goldhaltige  Antimon- 
ghuize  auch  in  Gängen  de»  Dacits,  aber  auch  in  älteren 
Gesteinen  Ungarns  und  Siebenbürgens*)  und  in  den  Gneiaseu 
der  Alpen  (Gastein,  Ranri^  n.  s.  w.)  und  Böhmens  (Mtcheb- 
berg  u.  a.  0.),  sowie  im  Granit  z.  B.  bei  Magurka,  Bocsa  und 
Lnbella  in  Ungarn,  Schönberg,  Mileschau  und  Bitis  in 
Böhmen,  um  nur  bekanntere  europäische  Vorkommen  m 
cuiren. 

Die  Goldkronacher  Gänge  vertauben  in  geringer  Tiefe 
gänzlich,  so  der  Hauptgang  bei  71  m  unter  der  tiefsten 
Ötollensohie,  der  Schickung  Gottes-Gang  sogar  schon  bei 
45  m  unter  Tag. 

Bs  ist  nicht  meine  Aufgabe,  auch  die  Grubenbauten 
und  deren  Ih  iriipre  zu  scliildern,  da  alles  Nöthige  in  v.  <  Miiii- 
belä  Darstellung  geboten  iat.  Leider  muss  man  nach  aut- 
merksamer  Würdigung  derselben  auch  seinem  Endurtheüe 
beistimmen,  dass  dieses  Gruben feld  wohl  niemals  wieder  eine 
Blüthezeit  erleben  wird. 

\)  Der  Antimonglanz  wiudo  s.  Z,  voa  Wiüchner  und  später  aocli 
von  0.  Leonhard  irrig  als  Zinkenit  aogesehen,  der  im  SchwaRwald 
nur  Ijei  Hausacli  vorkommt. 

2)  Zu  Hid{>g  Szamoe  ist  Sericitüchiefer  das  anmittelbara  Nebeii> 
gestein,  wie  sa  Goldkronach. 
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üeber  die  Hirne  vemhiedener  HunderftceiL 

Yon  N.  Eädinger. 
iBtngdm^  f.  JnK) 

Die  folgenden  vorläufigen  Mit^theilungen  betreifen  die 
Ergebnisse  einer  mehrjährigen  Untenachnng  an  den  Hirnen 
reraebiedener  Hnnderacen,  insbesondere  die  Fetriatellnng  des 
»absoluten  und  relativen  Gehirngewichts*  bei  den- 
selben. 

Bei  der  ßestiumiuug  des  Körpergewichtes  der  Hunde 
hat  sich  ergeben,  dn.ss  dassellte  bei  einer  und  (h^rselhen  Uace 
und  bei  gleichem  Alter  der  Tliier*^  eine  ;^ rosse  Schwankung 
haben  kann,  welche  wesentlich  abhängig  ist  von  der  grösseren 
oder  geringeren  Fettablagerang  und  dem  Qrade  der  Muskel- 
ausbildung bei  den  verschiedenen  Thieren. 

Man  erhilt  daher  bei  den  Gewichtsbestimmungen  des 
Körpers  und  des  Hirns  an  mehreren  Hunden  zuweilen  Zahlen, 
welche  bei  der  Berechnnnfj  des  relativen  Hirngewichtas  keinen 
korrekten  Aii^^driiek  i^ebrii.  Zwei  gleichstdi W{>re  Hirne  zweier 
Hunde,  weiche  gleiciigross  und  gleichaltrig  sind,  aber  in 
Folge  einer  bedeutenden  Fettablagerang  bei  dem  einen  und 
hochgradiger  Magerkeit  bei  dem  andern  Thier  gans  ungleiche 
Körpergewichte  zeigen,  ergeben  bei  der  Berechung  des  rela- 
tiven Gewichtes  auffallende  Unterschiede.  Diese  Differenzen 
mögen  ausgleichbar  werden,  wenn  eine  grössere  Untersuch  im  gs- 
reihe,  als  dies  zur  Zeit  der  Fall  ist,  vorliegt,  und  dünn  nur 
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Noniiiiltliiere  mit  Fettgehalt  und  Muskelentwicklung  mittiereii 
Grades  imu  nanfler  veiglichen  werden. 

So  liabe  ich  die  Gewicht^angahen  von  zwei  Thieren  in 
einer  zuerst  angelegten  Tabelle  wieder  gestrichen,  weil  die- 
selben  von  allen  übrigen  Gewichtsbestimroangen  ▼eischieden 
grosser  Hunde  eine  so  hochgradige  Abweichung  zeigten,  da» 
ich  einen  In  tliuin  bei  der  Notirung  des  Korperj^ewic  hir> 
vermutheto.  AUi^in  weitere  Beobacl)tungen  liessen  erkeuDeo, 
das.s  das  allzugeringe  Körpergewicht  in  den  beiden  Fällen 
die  Folge  einer  Infectionskrankheit,  an  denen  die  Hunde  za 
Grunde  gingen,  war.  Bei  allen  weiteren  derartigen  Unter- 
suchungen der  Thiere  ist  stets  eine  hochgradige  krankhafte 
Veränderung  des  Körpers  mit  in  Betracht  zu  ziehen,  weiiu 
dieselben  verwertlibare  lie.«<ultatt"  -  ri^eben  äollen. 

Um  eine  Ueberaicht  über  diese  Gewichtsergebnisse  m 
gewinnen,  soll  hier  zunächst  die  Tabelle  zur  Mittheiluog 
gelangen,  in  der  von  24  Hunden  das  Alter,  das  absolute 
Körper-  und  Gehirngewicht  und  das  berechnete  reli- 
tive  Gehirngewicht  enthalten  sind.  (Siehe  uebensteheude 
Tabelle.) 

Was  das  Alter  der  Hunde  anlangt,  so  darf  nicht  über- 
sehen werden,  dass  Angaben  über  dasselbe  Torkommen,  die 
an  Genauigkeit  zu  wünschen  übrig  lassen;  denn  die  Thicfe 
werden  nicht  immer  von  jenen  Besitzern  gekauft,  die  sie  auf- 
gezncren  haben,  wesshalb  ihre  Wurfzeit  unbekannt  ist.  Ver- 
M  (Tt  ii(  t  man  tür  die  Bestimmung  des  Alters  bei  einem  Uunde 
die  Beschaffenheit  des  Gebissen,  so  kann  man  auch  nur  er- 
fahren, ob  ein  Thier  mit  einem  Müchgebiss,  einem  im  Wecb«! 
begriffenen  oder  mit  einem  bleibenden  Gebiss  ymehen  ist 
Aus  der  Beschaffenheit  des  Gebisses  lässt  sich  daher  imr 
.Jugend  und  h(»heies  Alter  eines  Thieres,  aber  nicht  das  .4ltcr 
nach  Monaten  oder  Jahren  angeben.  Die  Alteräbestinimujig 
der  Hunde  hat,  soweit  ich  bis  jetzt  ersehen  kann,  eine 
wesentliche  Bedeutung  desshalb,  weil  mit  Hilfe  derselben  die 
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Auf  lOOÜ  g 
treffen  an 
Gehirn 

(0  («  bo  fin  «c  &o  («>    ec  te  60    CO    tc    to  tu  &o  tt)  ttt  to 

rt\       na  1^       '"^       fiA  ^Ml  An  m                 #a            «tf^                 »w      1  1 

C4r^c«e«e4e««o  e«««<DOüCDc«ei»^ieie  lOic  ^gi  co 

Relatives 
Gehirn- 
gewicht 

ot^oooäA^iot^ooco«i*f^cQoc»kOoocoioaO(Oio 

Absolutes 
Gehirn- 
1  gewicht 

60  bD      (lO  60  tC  tC  6C      &0     tM>  60  (0  tA  fifi  Ctf)  Cn      tK  tlO  bO   ttt  60 
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Absolutes 
Körper- 
gewicht 
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nmxiiji.il«'  \Viichsthumsj[Trenzc  des  Hirus,  d.  Ii.  die  (trenne 
der  Gewitlitszunalime  iciitgestellt  werden  soll.  Ver^'leitht 
man  z.  B.  die  Hirngewichie  der  beiden  Bernliardiner  (  Nr.  2 
und  9)  miteinander,  so  ergiebfc  sich,  dass  das  fünf  Mooai 
alte  Thier  (Nr.  9)  ein  Hirngewichi  von  1 16  g  besitzt,  wahrend 
der  dreijährige  Hand  (Nr.  2)  der  gleichen  Race,  welcher 
29000  scL Weier  ist  als  der  erstere,  nur  ein  liirngewichi 
von  108  g  hatte. 

Aus  den  bisherigen  Gewichts  bestimmun  gen  der  Korper 
und  der  Hirne  bei  den  Hunden  darf  gefolgert  werden,  dan 
deren  Hirne  schon  früh  ihre  äusserlich  formelle  Ausbildong, 
ihr  maximales  Wachsthum  erlangen,  die  Korper  aber  noch 
weiter  iin  Grösse  und  Gewicht  zunehmen,  ohne  wesentliche 
Autheilnuhme  der  Hirne. 

Die  Zahlenreihe  Über  das  absolute  Gehirngewichi 
ergiebt,  dass  dasselbe  nicht  durch  das  Alter  des  Thieres, 
sondern  durch  das  Körpergewicht  bis  zu  einem  gewisses 
Grade  beeinflusst  wird.  Sind  auch  im  Allgemeinen  zwischen 
iJirn  und  Körpergewicht  der  Hunde  mehrfache  Schwankungen 
vorhanden,  so  lässt  sich  aus  den  Zahlen  doch  ersehen,  ihi^s 
die  schwersten  Hunde  auch  die  schwersten  Hirne  und  die 
leichten  Hunde  die  kleinsten  Hirne  besitzen.  Die  Thiers 
wurden  nach  der  Grösse  ihres  Körpergewichtes  in  die  Tabelle 
eingetragen,  während  die  Gehirngewichte  in  der  Reihenfolge 
der  Körpergewichte  geordui't,  einige  S(  Invuiikungeii  zeigen. 
Verweise  ich  auf  Nr.  9 — 14,  so  folgen  hier  Gehirngewichte 
von  109  g  bei  32000  g  Körpergewicht,  62  g  Gewicht  des 
Hirns  bei  29000  g  Korpergewicht  und  hier  smd  die  Zahlen 
der  Ausdruck  Yon  ganz  ungleichen  Verhältnissen  zwischen 
Körper-  und  Hirngewicht.  Bei  diesen  auffallenden  Unter- 
schieden darf  man  wolil  daran  denken,  dass  das  Alter,  die 
liace  und  insbesondere  der  körperliche  Zustand  der  Tbiere 
einen  nicht  geringen  Kinfluss  ausüben.  Unverständlich  bleibt 
es  immerhin,  wenn  ein  zweijähriger  Hund  bei  einem  Gewicht 
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TOD  32000  g  nnr  109  g  Gehirn,  ein  gleicbalteriges  Thier 
bei  einem  Körpergewicht  toq  29000  g  nur  62  g  und  sogar 
ein  fttnf  Monat  alter  Bernhardiner,  der  28000  g  schwer  war, 

116  g  Gehirn  lüit  tc. 

Der  Haceunierschied,  an  den  man  auch  fl«^nken  könnte, 
erscheint  nicht  aasreichend,  diese  Verschiedenheit  zu  erklären, 
ebensowenig  wie  der  Unterschied  veratändlich  ist  hei  Nr.  21 
nnd  22,  bei  denen  der  1137  g  schwere  Hand  am  14  g  mehr 
Gebimsabstanz  besass,  als  das  3128  g  schwere  Thier. 

Hier  spielen  noch  Faktoren  herein,  welche  bei  den 
weiteren  Stadien  eine  ganz  besondere  Beacbtnng  verdienen. 
Kiuenseits  scheint  das  Alter  der  Thiere,  andererseits  aber  die 
Krankheit,  welche  den  Tod  dessell)en  verursachte,  mit  in 
Betracht  zu  kommen.  Schon  :jeit  Jahren  suche  ich  die  Hirne 
Ton  jenen  Hunden  zu  sammeln,  welche  für  physiologische 
Zwecke  in  den  Institaten  angekaaft  werden;  dieselben  Ter- 
dieneii  ebenso  den  Vorzag  vor  kranken  Thieren,  wie  wir 
die  Bestimmungen  des  Korper-  nnd  Gehimgewichtes  an  den 
Vemnglfickten ,  den  Selbstm5rdem  und  Enthaupteten  jenen 
an  chronischen  Krankheiten  verstorbenen  Menschen  vorziehen. 

Sclion  au;»  der  Zahlenver;j;l*'icliung  des  al)sohiten  Kru-j>er- 
und  Uehirogewichtes  lässt  sich  entnehmen,  dass  die  relativen 
Gewichte  anffaliend  differiren  werden.  Wie  schon  erwähnt 
sprechen  mehrere  Thatsachen  dafür,  dass  das  Wachsthum 
des  Hirns  bei  den  Hunden  schon  vor  Ende  ihres  ersten  Lebens- 
jahres seine  Grenze  erreicht,  während  der  Körper  noch  be- 
deutend an  Grosse  und  Gewicht  snnimmt.  Das  relative 
Gehirngewicht  zeigt  demnach  beim  jungen  und  alten  Thier 
tmen  in  die  Augen  fallenden  Unterschied: 

Die  Zahlenreihe  über  das  relative  Hirngewicht  zeigt 
sich  um  80  günstiger,  je  jünger  das  Thier  ist.  Bei  dem  drei 
Jahre  alten  Bernhardiner  (Nr.  2)  welcher  ein  Körpergewicht 
▼on  57000  g  besitat,  ergiebt  sich  ein  relatives  Gebirngewicht 
wie  1^527,77;  dagegen  wurde  bei  dem  f(lnf  Monat  alten 
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Bernliardmer  (Nr.  9),  der  28000  g  wog,  ein  reUtiTes  Hirn-  ! 
gewicht  wie  1:241,37  berechnet,  und  bei  dem  vier  Honak 

alten  Thier  (Nr.  15),  das  nur  4878  er  wo^^,  ein  relatives 
llirngevvicht  wie  1:67,75  fe.st;^eijtellt.  Bei  allen  leichten 
Hunden  ersieht  sich  ein  relaÜY  sehr  günstiges  Hirngewicht, 
weil  das  Körperwachsthum ,  nachdem  das  Hirn  seine  maxi- 
male Grösse  erlangt  bat,  gar  nicht  mehr  oder  nur  in  geringem 
Grade  fortschreitet. 

In  ganz  ähnlicher  Weise  zeigt  sich  das  relative  Hirn- 
gewicht, wenn  dasselbe  auf  1000  g  Korpeigewichi  l>ereciiDet 
wird.  Bei  den  schweren  Thieren  kommen  auf  1000  g  Körper 
zwischen  2 — 6  g  Hirn  und  bei  den  kleinen  leichten  Handee 
auf  1000  g  Körper  8—22  g  und  mehr  Hirn. 

Bei  den  weiteren  Studien  werden  noch  in  Betracht  ge- 
zogen, das  Volum  des  ganzen  Schüdels  zu  Volum  der  Schadel- 
höhle und  das  Verbältuiss  des  Hirnschädels  zum  Gesichu- 
skelett. 

Die  äusserlich  am  Bondeschädel  gewonnenen  Uessongi- 
ergebttisse  können,  wenn  es  sich  um  relative  Beziehungen 

zwischen  den  äusseren  Dimensionen  des  Schädels  und  des 
Hiriii;  handelt,  keine  direkte  Verwertliung  linden,  wie  etwa 
bei  dem  Meii»i;lienschädel,  weil  bei  den  Hunden  die  ungleiche 
Dicke  der  Schädelknochen,  die  Muskelieisten  und  die  pnen-  | 
matischen  Räume  am  Himschädel  die  Messung  hochgradig  | 
beeinflussen.    Aber  nocb  mehr  wird  der  Kopf  des  Höndes  { 
beeinflasst  durch  den  ungemein  verschiedenen  Grad  der  Aiö- 
bildung  des  Gesichtsskelettes.    Die  Frejsswn  k/  uiTo  sind 
der  einen  Kuce  6ahr  ^^tark,  bei  der  andern  nur  schwach  aus- 
gebildet, so  dass  der  Gesichts-  und  der  sog.  Sattel winkel 
höchst  variabel  erscheinen,  ohne  dass  der  Grad  der  Hinh 
entwicklung  einen  nennenswerthen  Einfluss  auf  dieselbeii 
ausübt.  I 

Alle  die  lierührten  Kragen  bedürfen  für  ihre  Beant- 
wortung noch  eingehendere  Studien  und  nach  Gewinnung  j 
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des  Hirn-  tind  Sdi&delmateriales  yon  den  Hunden  verscliie- 

dener  Raceii  noW  mit  Berücksichtigung  der  spärlich  vor- 
liäDdenen  Literatur  das  vorliegende  Thema  eine  eiugelieudere 
Besprechung  erfahren. 

Vorläufig  sollen  einige  Sätze  Uber  die  Ergebnisse  der 
bifiberigen  üniersuchnngen  hier  zar  Mittheilung  gelangen. 

1.  Wenn  auch  in  den  Zahlen  Über  das  Körper-  und 
llinigewicht  auch  viele  Schwankungen,  welche  durch  eine 
«rössere  üntersuchungsreihe  sich  ausgleichen  mögen,  vor- 
handen sind,  so  ist  doch  schon  festgestellt,  dass  das  Hirn 
bei  den  llnnden  schon  im  ersten  Lebensjahre  seine  Wachs** 
tbamflgrenze  erreicht. 

2.  Der  schwerste  Hund  hat  auch  das  schwerste  Hirn. 
Die  Hirngewichte  Dehioen  bei  den  Hunden  mit  dem  Körper- 
gewicht derselben  zu,  jedoch  in  einem  ungleichen  Verhältniss. 

3.  Das  relative  Hirngewicht  ist  bei  kleinen  leichten 
Thieren  ein  viel  günstigeres  als  bei  den  grossen. 

4.  Der  kleine  leichte  Hund  besitzt  auf  1000  g  Körper- 
gewicht bedeutend  mehr  Hirn  als  der  grosse. 


« 


üigiiizeü  by  Google 


Inhalt 


OiffenÜkhe  Sitjmng  der  kgl,  Akademie  der  Wmensehaften  ewr 
des  135,  Stiftungstages  am  28,  MStm  1894, 

Seite 

V.  Volt:  Nekrologe  113 


SUeung  mm  5.  Mai  1894, 

N.  Bfidinger:  Ueber  die  Gehirne  Tenehiedener  Hunderacen  249 

H.  Seeliger:  MaxweH's  und  llirn's  Untcrsuchimgeü  über  die 

Constitution  des  Satnrnringee  161 

L.  Graetz  und  L.  Fornui:  Ueber  noriuiiie  und  anomale  Dis- 
persion elektrischer  Wellen  189 

Ii.  Boltzmann:  a)  Uebf-r  den  Bowel«  des  Maxwell'schen  Ge- 

scLwinJi^kcitsvcrtueiluni^sgeaetzes  unter 

Gasmolekülen  207 

b)  Zar  Int^graiicNa  der  BiffiisioasgleiehuDg  bei 
variabeln  DiffttnonacoeffieienteB    ....  311 

A.  W  a  s  «  m  u t h :  Ueber  die  Anwendung  des  Princips  dea  kleinsten 

Zwanges  auf  die  EtttrtTodynamik  •  219 

F.  V.  Saudberger:  Uelj>er  Um-  Ki ^lager^lätLe  von  üolUkronach 

bei  Berneck  im  Fichtelgebirge  231 


Aiu4«miatbe  Duulidruckeroi  vuu  b.  bUuut»  iii  ^Uuchen. 


üiyiiizeü  by  Google 


Sitzungsberichte 


der 


mathematisch  -physikalisehen  Glasse 


der 


k.  b.  Akademie  der  Wissenschaften 


zu  M^ünclietL 


1894.  Heft  UL 


'-^  Mflnelieii. 

Verlag  der  K.  A^kaUeiuie. 
1894. 

  • 

In  CommiMion  des  G.  l-'ranz'ficliuu  Verlaga  (J.  Buth). 


L)iyilizQO 


'  '    .  .  - 

\ 

Sitzungsberichte 

der 

kOaigL  bayer.  Akademie  der  WiBsenschaften. 


Mathemaüsch-phjsikalische  Glasse. 

Sitsnng  vom  2.  Juni  1694. 

1.  Herr  H.  Sbbliqer  legt  eine  Abhandlung:  ,iLber  den 
▼ierfacben  Stern  (  Cancri*  vor. 

2.  Herr  L.  BotTZifANN  überreicht  eine  Arbeit  des  Herrn 

Dr.  T(}\AZ  Schütz,  Hilfsarbeiter  beim  Unterrichte  für  theo- 
retische Physik  im  math.-phvisikal.  Institut:  ,,über  eine  Ver- 
all"'pmpinerun  f?  der  v.  H  e  1  m h o  1  tz'scben  W  irDel- 
Integrale,  welcher  eine  unendliche  Mannigfaltigkeit 
von  mechanischen  Bildern  der  MaxwelPschen  Theorie 
entsprich  t**. 


Ueber  den  vierfaclLen  Stern  'Q  Cancri 

Von  H.  Seeliger* 
(JMtfri^M  A  Arno 

Die  Resultate  numerisdier  Rechnungen  von  der  Art, 
wie  ich  sie  in  meinen  beulen  Ai  Im  i(.  n  über  S  Cancri*)  ver- 
öffentlicht habe,  tragen  immer  mehr  oder  weniger  den 
Character  von  Interpolationsformeln.  Ihre  Constanten  lassen 
sich  nicht  mit  so  grosser  Genauigkeit  bestimmen,  dass  auf 

1)  Untersuchun^'en  über  die  Bewegung» Verhältnisse  in  dem  drei- 
fachen Sternsystem  C  Cancri.  Denkschriften  der  MHener  Akademie 
1881.  Fortgesetzte  Untersuchungen  fiber  das  mebrrache  Stem^item 
K  Caafiii.  Abbandlimgen  der  k.  bayer.  Akademie  1888.  Im  Folgenden 
■oH  die  erste  Abhaadlnog  mit  1,  die  sweite  mit  II  beieicluiet  werden. 
18M.  ]bfh.-pli7a.  OL  a  17 
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Jahre  hinaus  ein  ToUig  befriedigender  Anschloss  an  die 
Beobachtnngen  verbürgt  werden  kann«  Ich  habe  diese  Sach- 
lage, namentlich  in  II,  anadrticklich  herrorgehoben.   Es  ist 

(It.'sliiiU»  ('iiipr.>seit.s  nicht  zu  verwundern,  wenn  die  aus  der 
Theorie  folgenden  Oerter  mit  der  Zeit  von  den  Beobachtungeu 
um  geringe  Beträge  abweichen,  andererseits  hat  es  kein 
Interesse  in  kürzeren  Zeitintervallen  immer  von  neuem  die 
Beobachtungen  an  die  Theorie  genau  aDzuschliesseUt  wenn 
nur  die  cbaraeteristischen  Ergebnisse  der  letzteren  sich  io 
den  erbteren  wiederfinden. 

Bei  der  Aufarbeitung  von  i  standen  mir  Beobachtungen 
bis  zum  Jahre  1880  zur  Verfügung,  wahrend  in  II  Messungen 
bis  zum  Jahre  1888,  allerdings  zum  Theil  in  nicht  hin- 
länglicher Zahl,  benutzt  werden  konnten.  Die  Berechtigung 
der  zweiten  Untersuchung  lag  deshalb  nicht  sowohl  in  dem 
vermehrten  Beobachtungsmaterial,  als  vieiraehr  in  dem  Um- 
stände, dass  ich  dort  die  Theorie  naeh  verschiedenen  liichtuugen 
eingehender  und  vollständiger  entwickeln  konnte  und  in  dieser 
Beziehung  einen  gewissen  Abschluss  erreiche»  za  können 
glaubte.  Eine  Aufforderung  meine  Rechnungen  Über  C  Oancri 
gegenwärtig  wieder  aufzunehmen,  kann  ich  deshalb  in  dem 
Hinzukommen  neuer  Beobaclitungen  nicht  erbin  k.  m.  Da- 
gegen sind  in  den  letzten  Jahren  von  Herrn  BuruhaiQt 
einem  verdienten  Doppelsternbeobachter,  Angriffe  gegen  meine 
Theorie  der  Bewegung  des  entfernteren  Sternes  C  erfolgt, 
welche  in  den  Augen  derjenigen,  die  meine  Arbeiten  nicht 
genauer  kennen,  die  Sachlage  zu  ver(hmkeln  geeignet  sind. 
Die  von  Herrn  Burnham  mit  grosser  Zuversicht  vorge- 
brachten Argumente  sind  freilich  nur  geeignet  zu  beweisen, 
dasH  ihr  Urheber  weder  genügende  Sachkenntoiss  besitit, 
noch  sich  die  Mühe  gegeben  hat  meine  Arbeiten  genauer 
anzusehen.  Ich  konnte  deshalb  die  verdiente  Würdigung 
der  Burnham ^schen  Behauptungen  ruhig  der  Zukunft  und 
Anderen  überlassen.    Auf  der  andern  Seite  kann  ich  nicht 
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zugeben,  da«  doreh  ganz  anbegrflndete  Behaiiptangeii  die 
Resultate  meiner  Arbeiten  Über  C  Cancri  in  Frage  gestellt 
werden  nnd  deshalb  habe  ich  im  Folgenden  einige  Rechnungen 

ausgeführt,  die  auch  für  den  Fcrnersteliendeii  die  Sachlage 
in,  wie  ich  hoffe,  völlige  Klarheit  zu  stellen  geeignet  sein 
dürften. 

Ich  werde  mich  im  B'olgenden  einzig  und  allein  mit 
der  Bewegung  des  entfernteren  Begleiters  G  um  den  Schwer- 
punkt der  beiden  inneren  Sterne  A  und  B  beechäfbigen. 
Ausführliche  Untersuchungen  in  I  und  II  haben  zu  dem 
Resultate  geführt,  dass  die  Beobaebtnngen  keine  merkliche 
Yersehxedenheit  zwischen  dem  Schwerpunkte  von  A  und  B 

und  der  Mitte  beider  Sterne,  — — ,  ergeben.  Weiter 

zeitr^en  sieh  in  den  Beobachtungen  von  G  nnd  zwar  in  ganx 
übereinstimmender  Wei.se  sowohl  im  l'ositionssviukel  als  auch 
in  Distanz  Undulationen,  welche  die  Positionswinkel  um  un- 
gefähr 2°  und  die  Distanzen  um  ^  0r2  um  einen 
mittleren  Werth  herumschwanken  liessen.  Die  oonstante 
Periode  dieser  Schwankung  betrug  nahezu  18  Jahre  und 
es  war  möglich,  dieselbe  in  mehr  als  3  volktftndigen  Wieder- 
holungen zu  bestätigen.  Die  ganze  Erscheinung  ist  nach 
jeder  Richtung  yollstftndig  durch  die  Annahme  zu  erklären, 
der  Stern  G  besitze  einen  voreri»t  als  dunkel  zu  betrachten- 
den nahen  Begleiter.  Die  in  II  verarbeiteten  Jahresmittel 
von  1880  ab  konuteu  indessen  nicht  hinlänglich  begründet 
werden,  was  nunmehr  durch  die  inzwischen  erfolgte  Pubii- 
cation  mehrerer  werthvolien  Beobachtungsreihen  möglich 
ist.  Vom  Jahre  1888  ab  wftre  aber  auch  g^enwärtig  die 
Aufstellung  von  einigermaassen  zuverlässigen  Jahresmitteln 
nicht  möglich,  hätten  nicht  die  Herren  Schiaparelli,  H.  Struve 
und  LoTett  die  grosse  Freundlichkeit  gehabt,  mir  ans  ihren 
Taii;eljüchern  die  gewünschten  Auszüge  mitzutbeilen.  Nament- 
lich die  »ehr  zahlreichen  und  ausgezeichneten  Me^äungeu 

17* 
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Herrn  Sohiaparelli's  bilden  eine  wesentliche  Stfitse  der  folgen- 
den Bemerkungen.  Auf  diese  Weise  war  es  möglich  15 
neue  und  sichere  Jahresmittel  Ton  1880—1894  aufzosteUen. 
Nach  den  obigen  Bemerkungen  kann  es  sich  nicht  darum 

handeln,  diese  neuen  Messun^-resnltate  in  die  frühereu  Ixech- 
nungen  einzufügen.  Duj^e^^'n  ghiube  ich  ähnlichen  unbe- 
gründeten Angriffen,  wie  die  von  Seite  des  Herrn  Bnrnliam, 
am  besten  /ai  begegneu,  wenn  ich  die  neueren  Messungen, 
die  doch  fast  gar  keinen  personalen  Zusammenhang  haben  mit 
den  in  den  vierziger  oder  fünfziger  Jahren  ausgeführten,  für 
sich  allein  behandle.  Nachdem  sich  herausgestellt  haben 
wird,  dass  sich  meine  früheren  Formeln  den  neuen  Be- 
obachtungen noch  soweit  anschliessen,  als  man  überhaupt 
erwarten  konnte,  werde  ich  zeigen,  dass  auch  die  neuen 
Messungen,  für  ?ieh  allein  betrachtet,  wiederum  der  Aiüiahme 
eines  dunklen  Begleiter«  von  C  völlig  und  zwur  uucli  quanti- 
tativ den  früheren  Formeln  entsprechend,  genügen  und  dass 
ohne  eine  solche  Annahme  Fehler  übrig  bleiben,  die  durch 
AnliünfuDg  Ton  persönlichen  Fehlem  zu  erklaren  wohl  Nie- 
mand in  emsthafter  Weise  Tersuchen  wird. 

Ich  gehe  nun  zur  Mittheilung  der  gesammelten  Jahres- 
mittel der  Beobachtungen  Ton  C,  bezogen  auf  die  Mitte  von 
Ä  und  J?,  über.  Zur  Abkürzung  werden  die  Beobachter 
Hall  (sen.)i  Jedrzejewicz,  Schiaparelli  und  Hermann  StruTe 
mit  den  Buchstaben  H,  J,  Sp,  H.  bezeichnet 
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Zu  dieser  Zusaninienstellung  ist  Folgendes  zu  bemerken : 

1.  Die  GewtchUbestinimang  geschah  wieder  nach  dem  in 
IL  au%estollten  Schema.  Das  genGgt  jedenfiills  fQr  die  yorlie- 
genden  Zwecke,  wenngleich  hierdurch  die  neuen  mit  so  ausge- 
zeichneten Htill.^iuitteln  ausgerüsteten  Beobachter  öiclierlich  zu 
kleine  Gewichte  bekommen  haben.  Bei  einer  definitiven 
Bearbeitung  wird  man  u.  A.  den  aus  sehr  zahlreichen  und 
augenscheinlich  sehr  genauen  Abendmiiteln  «uaammengesetzten 
Jahresmitteln  Schiaparelli's  ein  grösseres  Gewicht  zu  geben 
haben.  Die  Jahresmittel  Schiaparelli*s  sind  der  Reihe  nach 
ii,u<  lo,  12,  14,  8,  10,  10,  14,  14  Abenden  gebildet. 

2.  Die  Ileduction  der  auf  A  oder  B  bezogenen  Messungen 

A-^  B 

von  C  auf  —  -  -  ist  mit  Hülfe  von  Auiialmien  über  die 

gegenseitige  Stellung  von  A  und  B  erfolgt,  die  nicht  ganz 
sicher  sind  und  nicht  ohne  grössere  Rechnungen  sicher  her- 
gestellt werden  konnten.  Diese  üngenauigkcit,  die  übrigens 

kaum  merklich  sein  wird,  knuM  uur  bei  den  Beobachtungen  von 
H.      die  letzte  Stelle  der  obigen  Zahlen  beeinflusst  haben. 

3.  Was  die  constanten  persönlichen  Fehler  betri^,  so 
worden  durch  Vergleichung  mit  der  IL  S.  71  gegebenen 
Ephemeride  folgende  Gorrectionen  angebracht: 

Sp.    —  u?8j  +  oro74 

H.  +0.51  —0.025 
H.       —  0.41    +  0.097 

Die  letzte  Beobachtung  von  H.  Z  scbeint  indessen  sich 
dieser  Correction  zu  widersetzen.  Dieselbe  ist  durch  eine  drei- 
jährige Pause  von  den  frfiheren  getrennt  und  besteht  aus  je 
6  Yergleichungen  von  G  mit  A  und  mit       welche  toU- 

itiindig  übereiiLstinuuende  Mittelwerthe  <re])en.  Danach  scbeint 
es  besser  zu  sein,  diese  letzte  Messung  von  H.  — .  uncorriu^irt 
zu  la-sen.  Im  Uebrigen  tritt  auf  den  ersten  Blick  ziemlich 
deutlich  die  Thatsache  hervor,  dass  hierdurch  das  letzte 
Jahresmittel  in  Distanz  unsicher  ist,  und  man  wird  das  auch 
in  der  Folge  bestätigt  finden. 
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4.  Die  Messungen  von  0.  2,  aus  dem  Jahre  1881  uad 
die  mit  dem  SOzölligen  Refractor  angeeteUten  sind  direet 
obne  Correction  dem  Anbaoge  von  II.  entnommen  worden. 
Die  GrQnde  f&r  dieses  Verfahren  lasse  ich  uner5rtert,  weit 

ein  iDorklicher  Einfluss  hierdurcli  im  Folgenden  nicht  liervor- 
gerut'en  werden  kann.  Alle  anderen  Beobachtungen  äiod, 
wie  früher,  uncorrigirt  geblieben. 

Was  die  in  II.  und  im  Anscblaas  hieran  in  der  toi^ 
liegenden  Notiz  angewandten  eonstanten  personliehen  Febler 

betrill't,  so  p^eben  sie  nichts  anderes  an,  als  die  Mittel  der 
Abweichungen  gegen  die  Ephemeride,  welche  wiederum  aus 
provisorisch  corrigirten  Beobachtungen  abgeleitet  ist.  Die 
Beobachtangen  erscheinen  hierdurch  auf  ein  mehr  oder  we- 
niger willkfirliches  System  der  Positiouswinkel  und  Distanzen 
bezogen.  Mit  einiger  Wahrscheinlichkeit  wird  man  aber  die 
Ljefundeuen  Oorrectionen  als  wirkliche  constante  per^ünIiche 
Fehler  betrachten  dürfen^  wenn  das  Mittel  aller  angebnicbUfü 
Oorrectionen  nicht  merklich  yon  Null  abweicht,  im  anderen 
Falle  ist  das  angenommene  System  noch  nicht  das  normale. 
Die  in  II.  und  gegenwärtig  benutzten  Oorrectionen  sind  noo, 
wenn  dort,  wo  für  denselben  Beobachter  verschiedene  Cor- 
rectionen  gefunden  worden  sind,  einfache  Mittehverthe  an- 
gesetzt werden  (mit  Ausnahme  von  Öp.,  bei  welciiem  wegen 
der  grossen  Verschiedenheit  der  Instrumente  dies  kanm  zu- 
lässig sein  dürfte): 

W.  r.  -|-ll'82  —  0'070 

0.  X.  —  0.47  —  0.125 

D.  -f  0.84  —  0.03?> 

S.  -i-0.02  —  0.003 

/f.  -  0  26  —0  031 

MiirUer  -j-  0.30  — 

Du.  —1.50  —0.050 

Sp.i  -j-1.01  -f- 0.004 

Eügeimann   4-  1.3b  -f-  0.217 

J.  +0.71  —0.103 
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Sp.u 
H. 

H. 


Kaiser 


-fl^TO  -0'280 

—  0.85  -h  0.074 
4-  0.51  -  0.025 

—  0.41  +0.097 


Mittel 


Nimmt  imiii  imi  die  am  sichersten  bestimmten  Correctio- 
nen,  nämlich:  W.  2.^  J,^  Sp.  y  ^p.  ii,  H.,  H.  üü  ergiebtsich 
1Ü8  Mittel  Werth  0^31,  +  o:ü08.  Danach  dürfte  das  System 
etwas  ZQ  grosse  Positionswinkel  angeben,  während  die  Di- 
stanzen jedenfalls  nahezu  der  Wahrheit  entsprechen.  Da 
aber  eine  constante  Gorrection  im  Positionswinkel  anf  die 
Theorie  keinen  Einfluss  übt,  wird  man  das  gewählte  System 
als  nahezu  normal  ansehen  dürfen.  Ausserdem  ist  diese  posi- 
ti?e  Gorrection  durch  die  etwas  ungewöhnlich  grosse  Correction 
von  W«  JS.  zum  grössten  Tbeile  entstanden.  Jedenfalls  liegt 
Torderhand  kein  Grund  vor,  zu  bezweifeln,  dass  sich  meine 
Untersnchungen  in  II.  auf  Beobachtungen  stützen,  die  auf 
ein  wesentlich  riciitiges  System  bezogen  worden  sind,  wenn- 
irleich  nicht  ausgeschlossen  ist,  dass  sich  in  der  Folgezeit,  wo 
hotlt-ntlich  recht  viele  der  jetzt  zur  Verfügung  stehenden  grossen 
Fernrohre  zur  Ausmessung  von  C  Gancri  benutzt  werden,  eine 
Modification  nach  der  einen  oder  anderen  Seite  ergeben  könnte. 

Die  oben  angeführten  Jahresmittel  wurden  zunächst,  zur 
Krleichterunn^  aller  Ver^dcicluu)<j^on,  auf  dass(»lhe  Zehntel  des 
betreffenden  Jahres  reducirt.  Es  muss  aber  wiederholt  dar- 
auf aufmerksam  gemacht  werden,  dass  die  letzten  Stellen, 
also  die  Hundertstel  der  Positionswinkelgrade  und  die  Tau- 
sendstel der  Distanzsecunden ,  um  einige  weui^'e  Einheiten 
nnsicher  wird;  das  liegt  in  der  Art  ihrer  Herechiuniij^.  Ebenso 
haben  alle  weiteren  Rechnungen  eine  solche  niiiiiniale,  ^X'mvi.- 
lich  belanglose  Uusicherheit.  Den  15  neu  abgeleiteten  Jahres- 
mitteln habe  ich  nun  noch  die  4  zunächst  vorangehenden  aus 
II.  hinzngefttgt.  Eine  Aenderung  oder  Vervollständigung 
mit  ihnen  vorzunehmen,  war  ich  nicht  in  der  Lage. 
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Zuerst  sollen  die  beobachteten  Positionswinkel  und  Di- 
stanzen  pb  und  mit  den  aus  der  Theorie  (II  B.  08 — 71) 
folgenden  Werthen  ps  und  ^jt  verglichen  werden.  Die  Diffe- 
renzen im  Sinne  Beobachtung— Rechnung  finden  steh  unter 
der  Rubrik  B — R  in  der  Zusammenstellung  auf  folgender  Seite. 
Ein  nur  flüchtiger  Blick  auf  diese  Zahlen  ergiebt  nun,  dass  im 
Gru.s,st'n  und  (ianzen  der  An^^chluss  an  die  Theorie  zutVioden- 
tstellend  ist.  Zum  niiiidt\steu  sind  die  eigenthiimlichen  Undn- 
lationen,  welche  die  Beobachtungeu  in  2>  und  ()  ergeben,  fast 
vollständig  verschwunden.  TTebrig  geblieben  sind  Diiferey/.en 
von  allerdings  wohl  noch  systematischem  Betrage,  die  aber 
für  den  objeetiven  Beuriheiler  absolut  nichts  Auffallendes 
mehr  haben,  da  sowohl  systematische  Fehler  in  den  Beobach- 
tungen vorauszusetzen  sind  und  ferner  es  sich  ja  um  eine 
Extrapolation  auf  etwa  10  Jahre  hinaus  handelt.  In  An- 
betracht dessen  darf  die  Uebereinstimmung  zwischen  Theorie 
und  Beobachtung  als  befriedigend  bezeichnet  werden. 
Die  8ummen  der  absoluten  Differenzen  betragen  im  Positions- 
wiökel  8.56,  in  Distanz  0.769. 

Die  Undulationen ,  welche  die  beobachteten  p  und  q 
zeigen  und  die,  wie  ich  in  II.  gezeigt  habe,  mit  einer  fast 
mathematischen  Regelmässigkeit  an  eine  Periode  von  un- 
gefähr 18  Jahren  gekntlpft  sind,  treten  deutlicher  hervor, 
wenn  man  die  Beobachtungen  etwa  durch  eine  Kreisbewegung 
darzustellen  sucht.  Hierbei  ist  wohl  zu  beachten,  dass  es  sich  um 
eine  fortschreitende  Veränderung  der  Positionswinkel  um  nur 
l>  ürad  handelt.  Nimmt  man  die^e  fortschreitende  Ver- 
änderung von    nach  II  an  und  setzt: 

«  145?46  —  0?613  (t  —  1850,2),     =  5:459 

entsprechend  dem  einfachen  ohne  Rücksicht  auf  die  Gewichte 
gebildeten  Mittelwerth  aller  qb*  9o  geben  die  Differenzen 
Po  —  Pu^  Co  —  nahezu  das,  was  man  als  die  (Ihrig  bleiben- 
den Fehler  der  Beobachtungen  anzusehen  hätte,  wenn  man  die 
Annalime,  dasjj  der  Stern  C  nicht  wiederum  doppelt  sei,  fallen 
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Uesse.  Difien  nzcii  von  einem  solcheo  Betrage  Kind  mm  mehr  in 
der  vierten  Wiederholung  austreten.  Es  widerstrebt  mir, 
angeeichtü  dieser  Zahlen  die  Bebanptnng  des  Herrn  Bamham, 
daas  solche  Abweichungen  als  eine  merkwürdige,  nunmehr  zum 
4.  Male  in  gleicher  Weise  auftretende  Anhäufung  von  persSn* 
Heben  Fehlem  aufzufassen  seien,  zu  kritistren.  Dergleichen 
BehauptuDgeu  mit  einem  parhvnientarischeu  Ausdrucke  zu 
charakterisireu  ist  kaum  möglich. 
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Um  indessen  die  entscheidende  Thatsachc  deutlich  vor- 
zufahren, dass  die  angeführten  leisten  19  Jahresmittel,  bei 
denen  so  viele  nnd  ausgezeichnete  Beohachter  (es  sei  hierbei 
hingewiesen  auf  die  überaus  gute  üebereinstimmung,  nament- 
lich in  den  Positionswinkeln)  mitgc^rkt  haben,  die  in  den 
Jahresmitteln  vor  1870  nicht  vorkommen,  mit  derselben  Periode 
nljereinstimmen,  die  in  II  aus  der  Oesammtheit  der  früher 
verfiiglwren  Messim^^en  abgeleitet  worden  ist,  habe  ich  die 
Differenzen  Pq — Pß  nach  der  Methode  des  kl.  Qu.  durch 
eine,  einer  Kreisbewegung  mit  der  genannten  Periode  ent- 
sprechenden Formel  darzustellen  unternommen.  Es  ergab 
sich  so: 

(10         Po— —  Ö?06  +  l?918sin  19"947  ^ 

+  0n37cos  19?947^ 

worin  die  Zeit  i  in  Jahren  von  1850.2  anzusetzen  ist.  Wollte 
man  noch  einen  besseren  Anschluss  dadurch  erreichen,  dass 
man  die  Veränderung  von     etwas  ändert,  so  wäre  zu  setzen 

(III)  j,^  -  pj,  =  _  OfOe  -  0?681  (^) 

+  2?2Ü8  siu  19.^947  t  +  0?286  cos  19: 947  t 

In  der  folgenden  Tabelle  sind  die  nach  den  Formeln  ge- 
rechneten Werthe  der  Positionswinkel  unter  II  bezw.  III 

angegeben,  ferner  sind  nunmehr  die  übrig  bleibenden  Fehler 
unter  J  bezw.  angeführt.  Die  gewonnene  Darstellung 
ist,  wie  ja  gar  nicht  ander«  zu  erwarten  war,  eine  zufrieden- 
stellende. Der  systematische  Charakter  der  Differenzen  kann 
zum  Theil  gewiss  durch  eine  mehr  ausgearbeitete  Theorie, 
ähnlich  etwa  der  von  mir  früher  dargestellten  und  einer  mit 
Raeksicht  auf  die  Gewichte  durchgeführten  Rechnui^  fortge- 
schafft werden,  zum  grosseren  Theil  sprechen  sich  hier  eben 
wirklich  jene  rein  personlichen  Beobachtungsfehler  aus.  Ich 
habe  auf  diesen  Pankt  in  meinen  früheren  Arbeiten  stets  nach- 
drücklich  hingewiesen.     Für  die  Summen   der  absoluten 
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Werthe  der  J  und       ergiebt  sich  6**05  bezw.  5?58.  Man 


wird 

demnach 

krium 

nöthig 

haben, 

der  Formel  III  etwa 

einen 

Vorzug 

vor  11 

ZU  geben. 

Po~Pb 

n 

A 

TTT 

4i 

a 

1876.2 

+  ü!'61 

{\ 

+  1.10 

n 

+  1  10 

+  o!'6i 

5"493 

+  o!'03l 

77.2 

+  0.15 

—  0.15 

+  0.C0 

+  0.25 

+  0.20 

439 

—  0.023 

78.2 

~  0.33 

—  o.4y 

+  0.16 

—  0.21 

—  0.12 

465 

+  0.003 

79.2 

—  2.04 

—  1.26 

—  a78 

—  1.29 

—  a76 

391 

—  0.071 

ao.s 

—  2.19 

—  1.77 

—  a42 

—  1.81 

—  0.88 

466 

—  0.006 

81.S 

—  1.91 

—  1.97 

+  0.06 

-2.08 

+  0.17 

449 

—  0.01S 

82.2 

—  2.18 

—  1.94 

—  0.19 

—  2.16 

+  0.02 

476 

+  0.018 

83.3 

—  1.27 

—  1.69 

+  0.42 

—  1.80 

+  04i8 

499 

+  0.037 

84.2 

—  0.72 

—  1.24 

+  0.52 

--  1.30 

+  0.68 

399 

—  0.063 

85.2 

—  0.70 

—  0.65 

—  0.05 

—  0.45 

-  0.26 

468 

+  0.006 

8C.2 

—  0.07 

0 

—  0.07 

+  0.07 

—  0.14 

410 

—  0.052 

87.2 

+  0.44 

+  0.66 

—  0.22 

+  0.77 

—  0  33 

429 

—  0.033 

88.2 

-f  1.58 

+  1.22 

+  0.36 

+  1.35 

+  0.23 

490 

+  0.028 

89.2 

4-  I.Ol 

+  1.63 

+  0.01 

+  1.73 

—  0.09 

449 

—  0.013 

90.2 

+  1.35 

+  1.84 

—  0.49 

+  1.87 

—  0.52 

486 

+  0.023 

91.2 

+  1.62 

+  1.82 

-0.20 

+  1.73 

—  0.11 

634 

+  0.072 

92.2 

+  L47 

+  1,60 

—  0.18 

+  l.»l 

+ai6 

647 

+  0.086 

93.2 

+  0.86 

+  1.12 

-a27 

+  0.70 

+  0.16 

434 

—  0.028 

94.2 

+  0.48 

+  0.48 

0 

+  0.08 

+  0.86 

(662)  (+0.120) 

Eine  nicht  unwichtig^e  Controlle,  wenn  es  derselben 
überhaupt  noch  bedarf,  liefert  nunmehr  die  Behandlung  der 
Distanzen.  Die  Formel  II  zieht  natürlich  dann,  wenn  an- 
geDommen  wird,  daae  C  eine  Kreisbahn  um  einen  dunklen 
Begleiter  beschreibt,  ganz  bestimmte  Verändemngen  der 
Distanzen  naeh  sich.  Nennt  man  a  den  Radius  der  Kreis- 
bahn, welchen  der  Schwerpunkt  von  C  und  seinem  Begleiter 

um  — —  beschreibt,  so  kann  man  aus  jedem  (fß  einen 

Werth  von  a  rechnen.  Die  angeführten  a  neb.st  den  Differenzen 
=  5'.'462  —  a,  wobei  5.'4ü2  den  einfachen  ohne  Rücksicht 
auf  die  Gewichte  genommenen  Mittelwerth  darstellt,  liefern 
nun  wieder  eine  und  zwar  eine  ganz  unabhängige  Be- 
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statigung  der  Theorie.  Wenn  man  die  geringen  Abweichnngen 

(^^,  =  0:720  bezw.  OrtiOO)  überblickt,  so  wird  man  nicht 
zweilt'lhaft  sein  können,  «lass  alle  gröaseren  regc'lniii>sißr<'n 
Undulationen  in  den  Distanzen  voUküminen  verschwunden  sind. 
Ich  habe  in  dieser  CoutroUe  in  meinen  beiden  früheren  Ab- 
handlungen stets  eine  sehr  gewichtige  Stütze  erblickt  für  die 
fast  apodiktische  Sicherheit  der  Annahine,  dass  C  einen  dunklen 
Begleiter  haben  müsse.  Ich  kann  auch  jetzt  nur  wiederholen, 
was  ich  über  jene  Annahme  in  II  (S.  14)  gesagt  habe:  «Ich  fbr 
meinen  Theii  stehe  nicht  an,  derselben  eine  Sicherheit  zu- 
zusprechen, die  so  gross  ist,  wie  sie  wenigen  Erklärungsver- 
suchen in  der  Stellarastrononiie  zu  kommt,  die  niclit  durch  den 
blossen  Augenschein  sotort  bewiesen  werden  können.* 

Znm  Schlüsse  mnss  ich  nochmals,  obwohl  nur  ungern, 
auf  Herrn  Burnham  zurückkommen.  Nachdem  ich  die  An* 
griffe  des  genannten  Herrn  ausführlich  zurückgewiesen^)  und 
gezeigt  hatte,  welche  sonderbaren  Vorstellungen  er  sich  über 
systematische  Beobachtungsfehler  gebildet  hat,  hat  es  Herr 
Bumham  fÖr  gut  befunden  in  No.  120  der  Zeitschrift 
„  Astronom V  and  Astroijliysies"  nicht  nur  seine  BehHujitiingen 
zu  wifilerholen ,  .soiuh-rn  dies  in  cinoin  Tone  zu  thun,  den 
ich  als  ganz  ungehörig  auf  das  Entschiedenste  zurückweisen 
muss.  Auf  seine  Argumente  nochmals  einzugehen,  dazu  liegt 
auch  nicht  die  mindeste  Veranlassung  vor,  da  diese  flünh 
meine  früheren  Aufsätze  vollständig  widerlegt  sind.  Ich 
kann  mir  aber  nicht  yenagen,  Nr.  III  der  zuletzt  genannten 
Bumham*schen  Notiz  hier  abzudrucken,  weil  die  Eigenart 
ihres  Verfassers  hierdurch  sich  von  selbst  kennzeichnet* 
,It  is  evident  that  Professor  Seeliger  has  had  little  practical 
expeiience  in  duuble  stars  work,  or  he  wouM  not  have 
criticised  my  remark  thut  the  close  pair  of  €  Hvdrae  could 


1)  üeber  Horrn  Burnham's  »Invisible  Double  Star.-**  und  ins- 
besondere über  «  Hjdrae.  A»iron.  I<Iaofaricbten,  Band  139. 
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not  posaiblj  affect  ihe  measnres  of  C  The  trath  of  this 
sUtement  mmt  be  so  obviotis  to  every  practical  astronomer 

who  is  accnstomed  to  use  the  micrometer  that  it  can  hardly 
l>e  considered  a  debateable  question."  Ich  kann  nur  mein 
lebhaftes  Bedauern  darüber  aussprechen,  dass  ein  praktischer 
A^nom  eine  so  auffallende  Unkenntniss  der  Umstände  be- 
sitzt, welcbe  systematische  Abweichungen  notbwendiger  Weise 
erzeugen  mOssen,  und  noch  mehr  muss  ich  es  bedauern,  dass 
er  diese  Unkenntniss  in  so  überaus  ansprucbbvoller  1  uiiii 
zur  Schau  trägt.  Schon  hieraus  folj^t,  dms  ein  wissenschaft- 
licher Gewinn  aus  einer  Anseinaudersetzung  mit  Herrn  Hurn- 
ham  Qber  die  vorliegenden  Fragen  nicht  hervorgehen  kann. 
Ich  werde  deshalb  auch  etwaige  weitere  Bemerkungen 
dieses  Herrn  über  ^  Cancri  und  meine  Arbeiten,  als  fßr  die 
Sache  gleichgültig,  in  Zukunft  unberücksichtigt  und  erneute 
Aogriite  uu  beantwortet  lassen. 
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üeber  eine  Verallgemeinerung  der  v.  Helmholtz'sclien 
Wirbel-Integrale,  welcher  eine  unendliche  Mannig- 
faltigkeit von  mechanisclien  Bildern  der  Maxwell- 
sehen  Elektrodynamik  entspricht 

Von  Dr.  J.  B.  Schütz. 

1.  Wir  setzen  eiae  uaeudlich  ausgedehnte  reibungöiase 
Fliissigkeitsmasse  voraus,  der  wir  vorläufig  die  Beschränkung 
der  Ineompressibilitat  noch  nicht  auferlegen  wollen;  wir  he- 
trachten  vorerst  nur  solche  Gebiete  derselben,  in  welchen  die 
3  rechtwinkligen  Geecbwindigkeitscomponenten  ein- 
deutige und  mit  allen  ihren  Derivirten  endliche  und  stetige 
Fnnktionen  der  3  rechtwinkligen  Rauracoordinaten  » 
sind.    Im  Unendlichen  soll  die  Flüssigkeit  ruhen. 

Ueberall  dort,  wo  die  Grös.^en  ?<j,  v,,  eine  Potential- 
funktiou  <^>j  (da.>  Lieschwindigkeitapotential)  besitzen,  werden 
die  Gleichungen  bestehen 

9 9  t',  9  m,     dw^  9        9  m,  ^ 

9y       ^fs      ^8      dx      dx  dy 

Dort  wo  die  Potenfcialfunktion  0|  zu  existiren  aufhört, 
werden  gewisse  Bewegungen  auftreten,  die  Helm holtz  in 
seiner  Abhandlung  »Ueber  Integrale  der  hydrodynamischen 
Gleichungen  etc*.  Grelle*8  Journal,  Bd.  55,  S.  25—55,  1858 
nuter  dem  Namen  der  , Wirbelbewegungen"  eingeführt  hat. 
ISN.  Mattk-pfays.  Gl.  a.  18 
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2.  Wirbelpotential  nenne  ich  eine  Funktion  (P,,  deren 
Ableitungen  nach  den  Coordinaten  die  nach  diesen  geschützten 
Wirbelgeachwindigkeiken  geben.  Die  Wirbelgeschwindig- 
keiton  tt|,  sind  definirt  durch  die  Gleichungen 

Dort  wo  ein  Wirbelpotentiai  existirt,  wird  sein 

djg'^ds     9x     9x     dp  ^ 

An  allen  Stellen  aber,  wo  diese  Potentialfonktion  su 
ezistiren  aufhört,  setzen  wir 

2\dx     dyJ  ^ 

Die  Grösstn  u^,  r^,  haben  eine  einfache  und  an- 
schauliche physikalisL-he  Binleutung,  von  der  später  noch  die 
Hede  sein  wird;  wir  wollen  sie  die  „Ströraungsgeschwindi?- 
keiten  zweiter  Ordnung"  nennen.  Die  Grössen  w^,  Vj,  iCj 
sind  dann  fär  uns  die  Strdmung^esekwindigkeiten  erster 
Ordnung. 

Es  wird  Stellen  geben  können,  woselbst  die  Grössen 
t^i  Ableitungen  einer  Funktion  0^  darstellen 

lassen.  Wir  nennen  diese  Funktion  das  , Stromungspotential 

zweiter  Ordnung*  ((Pj  ist  dann  für  uns  das  Strömungspofcentiul 
erster  OidiiuiijL,''). 

An  allen  diesen  »Stellen  wird  sein 

9p      dg      de      dx      dx  dp 
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Dort  wo  0^  SU  existiren  aufhört,  setzen  wir  wieder 

Die  Grössen  m^,  v^,  m;^  nennen  wir  die  Wirbelgeschwindig- 
keiten zweiter  Ordnun»?  nnd  eine  etwa  existirende  Potential- 
funktioQ  derselben  das  «WirbeipotentiaL  zweiter  Ordnung". 
In  diesem  Sinne  sind  dann  m,,  Vj,  Wj,  bezw.  (ü^  die  Wirbel- 
geschwtndigkeiteu  bezw.  das  Wirbelpotential  erster  Ordnung. 

Man  sieht  schon«  wie  sich  der  Faden  weiter  spinnt« 
AUgemein  sa  reden,  nennen  wir  die  Ordssen  usm.i,  v^n^u 
W2n-\y  02n-i  die  Strömungsgeschwindigkeiten  und  das 
Strömungspotential  wter  Ordnung  und  die  Grössen  tio»,  Vtnt 
mj2h,  ^^hn  die  Wirbeigeschwindigkeiten  und  das  Wirbelpotential 
Itter  Ordnung. 

3.  Uie  formale  üebereinstimraung  der  DiÜerenzialglei- 
chnngen  4)  und  6)  lässt  erwarten,  dass  auch  die  Integral- 
eigenschaften der  Wirbel  und  Strömungen  höherer  Ordnung 
wesentlich  Qhereinstiinmen.  Es  wird  sich  daher  zur  Abkürzung 
empfehlen,  dass  wir  uns  fttr  beide  zuweilen  eines  gemein- 
samen Namens  bedienen,  und  wir  wählen  hieffir,  nicht  ohne 
die  Absicht,  an  den  rerwandten  Quatemionen-Begriff  des  curl 
(vgl.  Boltziüauü,  Vorl.  II  pag.  3)  anzuklingen,  den  Ausdruck 
.Quirl". 

Demnach  nennen  wir  die  Grössen  tik,  Vk»  ^\  tii^'  nacli 
den  3  rechtwinkligen  Coordinatenaxen  «^oschätzten  Quirl- 
geschwindigkeiten Ä;ter  Ordnung  und  0k  das  < \Uiirlpotential 
ibter  Ordnung,  und  erinnern  uns,  wenn  erforderlich,  daran, 
dass  diese  Grössen  Strömungsgeschwindigkeiten  bezw.  ein 
Stromunggpotential  bedeuten,  wenn  k  ungerade,  dagegen 
Wirbelgeschwindigkeiten  bezw.  ein  Wirbelpotential,  wenn  k 
gerade  ist. 

18» 
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Man  hat  ftlr  die  Quirlgeschwindigkeiten  ^ter  Ordnang 
die  Ausdrücke 


1  (duht^i  _  l^-A 

"^^2  1^;; — da? ; 

*     2\  dx  ] 


7) 


Für  den  Fall  der  Existenz  eines  Qoirlpotentiais  (P* 

a<z>*  a<^>* 

9^  9j9 

und  —  =  —  =  ^  «  0  V 

dp        de       da       dx       dx  dy 

Es  lassen  sich  über  die  Wechselbeziehungen  der  Quirl 
verschiedener  Ordnung  zu  einander  eine  grosse  Reihe  von 

Sätzen  ableiten,  ron  denen  wir  hier  nur  solche  anführen 
wollen,  die  für  unsere  späteren  Entwicklungen  von  einiger 
Bedeutung  sind. 

4.  Existirt  in  einem  Bereiche  R  ein  Qnirlpotential  kiti 
Ordnung  als  variable  Funktion  der  Goordinaten,  so  sind  die 
Quirlpotentiale  von  höherer  Ordnungszahl  in  denaselben  Be- 
reiche constante  Giüjijjeii,  Cjuirlpotentialc  von  niederer Orilituuu'>- 
zahl  aber  können  in  demselben  Bereiche  nicht  existireo. 
Denn  es  ist  in  diesem  Bereiche  nach  Gl.  9) 

=  Vkj^i     Wk^i  =  0,  also  <Dfc4.i  Ä  const 
und  dasselbe  gilt  natürlich  auch  von  den  analogen  Grössen 
noch  höherer  Ordnungszahl.    Der  zweite  Theil  des  obigen 
Satzes  ist  eine  aothwendige  Conseqnenz  des  ersten  Theiles. 

Man  kann  daher  aus  der  gesammten  betrachteten  Flflsig* 
keitsmasse  solche  Bereiche  hervorheben,  die  lediglich  m 
Quirlpotential  erster  Ordnung  0^  (d.  i.  ein  Geschwindigkeits- 
p(;tential)  besitzen,  dann  soh  he  Ben  ic  h  »  H^^  die  lediglich 
ein  Quirlpoteutial  zweiter  Ordnung  Üi^  (d.  i.  ein  Wirbel- 
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Potential  1.  Ordnung),  dann  solche  J9^,  dia  lediglich  ein 
Quirlpotential  3.  Ordnung  (d*  i.  ein  Geschwindigkeitspotential 
2.  Ordnung)  bis  zu  solchen  Bereichen  Ru,  die  lediglich  ein 

Quirlpotential  A  ter  Ordnung  besitzen.  Wir  können  jetzt 
den  obigen  Satz  auch  so  ans-sprechen : 

In  einem  J^ereiche  jR*  coexistiren  notliweiulig 
sammtliche  Arten  von  Qnirlbewegiingen,  deren  Ord- 
nangszabl  kleiner  ist  als  und  es  ezistirt  darin 
keine  Quirlbewegnng  von  einer  grösseren  Ordnungs- 
sabl.    (Sats  I.) 

5.  Jedes  Qnirlpotential  0k  (h  >  1)  genügt  der 
Laplace*8chen  Differentialgleichung  (Satz  II).  Aus 
ül.  7  ergibt  sich  (für     >  1) 

dx      d  y      da  ' 

FQr  den  Fall  der  Existenz  einer  Potentialfunktion  kann 
diese  Gleichung  so  geschrieben  werden 

J(/>^  =  0  11) 

Die  Gleichung  10)  gilt  nicht  für  1;  nur,  wenn  die 
Fltlssigkeit  incompressibei  ist,  hat  man  auch 

Bx      By      B§  ' 

Es  müssen  daher  alle  nach  folgen  ficn  Sätze,  insoweit  sie 
sich  auf  den  Eingaiij^s  dieses  Artikel-  angegebenen  Satz 
stützen,  entweder  unter  der  beschränkenden  Annahme  ä;  >  1, 
oder  unter  der  Voraussetzung  der  Incompressibilität  der 
Flüssigkeit  Teistanden  werden. 

6.  Es  kann  nicht  ein  einziger  Bereich  die  ganze 
unendliche  Flflssigkeitsmasse erfüllen.  (SatzUL)  Denn 
man  hfttte  dann  eine  Funktion  welche  im  ganzen  unendlichen 
Räume  der  Gleichiiiig  J  (1)^  =  0  genfiote  iirxl  im  IJnendliclieu, 
da  die  Flilssiirkeit  daselbst,  als  ruhend  vorausgesetzt  wird, 
gegen  einen  coustauLeu  Werth  C  limitirte.    Genau  so  groijä 
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Würde  daher  auch  daa  arithmetische  Mittel  der  Fankttotie- 
werthe  von  0|  auf  der  Oberflache  einer  Kugel  sein,  die  man 
mit  unendlich  grossem  Radius  um  einen  im  Endlichen  ge- 
legenen Punkt  P  beschriebe.    Gemäss  einem  nach  Herrn 

Hiemann  benannten  Satze  der  Potentialtlieorie  müsst*^  daher 
auch  im  Punkte  uiul  weil  dieser  beliebig  gewählt  wurde, 
überall  im  Endlichen  0)^=0  sein.    Nach  I  mflfsste 

demnach  die  Ordnungszahl  des  Bereiches  Mm  kleiner  sein  als 
k  und  sie  konnte,  da  k  beliohig  ist,  nur  gleich  1  sein,  aber 
auch  dies  nur  dann,  wenn  die  Flüssigkeit  compressibel  ist. 

7.  Es  kann  nicht  ein  Bereich  Bk  einem  BereicheiZ» 
unmittelbar  benachbart  sein,  es  sei  denn  k^m,  (IV.) 

Denn  setzen  wir  etwa  wHlkttrlich  m>A,  dann  wQrde 
nach  Satz  1  das  Quirlpotential  d^k  im  Bereiche  P*  existiren, 
im  Bereiche  P„  aber  zn  existiien  aufliören.  Dagegen  würde 
das  Quirlpotontial  0m  isowohl  im  Räume  Rm  als  auch  im 
liaume  Mk  exiätiren,  im  letzteren  Bereiche  aber  als  Constante. 
Da  die  beiden  Bereiche  einander  unmittelbar  benachbart  sein 
sollen,  so  muss  ein  Theil  ihrer  Begrenzun^^rsflilchen  beiden 
gemeinsam  sein.  Denkt  man  sich  diesen  Theil  entfernt,  so 
erhielte  man  einen  grösseren  Bereich,  in  welchem  eine  Funk* 
tion  0wt  existirte,  die  Überall  der  Laplace*schen  Differential- 
gleichung genügte  und  in  einem  endlichen  Theile  des  Be- 
reiche.^ einen  con.stanteii  Werth  C  besä.>.se.  \\  ir  können  dann 
eine  Kugelfläche  so  constrniren,  dass  deren  Mittelpunkt  in 
die??eni  Bereiche,  in  welchem  0m  =  ^  i^^t.  liejjt,  und  die  zum 
Theil  in  diesen  Bereich  selbst  fällt,  zum  Theile  aber  in  eine 
Kegion  taucht,  in  der  0,n  grösser  (oder  kleiner)  als  C  wird. 
Dann  müsste  aber  auch  das  arithmetische  Mittel  der  Funktions- 
werthe  von  0m  auf  der  Kugeloberfiache  grüsser  (oder  kleiner) 
als  C  sein,  und  dies  wäre  ein  Widersprach  gegen  den  Kie* 
mann^schen  Satz. 

8.  Es  muss  in  der  bewegten  Flössigkeitsmasse 
Bereiche,  miudesteus  aber  einen  geben,  innerhalb 
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deren  fiberhaupt  kein  Quirlpotential  irgendwelcher 
Ordnungszahl  exiatirt.  (V.) 

Dieser  Sats  ist  eine  nothwendige  Conseqnenz  der  Sätze 
III  nnd  lY.  Wir  wollen  diese  Gebiete  die  ,  charakteristischen 

Schichten*  nennen;  nach  Satz  IV  muss  jeder  Bereich  Rh  von 
einer  solclien  charakteristischen  Schicht  vollständig  eingehüllt 
sein.  Sie  soll  im  Allgeineinen  &U  von  endlicher  Dicke  vor- 
aasg^tzt  sein.  An  Stellen,  wo  sie  unendlich  dünn  wird, 
degenerirt  sie  zu  einer  wahren  Disconünuitäfc;  solche  und 
andere  Discontinuitäten  wollen  wir,  wie  schon  Eingangs  im 
Artikel  1  bemerkt  ist,  Ton  unserer  Betrachtung  ansschlisssen. 
Wir  denken  uns  hiezu  jede  derselben  einzeln  tou  einer  sie  ganz 
umschliessenden,  einfadi  zusammenhängenden  Flache  umgeben, 
die  wir  passend  «Diseontinuitätshülle*  nennen  k5nnen.  Die 
Flüssigkeit,  die  sich  ausserhalb  dieser  Discontimiitüt-shülleu 
befindet,  ist  für  uns  die  »betrachtete  FIöasigkeitsin;isse*. 

9.  Ein  für  \m<  sehr  wichtiger  Satz  ist  der  folgende: 
Die  Bewegung  der  gesammten  betrachteten  Flüssig- 
keitsmasse ist  zu  irgend  einem  Zeitmomente  Überali 
eindeutig  bestimmt,  wenn  in  demselben  Zeitmomente 
die  Quirlgeschwindigkeiten  irgend  einer  beliebigen 
Ordnungszahl  n  in  allen  charakteristischen  Schichten 
gegeben  sind  und  gleichzeitig  auch  die  Bewegung 
der  FlQssigkeit  an  den  Discontinuitätshüllen  vorge- 
schrieben ist,  (VI.) 

Man  erhält  aus  den  Gleichungen  7),  indem  man  in  den- 
selben die  Grössen  m»_i,  r»_i,  ivt-i  durch  die  Grössen  «^.2» 
Vk-2i  M^A-s  ersetzt,  die  folgenden: 


18) 
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üiebei  ist 


Nach  Gleichung  10)  vei*schwindet  dieser  Aiisdnick  für 
A:>3;  also  ist  für  /;>1  uod  bei  iacompressibeln  Flüssig- 
keiten auch  für  ^  »  1 

Speziell  in  Bereichen  von  der  Orduuugszahl  k  ist  daher 
mit  Uückaicht  auf  Satz  I 

Ji4k-\^0,   Jvk^i^Q^   Jwt^i^O  16) 

und  auch 

Juk  =  0,    Jvk  =  0,    JtCk  =  0  17) 

Wir  beweisen  nun  zunächst  folgenden  Hil&satz:  Sind  in 
allen  Punkten  der  betrachteten  Flfifisigkeitsmasse  die  Quirl- 
geschwindigkeiten von  der  Ordnungszahl  n,  also  m«,  r„,  tr„, 

in  einem  bestiDiniten  Augenblicke  ^j^egebeu,  und  ist  gleich- 
zeiti«^  die  Bewoguug  der  Flüssigkeit  au  den  Discontinuitüts- 
hülleii  voiL^esc  Ii  rieben,  so  sind  lür  denselben  Augenblick  auch 
die  Quirlgesch windigkeiten  [n  —  l)ter  Ordnung  tdi-i,  o«.!, 
Wm^i  Überall  eindeutig  bestimmt.  (Via.) 

Zunächst  ist  klar,  dass  auch  überall  die  Qoirlintensitäten 
[n  -f-  l)ter  Ordnung,  die  ja  aus  jenen  nter  Ordnung  durch 
eindeutige  Oifferenzation  hervorgehen,  gegeben  sind.  Nun 
ist  nach  Gleichung  15) 

gäbe  es  noch  3  andere  Funktionen  Um.i,  \)»-u  ^h^u  wekbe 
denselben  Differentialgleichungen 

Jun-i  =  —  4m«+i,  etc.  Iba) 

genügten,  so  wären  m»-.i  —  «„-i ,  «w-i  —  ttb-i ,  Wm-i  — 
drei  neue  Funktionen,  welche  —  wie  sich  durch  Subtraktion 
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der  Gleichung  18)  und  18  a)  exgibt  —  in  der  ganten  be- 
traehteten  Flflasigkeit  die  Laplaee*8cben  Differeniial^leieli- 

ungen  befriedigen  und  an  den  Discoutinuitätshülluu,  sowie 
im  Unendlichen  verschwinden.  Die  —  zufolge  des  Dirichlet'- 
scbeo  Principeä  einzige  —  Lösung  hiefür  ist 

Es  sind  demnach  die  Quirlgeschwiudigkeiten  (n  —  l)ter 
Ordnung  und,  da  sich  dieses  Beweisverfabren  beliebig  oft 
wiederholen  lässt,  auch  jene  von  beliebig  anderer  Ordnungs- 
zahl, demnach  die  gesammte  Bewegung  der  FlÜaBigkeit  ein- 
deutig bestimmt 

Sind  nun  nicht  in  der  ganseen  Flüssigkeit,  sondern  bloss 
an  den  charakteristischen  Stellen  die  Grössen  t^i,  v»,  Wn  ge- 
geben, so  lü.s.st  sich  die.sLT  i  .ili  iiiuiier  ;nif  den  durch  den 
Hilfssatz  priicisirten  Fall  /urückführen.  Denn  sei  etwa  Ilk 
derjenige  Bereich,  der  unter  allen  Bereichen  Bi  bis  Rk  die 
höchste  Ordnungszahl  k  hat,  so  bilden  wir,  wenn  n^k  ist, 
aus  den  Grössen  Un,  t;/„  wi^  durch  fortgesetztes  Differenziren 
nach  dem  Schema  der  Gleichung  7)  die  Grössen 

19) 

Da  nun  die  Quirlgeschwindigkeiten  (ft-)'  i)ter  Oidnung 
in  der  ganzen  FlQssigkeiismasse,  mit  Ausschluss  der  charak- 
teristischen Schichten,  verschwinden,  in  diesen  letzteren  aber 

die  gegebenen  Werthe  19)  haben,  so  (]arf  man  sie  iu  der 
gesaumiten  Flüssigkcitsniasse  als  gegeben  betrachten. 

Ist  aber  dann  sind  ohnehin  schon  die  Grössen 

tt»,  Vmi  tVn  in  allen  Bereichen  Bi  bis  i4  gleich  Null,  also 
gleichfalls  in  der  gesammten  betrachteten  Flfissigkeitsmasse 
gegeben. 

10.  Ein  specieller  Fall  des  vorigen  iSatzes  ist  der  fol- 
gende: Sind  in  einem  Auf]jenblicke  die  Geschwindigkeiten 
Mi,  t?i,  wi  in  allen  chaiakteristischeu  öchicbten  sowie  an  den 
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Discontinuitätshüllen  gegeben,  .so  sind  für  denselben  Angen- 
blick  die  Geschwindigkeitcu  «i,  V],  Wi  überall  eindeutig  be- 
sbiuimt.  Es  sollen  hier  die  drei  letzteren  Gröeaen  ans  den 
drei  ersteren  berechnet  werden. 

Es  sei  wieder  Bk  jener  Qnirlbei«ich,  der  die  hdcfaste 
Ordnungszahl  k  besitzt.  Die  auf  die  Zahl  h  zunSchsi  fol- 
gende ungerade  Zahl  bezeichnen  wir  mit  2i+l;  sie  ist  — 
unabhängig  davon  ob  Je  selbst  eine  gerade  oder  ungerade 
Zahl  ist  —  jedenfalls  durch  die  Formel  gegeben 

ai+i=Ä  +  |-i(-i)», 

woraus  folgt 

Durch  f-inalige  Anwendung  der  ^i-Operation  auf  die  ge- 
gebenen Funktionen  ui,  t;{,      erhält  man  gemSss  Formel  15) 

—  wenn  wir  uns  fdr  die  i-malige  Anwendung  der  gedachten 

Operation  des  Syniboles  z/'  bedienen  — 

J^ui==(--4yu2i+u  ^%^{-4Yvii+u  J'wi^^i-Aywi^i  21) 

Ganz  ebenso  würde  man  durch  i-malige  Anwendung  der 
z/- Operation  auf  die  zu  suchenden  Funktionen  «j,  Vj,  »i 
erhalten 

ui         Ay  uu^i  etc.  21a) 

Nun  sind  aber  die  Grössen  «sh-i  ^^^^  i^icht  nur 
in  den  charakteristischen  Schichten,  sondern  ancb  in  alleo 
Qiiirlbereichen  Ri  bis  Bk  einander  gleich,  weil  sie  daselbst 

—  wegen  2i-\-  \>k  —  (iberall  verschwinden.  Abo  erhält 
man  die  Diü'erentiaigleiciiuugeu 

J^ui^J'vi,   J*vi^d^vU  J'wi^J^wi  22) 

Die  vollständigen  Integrale  dieser  Differentialgleichnngni 
lauten: 
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1       f  f  CdXidyidgj  C  C  CdXi-idyj.idSi-i 

l      f  f  CdXidy,  dzi  f  f  f  e^iC^-i 


n-i. 

1      f  f  CdXi  d ifi dzi  r  C  rdXi-\  dyi~i  dzi^\ 


■JJJ' 


(— 47fyjJJ       r,      JJJ  r,_i.. 

JJJ      fXs     JJJ      n,«         ^^^''difj  u^' 
Hiebd  ist 


23) 


n.«  V(«i  —  a;«)*  +  (yi  —  ya)*  +  (*i  — *2)* 
und   


24) 


Alle  dreifSftchen  Int^prale  sind  fiber  die  gesammte  be* 
tracbiete  Fltlssigkeits&iasse  zu  erstrecken,  das  einfache  Integral 

( ^      aber  über  die  Oberfläche  derselben^  sowie  über  alle 

DiMH>ntinaitätahfiUeD . 

O  Ist  eine  willkürliche  Funktion,  die  so  bestimmt  werden 
muss,  dass  die  Auswerthung  der  Gesammtintegrale  für  alle 
Punkte  dieser  Oberflächen  die  an  denselben  vorgeschriebenen 
Werthe  von  Mj,  ergibt. 

y,  Helmholtz  hat  in  seiner  Eingangs  erwähnten  Ab« 
handlang  fiber  die  Wirbelbewegung  eine  interessante  Ana- 
logie entwickelt,  die  zwiticiieu  dieser  Art  hydrod^naiiiiscber 
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Bewegung  und  den  elektrodynamischen  Endteinungen  be- 
steht. Die  Gleichungen  23)  lehren^  dass  man  eine  un- 
endliche Mannigfaltigkeit  solcher  Aiialugieen  au- 
geben kann.  Bevor  wir  auf  dieselben  mit  einigen  Worten 
eingehen,  wollen  wir  noch  den  Begriff  der  ,  Wirbellinie* 
verallgemeinern. 

11.  Wir  verstehen  unter  einer  , Quirllinie  kter  Ordnung* 
eine  Curve,  welche  der  Differentialgleichung  genügt 

und  iii;(or  einem  ,(^uirlfai]en"  einen  uneiullich  düiuicii  l  aden, 
welcher  aus  der  Flüssigkeit  aUvSgeschnitten  wird,  wenn  mau 
durch  alle  Funkte  des  Umfanges  einer  unendlich  kleinen 
Fläche  die  Quirllinien  zieht.  Auch  erinnern  wir  uns  wieder, 
dass  wir  es  mit  Stromlinien,  bezw.  -Faden  zu  thun  haben, 
wenn  k  ungerade  ist,  dagegen  mit  Wirbelli&ien  bezw.  -FIden, 
wenn  Jf  jrerade  ist. 

Durch  Anwendung  des  Green  ^»chen  Satzes  auf  die 
Gleichung  10)  erhalten  wir 

fvkdqs^O  26) 

Hiebei  bezeichnet  n  die  normal  zum  Oberflächenelemente 
dq  geschätzte  Gomponente  der  Quirlgeschwindigkeit  kUr  Ord* 
niing.    Wir  nennen  die  Gleichung  20)  die  allgemeine  Con- 

tinuitiitsj^rleichiini?  der  Quirlbewegungen;  sie  lehrt,  dass  kein 
Quirlfaden  beliebiger  Ordnungszahl  inmitten  der 
Flüssigkeit  enden  kann  und  dass  für  einen  und  den- 
selben Quirlfaden  das  Produkt  aus  seinem  Querschnitt 
und  der  Quirlgeschwindigkeit 

Vk'  dq  =  ik  =  constans  27) 

fttr  seine  ganze  Erstreckung  einen  constanten  Werth 
behalten  muss. 

12.  Um  uns  nun  die  erwähnte  unendliche  Mannigfaltig- 
keit der  elektrodynamischen  Analogieen  an  einem  Beis^e 
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zu  versinu  liehen,  wollen  wir  au  nehmen,  es  sei  ein  aus  der 
betrachteten  Fiüssigkeitsmasse  herausgetheilter  zweifach  zu- 
saoimenhäageDder  Raum  mit  lauter  Quirlfäden  /fter  Ordnung 
80  erfäUt«  daas  er  einen  Qnirlbereich  Et  (im  Sinne  des  Ar- 
tikels 4)  darstelle.  Gemäss  Artikel  7  und  8  mnss  dieser 
Quirlbereich  zunächst  von  einer  charakteristischen  Schicht  S 
umgeben  sein,  von  welcher  wir  annehmen  wollen,  dass  ihre 
Dicke  sehr  klein  gegenüber  den  Dimensionen  des  Bereiches 
Bk  ist.  Die  ganze  übrige  betrachtete  FlUssigkeitsmasse  soll 
ein  Bereich  Bk^i  von  der  nächstniederen  Ordnungszahl  sein. 
Bezeichnen  wieder  u*,  Vk^  Uht  die  Quirlgeechwindigkeiten  im 
Bereiche  74  und  ul,  vi,  ivii  dieselben  Grössen  in  der  eharuk- 
teriötir-chen  Schicht,  so  ist  für  alle  Punkte  der  betrachteten 
Flfissigkeitsmasse  (die  wir  zur  Vereinfachung  so  gross  voraus- 
setzen wollen,  dass  wir  die  Bandbedingungen  yemachlässigen 
kennen) 

1  iiCukdxdy  de  .   1  C  C  Ciidxdydg 

*-»^7rJ  JJ  — r — J  J  — t — 

Das  erste  Integral  ist  über  den  Bereich  Rh  zu  erstrecken, 
das  zweite  über  die  cbarakteristische  Schicht  8,  Wir  wollen 
annehmen,  dass  letztere  so  dfinn  ist,  dass  der  Beitrag,  den 

da»  /.weite  Integral  liefert,  gegenüber  dem  des  ersten  ver- 
dchwindet.    Dann  ist 

==-L  [  [  ^^hdxdydg 
n  J  J  J  r 


Uk-2 


^  1^  J*J'J*  ^*  ^''^ 

1  CCCtOkdxdydz 


28) 


Wir  führen  nun  statt  des  Vohimelements  dxdydz  das 
Produkt  dq'ds  ein,  d.  i.  jenes  Volum,  welches  ein  Längen- 
element  d$  des  Qnirlfadens  vom  Querschnitte  dq  besitzt 
Ferner  setzen  wir 
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tik^Pk'O^    Vk^v^*ß,  Wk^Pk'Y, 

wobei  y*  die  resultirende  Quirlgeschwindigkeit  und  y 
die  Richtungscosiniis  des  ds  sied. 

Berücksichtigen  wir  endlich  noch,  da.ss  das  Produkt 
Vk  •  dq  für  die  ganze  Erstreckung  des  Wirbelfadens  einen 
constanten  Werth  u  besitzt  (Qieichuog  27),  so  lauteo  die 
Gleichangen  28)  jetzt 

Hieraus  erhalten  wir  für  Uk^\ 


oder,  wenn  %%  ^  Richtungscosinus  der  Geraden  r  be- 
zeichnen, 

Der  in  der  eckigen  Klaiuuier  stehende  Ausdruck  ist 
gleich  dem  Produkte  sin  (ds,  r)  •  cos  ()},  x),  wo  n  die  auf  ds 
und  r  senkrecht  stehende  Richtung  ist;  also  ist 

r  iit  ds  •  sin  (ds.  r)      .     .        ,  , 
«4-1  =  I   ^   cos  («, »),   und  analog 

r*_i  =  J   j5  co8(n,^;, 

/ik  ds  sin  (ds,  r)      .  . 
 cos  (fi,  £), 

Man  kann  diese  Formeln  so  aussprechen:  Jedes  Element 
ds  eines  Quirlfadens  von  der  Ordnungszahl  k  bedingt 
in  jedem  Theilchen  der  Flüssigkeitsmasse  eine  Quirl- 
gesch  windigkeit  von  der  Ordnungszahl  (X; — l),  deren 

Grösse  gleich  dem  Ausdrucke 
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ik  ds  an  (ds,  r) 

ist,  und  deren  Richtung«  genkrecht  zu  jener  Ebene 
steht,  die  durch  das  Padenelement  ds  und  das  be* 
trachtete  Flüssigkeitstheilchen  bestimmt  ist. 

13.  Es  besteht  also  zwischen  den  Quirllinien  ^ter  und 
(ft — l)ter  Ordnung  genau  dieselbe  Wechselbeziehung,  die 
auch  zwischen  den  plektrischen  Stromlinien  und  den  niaj^ne- 
tischen  Kraftlinien  ^itatt  hat.  (Vgl.  hiezu  Boltzniunn,  Vor- 
lesungen 1  pa<T.  90.)  Wäre  etwa  der  Bereich  Ru  fin  me- 
tallischer Leiter,  innerhalb  dessen  das  Strom potential  d^k  be- 
stünde» 80  wQrde  die  hiedurch  bedingte  elektrische  Strömung 
im  Anssenraum  eine  Yertbeilnng  der  magnetischen  Kraft- 
linien herrorrufen,  die  sich  der  GrOsse  und  Richtung  nach 
ToUkommen  mit  der  Vertheilung  der  Quirllinien  (h  —  1)  ter 
Ordnung  im  Bereiche  Bk-i  decken  wfirde. 

Es  entspricht  diese  Analogie  genau  jener,  welche  v.  Helm- 
holtz  a.  a.  O.  abtreleiiet  hat  und  welche  man  hier  erhält, 
wenn  man  />*  ==  2  setzt.  Für  «  3  erhält  man  das  hydro- 
dynamische Bild,  welches  Boltzraann  in  den  Sitzungsberichten 
der  bayerischen  Akademie^)  1892  pag.  279  zur  Mazweirschen 
Elektrodynamik  in  Analogie  gesetzt  hat  Mit  Bezug  auf 
diese  letztere  Abhandlung,  welche  diese  Analogie  insbesonders 
auch  fÜT  quasielastische  Media  mechanisch  ausbaut,  sei 
hier  die  übrigens  selbstverständliche  Bemerkung  gemacht, 
dass  unsere  bisherigen  Betrachtungen,  da  sie  ja  rein  geo- 
metrischer Natur  sind  imd  desshalb  jedweder  physikaliscluMi 
Voraussetzung  entbehren  können,  natürlich  auf  jedes  beliebige 
continuirliche  Medium  anwendbar  sind. 

14.  Wir  wollen  aber  sogleich  eine  andere  wesentlich 
mechanische  Analogie  ableiten,  welche  die  ?erwandt8chaft- 


1)  Abgedruckt  in  Wiedemanu  s  Annalen,  Bd.  48  pag.  7Ö. 


288        SÜJsuny  der  mathrphys.  Classe  vom  Ü.  Juni  iö:j4. 


iiclien  Bezieliiuigeii  zwischen  den  ullgeineiiien  yuiribevvugungen 
und  den  elektrodynamischen  Phänomenen  sehr  enge  knöpft 

Wir  gehen  dabei  yon  den  Integralen  der  Gleichung  23) 
ans;  doch  machen  wir  auch  hier  wieder  die  yereinfachende 

Annahme,  das»  die  betrachtete  Flüsüigkeitsmasse  so  groNS  ist, 
dass  wir  die  Oberflächenbedinguugen  vernachläisc»igen  dürfen, 
sowie  dass  die  charakteristischen  Schichten  im  Vergleiche  za 
den  Dimensionen  der  von  ihüen  lunhfiUten  Qnirlbereiche  so 
dOnn  sind,  dass  ihre  Beitrage  in  die  Bewegung  der  betrachtetea 
Flfissigkeitsmasse  verschwindend  klein  sind.  Wir  behandeb 
den  Fall,  das«  in  der  Flüssigkeit  neben  (}uirlbereichen  be- 
liebig anderer  Ordnungsziililen  sich  zwei  i^uirlbereiche  Hk  und 
von  der  Ordnungszahl  k  vorfinden,  und  es  sei  il;  die 
grosste  unter  den  vorhandenen  Ordnungszahlen.  0k  und  ^ 
seien  die  Qnirlpotentiale  in  diesen  Bereichen,  und  ^  die 
Quirlgeschwindigkeiten  in  denselben  und  wt,  t*,  iCky  beziehlich 
M*i       ^^'i  deren  Gomponenten. 

Hier  haben  wir  nun  zum  erstenmale  zwischen  dea 
Strömungen  und  den  Wirbeln  höherer  Ordnung  zu  unter^ 
scheiden.  Wir  wollen  vorerst  den  einfacheren  Fall  betrachten 
und  annehmen,  es  sei  Je  eine  ungerade  Zahl  2t-f-  1.  Wir 
haben  es  also  mit  Strömungen  zu  thun. 
^  Es  seien  m,,  Vj,  m?,  die  Geschwindigkeiten,  welche  irj^end 
ein  Flüssigkeitötheilchen  {tlx  dy  de)  haben  würde,  weim 
bloss  der  eine  Quirl bereich  und  Uu  t^i  jeue,  wenn 
bloss  der  zweite  Quirlbereich  B^  vorhanden  wäre.  Die  Ge- 
schwindigkeiten,  die  dasselbe  Flüssigkeitstheilchen  bei  der 
Coexifttenz  beidei-  <^>uirlbereiche  74  und  llk  hat,  sind  danü 
wegen  der  Linearität  der  Gleichungen  2Ia) 

«1  +  wi',  Vi  +  t;j,  Wi  +  Wi  30) 

Es  ist  noch  wichtig,  zu  bemerken,  dass  die  QrösNO 
ti*,  t;*,  Wk  bei  gegebener  Gonfiguration  der  Systeme  voll* 
kommen  unabhängig  von  den  Grossen  u'k^  vl^  w'k  sind,  so  dass, 
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wenn  z.  B.  bloss  der  eine  Quirlbereich  Rl  existiren  würde, 
an  den  Stellen,  wo  sich  der  von  diesen  weggedachte  Quiri- 
Hereich  Et  befindet^  die  Grössen  vt,  Wk  sammtlicb  gleich 
NoU  wären,  nnd  umgekehrt. 

15.  Unter  all  den  Voraussetzungen  des  vorhergehenden 
Artikels  erhalten  wir  für  in  Anlehnung  an  Gleichung  23) 
das  Integral 

1  f  f  f  d«i  dffi  dßi 

f  f  f  d^t^y^de^  r  c  r  dx^  dy^  dz^  Uk  ' 

Um  das  letzte  dreifache  Integral  in  ein  Linienintegral 
zu  verwandeln,  zerlegen  wir  den  (>iurlbereich  Rk,  der  allen- 
falk  die  Form  eines  Ringes  hat,  durch  einander  unendlich 
nah  geführte  (Querschnitte  in  unendlich  viele  Gjlioder  yon 
nnendlich  kleiner  Höhe  ds*  Diese  Qoerscbnitte  q  sollen  so 
gefiShrt  werden,  dass  sie  zur  resnltirenden  Geschwindigkeit 
überall  normal  stehen.  Aus.serdem  zert heilen  wir  das 
ganze  Bündel  von  (^uirlfilden ,  welches  die  charakieri^tiache 
Schicht  erfüllt,  in  N  unendlich  dünne  Quirlfädeu  so,  dass 
das  Produkt  aus  dem  Querschnitt  dq  eines  Fadens  in  dessen 
QQirlgeschwindigkeit  n  gleich  einer  ftlr  alle  Fäden  constanten 
Grosse  pu  ist 

dq^Pii^Pk  ^  constans. 

Dann  kann  man  setzen 

C  C  C  dx.  dy,  de.  Uk         c  dscio^  (ds,  x 

iSS-^^ — — r- 

nnd  es  lautet  die  Gleichung  30): 

1  dxidyidxi 


C  C  C  ^  uXidy 

mdx^dy^dz^  p  d$,  cos  (dfj, 

18M.  Uftlb  -pliyB.  OL  8.  19 


32) 
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Das  letzte  einfache  Inte^al  ist  fiber  alle  OmrUaden 

einzeln  zu  erstrocken.  Nimmt  man  an,  dass  alle  (hiirlfiidei: 
nahezu  parallel  laufen  und  dass  überdies  der  gesammte  (^uer- 
sclinitt  des  Quirlbereichs  klein  ist,  dann  darf  man  N=^\ 
aetzeo,  und  es  braucht  das  Integral  bloss  über  einen  einzigen 
Stronofaden  erstreckt  werden,  pk  können  wir  dann  passend 
die  Quirlintensitftt  des  Bereiches  Ek  nennen. 

Zur  Abkürzung  bezeichnen  wir  noch  das  gesammte  viel- 
fache Integral  der  Gleichung  32)  mit  «7^,  so  dass 

Ui=:pk'Jx,    Vi=2h'Jf,,     m^Pk*Jg  33) 

ist,  wo  Jy  und  Jg  analog  zu  Jx  zu  bilden  sind. 

Gans  ebenso  erhält  man  für  die  vom  zweiten  Qoiri- 
bereteh  JK  bedingten  Geschwindigkeiten  tii,  vi^  wi  unseies 
FlQsaigkeitstheilchens  die  Werthe 

tti=j>;/;,  vi=puj;,  wi^^pLJ', 

16.  Mit  Rücksicht  auf  30,  83  und  34  erhält  man  fBr 

die  gesammte  kinetische  Energie  T  der  betrachteten  Flüssig- 
keitsmasse  den  Ausdruck 

T='lpijjjQdxd!,dHJi-rJl  +  Ji) 

^  ist  die  Dichte  der  Flüssigkeit. 

Wir  bezeichnen  das  erste  Integral  mit  A^l,^^^^|^),  dss 

zweite  mit  ^V^.        und  das  dritte  mit  C^i^;,k^t^.  so  dass 

T  f^t*t.  *^  ■    ,  -   ■  »V  V  „.a  -   .r,  .  . 

 o       i'tT  2  -P*  "t"  M*;.A^H)i^4j>* 

nnd  OS  soien  l^.  drei  Cx>nlinaten  (Parameter)^  welche 
die  gi  ouu  tris^ii^  Cor.rii^ur.ition  des  Qiurlbereicheä  JR^  bexogea 
auf  seinoa  ^s  hwerpunkt  Heetimmen,  A^,  4^,      die  analogiHk 
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Parameter  ftr  den  sweiten  Quirlbereich  und  h^y  h^y  die 
Parameter,  welclie  die  relative  Gonfiguration  der  beiden  Be- 
reiche zu  einander  bestimmen. 

\Vir  wollen  annehmen,  dass  alle  (iiese  Configurationen 
im  Ranrae  J^ich  mit  Geschwindigkeiten  ändern,  die  klein 
gegen  die  Geechwindigkeiien  der  FlüssigkeiUtheilchen  sind. 
Dann  liefert  die  Lagrange^scbe  GleicKong  für  die  Kräfte 
Pt,  Pk  und  Hi^  welche  beziehlich  die  cyclischen  Goordi- 
naten  p«,  pk  und  den  beliebig  gewählten  Parameter  hi  zu 
beschleunigen  streben,  die  Werthe 


d 

-P*  =  ^  (^t*i.  *»  As)  -P*  +  ^ih» *»)  i^*) 


37) 


17.  Gleichungen  yon  gans  derselben  Form  erbalt  man 
auch,  wenn  man  annimmt,  dass  die  Ordnungszahl  k  gerade 
ist,  in  welchem  Falle  man  es  mit  Wirbeln  höherer  Ordnung 

7.U  thun  hat.  Doch  habeu  dann  die  Paramt-terfunktionen 
A,  B,  C  eine  etwas  andere  f i  iltjutung,  von  der  sogleich  die 
liede  sein  wird.  V  eiLilen  lit  iiuui  die  <TleichLuigen  37)  mit 
den  Gleichungen  12)  in  lioltzuiann's  Vorlesungen  über  Max- 
weU's  Theorie  1,  pag.  24,  so  sieht  man,  dass  zwei  (iuirl- 
bereiche  gleicher,  im  Uebrigen  aber  beliebiger  Ord- 
nungasahl  gans  analoge  ponderomotorische  und  In- 
ductionawirkungen  aufeinander  ausüben,  wie  elek- 
trische Ströme.  Dieses  Resultet  ist  an  sich  so  wenig 
wanderbar,  dass  es  sogar  als  ganz  selbstyerständliches  Postulat 
der  Maxweir.schen  Theorie  erscheint,  wenn  wir  diese  in  der 
x\ Ul^»  tneinheit  auffassen,  in  der  sie  in  den  wiederliolt  citirten 
a  Vurlesungen*  dargestellt  worden  i^t. 

19« 
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18.  Es  bestellt  aber  in  Bezug  auf  den  Kichtungssinn, 
in  welchem  diese  ponderomotorischen  und  lodukUoDSwir- 
kungen  erfolgen,  einebemerkenswerthe  Oifferenzirung  zwischen 
den  Qttirlbewegungen  von  gerader  und  jenen  Ton  ongemder 
Ordnongszahl.  Man  gelangt  zu  derselben  dnrch  eine  Discossion 
der  Farameierfunktionen  C   Wir  wollen  diese  oben 

mit  dem  Index  $  versehen ,  wenn  sie  sich  auf  Quirlbereiche 
mit  ungerader  Ordnungszahl  (Strömungen)  beziehen,  dagegen 
mit  dem  Index  w,  wenn  sie  sich  auf  solche  mit  gerader 
Ordnungszahl  (Wirbeln)  beziehen.  Nach  den  Festsetzungen 
der  Artikel  15  und  IG  haben  die  A%  B\  C*  folgende 

Werthe: 


I^'=fffQdxdyäjsW-^J'/-{-j;l')  I  38) 

C'^jJf9dxdyd0{J^j;,  +  J,j;  +  J,T,)  j 


Die  (i rossen  J,,  und  Ji  erhalt  man,  wenn  man  im 
letzten  einfachen  Integral  statt  cos  {ds,  x)  beziehlich  cos 
(dsy  v)  und  cos  (ds,  z)  setzt,  und  die  Grössen  J«,  J't  er- 
hält man,  wenn  man  das  einfache  Integral  beziehlich 
Ober  alle  Quirlfäden  im  Bereiche  B}i  erstreckt  Der  Index  t 

Jfc  —  1 

hat  deu  Zahlenwertb  — 5 — • 

Für  die  Parameterfun ktioneu  wl",  B'%  C*'  aber  erhält 
mau  folgende  Werthe: 


Hiebei  hat      den  Werth 


39) 
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\3«      3a:/  f  \dx      9yJ  \ 

"^Va^    aa;Aa^  dx/^\ 


3 


40) 


Die  Grössen  «T«,  «T^,  «7«,  J^,  Jy,  J]l  haben  auch  hier  noch 
die  in  Gleichung  89)  gegebene  Bedeutung;  doch  ist  hier 

tag-  zn  setzen. 

19.  Wir  wollen  die  Grössen  Ä,  B  die  Selbstinductions- 
coef&cienten  der  beiden  Qnirlbereiche  nnd  die  Grosse  C  den 
wecheelseitigen  Indnctionscoefficienten  derselben  nennen.  Man 
kann  dann  die  Inductionsgesetze  so  aussprechen,  dass  sie  all- 
gemein für  beliebige  Quirlfäden  gerader  und  ungerader 
ürdnungdzabl  gelten.  Man  sagt  dann  z.  B.:  .Wird  die 
relatiTe  geometrische  Configuration  der  beiden  Quirlfäden 
so  geändert,  dass  dadurch  der  wechselseitige  Induetions* 
eoelficient  Tergrdssert  wird,  so  erregen  die  Qnirlfäden  in 
einander  Quirlbewegungen,  welche  den  erregenden  enfcgegen- 
gej^etzt  gerichtet  sind.*  Aehnliches  gilt  für  das  Gesetz  der 
ponderomotorischen  Kräfte.  Würde  man  aber  diese  Sät/.e 
speziell  so  aussprechen:  «Nähert  man  zwei  geradlinige 
parallele  Quirlföden,  so  erregen  sie  in  einander  etc.'*  oder  »zwei 
geradlinige  parallele  und  gleichgenchtete  Quirlfaden  ziehen 
einander  an",  so  wären  sie  iu  dieser  Form  nur  für  Quirlt'iiden 
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mit  iiiiLr^TiKlor  Ol dnim<;.-<zahl  unbedingt  zutrcfftMid;  überhaupt 
gebührt  den  letzteren  auch  noch  in  anderer  Hinsicht  der 
Vur/ug,  wenn  man  sich  darüber  entscheiden  will,  welche 
Art  der  Quirlbewegungen  man  den  elektrischen  Strömen  za- 
ordnen  soll;  auf  einen  hieher  gehörigen  Punkt  hat  schon 
Boltzmann^)  aufmerksam  gemacht;  man  kann  die  daselbst 
angewandte  Betrachtungsweise  leicht  auf  die  Quirl  jeder 
beliebigen  geraden  Ordnungszahl  Terallgemeinem.  Aber 
gerade  die  Discussion  der  Parameterfunktionen  A',  IS\  C* 
und  Ä' \  B\  C'  Hesse  sogar  auch  noch  nnter  den  Quirl- 
bewegungen ungerader  Ordnun<x^zalil  eine  spezielle  Vorzugs- 
wahl troffen.  Die  letzten  Consequenzen,  zu  denen  man  dann 
gelangen  würde,  kann  man  aber  auch  noch  auf  einem  anderen 
direkteren  Wege  erreichen.  In  einer  Abhandlung  über  die 
Grundgleichnngen  der  Elektrodynamik  für  rasch  Teränder-» 
liehe  Parameter,  welche  gleichzeitig  mit  der  vorliegenden  an 
anderer  Stelle  zum  Drucke  gelangt,  findet  sich  einiges  hierüber. 

20.  Hier  sei  noch  folgendes  bemerkt:  Unsere  Analogieen 
bleiben  auch  dann  noch  bestehen,  wenn  wir  unter  Mj,  r,,  Wj, 
nicht  die  Geseh  vvin  di  (^keiten  eines  Mediumtheilcheu6, 
.sondern  die  einfachen  \  erhcliiebungen  eines  solchen,  unter 
W|t  t'i,  u,^  aber  Grössen  verstehen,  welche  aus  jenen  durch 
A' malige  Anwendun^j  der  Curl-Operation  hervorgehen,  mir 
bedarf  es  hiezii  der  Annahme,  da.ss  die  durch  diese  Ver- 
schiebungen in  das  Medium  gespeicherte  (hier  potentielle) 
Energie  wiederum  dem  Ausdrucke  iti-|-v}H-«{  proportional 
ist.  Auch  sei  besonders  noch  betont,  dass  alle  unsere  Aus- 
sagen ihren  physikalischen  Sinn  in  voller  Strenge  nur  dann 
bewahren,  wenn  wir  uns  vorstellen,  dass  alle  inneren  KrälLe 
des  Medium.^  -tcts  duich  willkürlich  hinzugefügte  langsam 
veräu<lerlich«^  ilu-sere  Kräfte  paralysirt  werden. 

Jbls  mögen  hier  noch  2  Sätze  Platz  äuden,  welche  wir 


1)  Wiedem.  Ann.  Bd.  48,  1893,  p.  96. 
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ab  die  meclianischen  Bilder  der  beiden  Herte^sehen  Gleichungs- 
sjrsteme  betrachten  können: 

a)  Sind  die  (^uirllinien  (Ä:4-l)ter  Ordnung  elektrische 
Stromlinien,  so  sind  die  Quirllinien  hier  Ordnung  ma- 
gnetische Kraftlinien.  (Mechanisches  Bild  des  aZwei- 
ten*  Hertz*schen  GleichungssystenisO 

b)  Sind  die  Quirllinien  kter  Ordnung  magnetische 
Stromlinien,  so  sind  die  QuirlHnien  (k —  l)ter  Ordnung 
elektrische  Kraftlinien.  (Mechanisches  Biid  des 
, ersten"  Hertzschen  Gleichungssystems.) 

Der  Begriff  des  magnetischen  Stromes  ist  dabei  natürlich 
nicht  im  vulgären  elektrotechnischen  Sinne  zu  yerstehen, 
sondern  in  jener  Anffassnng,  in  welcher  er  zuerst  wohl  von 
Hertz  (1884)  gebraucht  und  sjmter  Tornehmlich  von  Heaviside 
in  die  Theorie  eingebürgert  worden  ist. 

Der  Satz  a)  gilt  —  sofern  man  der  Ampere'schen  An- 
sicht vom  Wesen  des  iMagjieti.smus  bei()Hichtet  —  üuüier  auch 
um  {gekehrt,  der  Satz  h)  dies  aber  nur  dann,  wenu  das  elektro- 
maguetische  Feld  frei  von  elektrostatischer  Ladung  ist. 

Die  beiden  Sätze  a)  und  b)  umfassen  —  im  wohlver- 
standenen bildlich-mechanischen  Sinne  —  das  gesamnite  Lehr- 
gebüttde  der  MaxwelFschen  Theorie  der  Elektrodynamik  des 
freien  Aethers. 


München,  mathem.-physik.  Institut  d.  Universität. 
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SiteoBg  vom  7.  Juli  ld9i. 

1.  Herr  GuSTAT  Baübb  hält  einen  Vortrag:  „Bemer- 
kungen über  zahlentheoretische  Eigenschaften  der 
Legendre^schen  Polynome*. 

2.  Uerr  Gustav  Bauer  legt  eine  Abhandlung  des  Privat- 
dozenten Dr.  Ludwig  Maurer  in  Strassburg:  „zur  Theorie 
der  continnirlichen,  homogenen  und  linearen 
Gruppen"  Tor. 

3.  Herr  Ad.  v.  Baeyer  theilt  die  Hesnltate  seiner  neueren 
Unter.suchungen  ^.über  das  Küiuniulöl''  mit.  Dieselben 
werden  au  einem  anderen  Orte  veröileutlicht  werden. 
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Ziu'  Tlieorie  der  continuirliclien,  liomogeneii  und 

lineareu  öruppeu. 


Die  folgende  üntersQcliaiig  schliesst  steh  an  die  Ab- 
haii<lliin$2f  von  mir  an,  die  der  Akadoniie  im  Jahre  1888 
vorgelegen  ist.  ^)  Es  sei  gestattet  zunächst  in  Kürze  an  den 
Inhalt  derselben  m  erinnern. 

Den  Ausgangspunkt  bildet  die  Aufgabe,  die  umfassendste 
Gontinnirliche  Gruppe  linearer  homogener  Substitutionen  zu 
be.stimnien,  die  eine  rationale  und  homogene  Function  /*  der 
Variabein  J?^  .  .  Xn  in  sicli  seihst  transfiirniirt.  Ist  diese 
Gruppe  gerade  m-güedrig,  so  genügt  /'  einem  System  von  m 
Differentialgleichungen  der  Form 


Diese  Differentialgleiolumgeu  sind  von  einander  linear 
anabhäagig,  d.  h.  ihre  Coef&cienten  genügen  keiner  Relation 
der  Form 


Damit  ist  nicht  ausgeschlossen,  dass  nicht  eine  der 
Difierentialgleichungen  (y)  eine  B'olge  der  übrigen  ist. 

1)  Ceber  allgemeinere  InvariantenBysteine.  Ich  citire  diese  Ab*  * 
handlaog  im  Folgenden  kurz  mit  Inv. 


Von  L.  Man r er  in  Stnusbnig. 

« 
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Die  Coefäcieuteu  der  Differenfciaigleicliuugeu  (/)  geuügeii 
Gleichungen  der  Form 

^  '  j=zl 

»  1, 2, . .  n      t,  /f  SB  1, 2, . .  m 

Man  kann  ditüselbeu  auch  in  der  syiubülisclieu  Form 

tn 

Ci  Ch  (f)  -  c,  c,  (f)  =  y;  ^  Cj  (/) 

dantelten. 

Die  Coefficienten  der  allgemeinen  Sub^stitution  der  (u  uj^e, 
die  f  in  sich  selbst  traDsformirt,  sind  als  Funktionen  ?oa 
m  Parametern  ti|  tt| . . .  «m  defiuirt  darch  die  DitfereDtial* 
gleich  angen 

und  die  Anfant^sbediiigung,  dass  einem  bestimmten  Werth- 
system  der  Parameter  —  den  Anfangs  wer  then  —  die 
identische  Substitution  entspricht. 

Die  tn*  Funktionen  Pj'^  der  Parameter  unterliegen  der 

Bedingung,  dass  ihre  Determinante  nicht  identisch  ver- 
schwindet und  dass  sie  insbesondere  nicht  für  die  Aofaug^- 
werthe  der  Parameter  gleich  Null  ist. 

Die  aDgegebenen  Bedingungen  reichen  —  wie  aus  der 
allgemeinen  Theorie  des  H.  Lie  hervorgeht  —  aus,  damit 
das  m-fach  unendliche  Substitntionensystem 

n 

yx'^^^Xfii(^^))^f^       A=  1,2,. .  n 

eine  Gruppe  bildet.  Damit  aber  diese  Gruppe  die  um- 
fassendste Gruppe  ist,  die  eine  rationale  Funktion  in  nch 
selbst  transformirt,  mttssen  noch  weitere  Bedingungen  ef^ 
füllt  sein. 


Digitized  by  LiOOgle 


£.  Mamreti  Zur  Theorie  der  eontinmdkiieH,  «te.  Gruppen.  299 

Die  Au&tellung  dieser  Bedingungen  {fShxt  zu  einer  Ein- 
ifaeilung  der  .iufinitesimalen  Transformationen*  der  Form 

in  verschiedene  Arten. 

Nehmen  wir  an,  die  mC{f)  gehörige  charakteristische 
Determinante 

verschwinde  nur  für  ^  =  0,  dann  bezeichne  ich  C(f)  ^ 
r^ulär  von  der  ersten  Art. 

Nehmen  wir  zweitens  an,  ^ijß)  verschwinde  nur  für 
gaozzablige  Werthe  von  p  und  es  verschwinden  für  eine 
A-fache  Wurzel  auch  alle  TJnterdeterminanten  91--^+  I.Grades 
des  Systems 

dann  bezeichne  ich  O  (f)  als  regulär  von  der  /.weiten  Art. 
In  allen  anderen  Füllen  hei-^st  C(/)  irregulär.    Dies^e  Be- 
zeichnaugen werden  auch  auf  das  Coefticientensyatem 
a!ii?»'wandt.    Ist  C (/*)  irregulär,  so  kann  man  immer  eine 
Anzahl  regulärer  infinitesimaler  Transformationen 

jr(/)   K,{f)    K,(l')-'  K^il) 

derart  bestimmen^)  dass 

C{f)  =  K{f)  +    K,  if)  -f     K,  (/) . .  +  Kßif) 

Von  diesen  inf.  Transformationen  ist  die  erste  von  der 
ersten  Art,  alle  übrigen  sind  von  der  zweiten  Art 

1)  Dm  Symbol  (^^)  bat  des  Werth  1  oder  0,  je  nachdem  X 

und     gleich  oder  ungleich  sind. 

2)  Inv.  S.  123. 
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Die  Zerlegung  von  G(f)  in  reguläre  inf.  Transformationen 
ist  im  wesentlichen  Y(iiikümmen  bestimmt,  d.  h.  eine  Unbe- 
stimmtheit tritt  nur  insoferne  ein,  als  eine  jede  der  iuf.  Traiia- 
fonnationeii  {f)  K^(f),,  Kß{f)  durch  einen  Ausdnick 
der  Form 

mit  gaii/zahligen  Coefficienten  a^a^ .  .  ersetzt  werden  kann. 

Die  oben  erwähnten  weiteren  Bedingungen,  denen  unsere 
Gruppe  genügen  muss,  lauten  nun: 

Kommt  unter  den  inf.  Transformationen  der  Gruppe 

eine  irreguläre  Transformation  C  (f)  vor,  so  gehören  der 
Gruppe  auch  alle  die  regulären  Transformationen  KiJ )  K^ijj., 
Kß  (/  )  an,  in  die  C  (/)  zerlegt  werden  kann. 

Daraus  folgt  sofort: 

Unsere  t«-gliedrii^e  Gruppe  enthält  m  linear  unabhängige 
reguläre  inf.  Trans torniationen. 

Sind  die  angegebenen  Bedingungen  erf>ilH.  so  kann  man 
die  Substitutionseoefficienten  a^^  ald  rationale  Funktionen 
Ton  nt  Parametern  u^,,Um  darstellen  und  daraus  folgt 
dann  die  Existenz  rationaler  Funktionen  —  der  Invarianten 
der  (irnppe  —  die  durch  die  Gruppe  in  sich  selbst  trana- 
formirt  werden. 

Zu  dieser  rationalen  Darstellung  der  SnbstitutionscoefB- 
cienten  gelangt  man  auf  folgende  Art: 

Man  wähle  m  linear  unabhängige  inf.  Transforniatit)nen 
^1  (f)  ^2  (f)  •  •  (^m{f)  der  Art  aus,  dass  eine  jede  derselben 
regulär  ist. 

Die  infinitesimale  Transformation  Ci(f)  ,meugt*  eine 

eingliedrige  Gruppe  ^,  (n,),    Ist  die  inf.  Transformation 

(7,  (/)  von  der  ersten  Art,  so  sind  die  Coefficienten  der 

■ 

allgemeinen  Substitution  der  Gruppe  Biiut)  durch  die  Dif- 
ferentialgleichungen 
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-j^  =  2j  ^Xv  V  aa  1,  2,  .  ,  n 

und  die  An&ngsbedingung  iJJ,  =  (^)  fttr     =s  0  bestimmt. 

Die  Grössen  bf^  sind  in  diesem  Fall  ganze  Funktionen 
Yon 

Ist  dagegen  die  inf.  Transformation  Ctif)  von  der 

aweiten  Art,  so  sind  die  Sabstitutionscoefficienten  6^  durch 
die  Differentialgleicbnngen 

'^-d^  =  '^/iy''^      ^./'  =  l,2,..« 

und  die  Anfangsbedingung  if^  =       fQr  u#  =  1  bestimmt. 

In  diesem  Fall  sind  die  Substitutionscoefficienteu  wenigstens 
rationale  Funktionen  des  Parameters  ii,-. 

Setzt  man  nun  die  m  eingliedrigen  Gruppen  Bi{ut)  zu 
einer  m-gliedrigen  Qruppe 

/u>aramen,  so  ist  klar,  rlass  die  Cneffirienten  der  alJgemeineii 
Substitution  dieser  Gruppe  A  sich  als  rationale  Funktionen 
der  m  Parameter  UiU^,,Um  ergeben,  und  zwar  gilt  dies, 
wie  auch  immer  die  m  inf.  Transformationen  6',  (/)  im 
Obrigen  gew&blt  sein  mögen,  wenn  nur  eine  jede  derselben 
regulär  ist. 

Setzt  man  zwei  Substitutionen  der  Gruppe  A 

n  n 

zusammen,  so  erhält  man  dem  Gruppenbegriff  gemäss  wieder 
eine  Substitution  der  Gruppe. 

Es  muss  also  moglieh  sein  m  Funktionen  ir^ . .  10«  der 
OrOssen  ti,i^..  t^»;  v^v^. .  Vm  der  Art  zu  bestimmen,  dass 
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^x^  ( W)  =i]  «A.  ( W)  V  (W)      ^,    =  1 ,  2, . . » 

»'s! 

Die  Grdssen  w  sind  im  allgemetnen  algebraiache  Fank- 
tionen  der  Grossen  u  und  9,  weil  ja  die  Subsfcitationa- 
Goefficienten  rationale  Funktionen  der  Parameter  sind.  Aber 

CS  gilt  der  Satz: 

Man  kann  die  tn  inf.  Transformationen  C,  (/I,  von  deren 
Wahl  die  Wahl  des  Parametersystenis  ubhängi'!;  ^'emaclit 
worden  ist,  wühlen,  dass  die  Grössen  tv  rationale 
Funktionen  der  Grössen  u  und  v  werden. 

Der  Satz  ist  für  die  allgemeine  Theorie  der  continnir^ 
lieben  Gruppen  insofern  von  Bedeutung,  als  er  fBr  eine  sehr 
ausgedehnte  Classe  von  Gruppentypen  die  Existenz  einfach 
transitiver  riitionalor  Gruppen  nacli weist.  Es  ist  aber  anch 
vom  invarianicntlieoretischen  Gesichtspunkt  von  Interesse, 
worauf  aber  liier  nicht  näher  einj]fegang;en  werden  .soll. 

Im  Folgenden  erlaube  ich  mir  einen  Beweis  dieses  Satzes 
vorzulegen. 

Der  Beweis  wird  in  der  Weise  geführt,  dass  nachge- 
wiesen  wird:  bei  passender  Wahl  der  inf.  Transformationen 
Ci(ß  ergeben  sich  nicht  nur  die  Coefficienten  der  allge- 
meinen Substitution  der  Gruppe  als  rationale  Funktionen 

der  Parameter,  sondern  es  sind  auch  umgekehrt  die  Para- 
n)eter  rational  durch  die  Substitutionscoefficienien  bestimmt. 
Ist  dies  bi'wifH'ii,  so  i>t  klar,  dass  vnu  den  vorhin  besproclienen 
drei  Grüasensysternen  u;  v;  w  am  jedes  durch  die  beiden 
anderen  rational  bestimmt  ist. 

Für  den  Beweis  i^-t  es  zweckmils^ig  die  hier  in  Betracht 
kommenden  Gruppen  in  drei  Classen  einzutheilen.  In  die 
erste  Classe  rechnen  wir  die  Gruppen,  deren  inf.  Trans- 
formationen s&mmtlicb  regulär  von  der  ersten  Art  sind;  in 
die  zweite  Classe  die  Gruppen,  deren  inf.  Transformationen 
sftmmtlich  regulär  von  der  zweiten  Art  sind;  in  die  dritte 
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Cla-ise  endlich  die  Gruppen,  die  sowohl  re^iliirc  inf.  Trans- 
lumationen  erster  Art  als  auch  solche  zweiter  Art  enthalten. 
Jede  dieser  Classen  muss  für  sieb  betrachtet  werden. 

L 

Die  im  Vorausgehenden  ausgesprochenen  Satze  kann 
man  leicht  yon  einer  nnnöthigen,  ihnen  anhaftenden  Be- 
schränkung frei  machen. 

Diese  Sätze  bezieiien  sich  nämlich  zunächst  nur  aui  solche 
Gruppen,  für  die  Invarianten  existiren,  die  also  nach  der 
Lie^schen  Terminologie  intransitiT  sind.  Damit  Invarianten 
aofireten,  ist  erforderlich,  dass  die  Differentialgleichongen  (y) 
wenigstens  eine  Lösung  zulassen,  dass  also  die  Anzahl  der 
untereinander  unabiiängigen  Diiiereulialgleicliungea  kleiner 
als  n  ist. 

Halten  wir  an  der  Voraussetzung  fest,  dass  die  Gleichungen 

n 

X=  1,2, w 

eine  m-gliedrige  Gruppe  definiren,  lassen  aber  die  Voraus- 
setzung, dass  für  diese  Gruppen  Invarianten  existiren,  fallen 
und  machen  wir  statt  dessen  die  Voraussetzung:,  die  Gruppe 
sei  durch  algebraische  lielationen  zwischen  den  Substitutions- 
eoefficienten  definirt  Derartige  Gruppen  sollen  im  Folgenden 
als  reguläre  Gruppen  bezeichnet  werden. 

Die  Substitutionscoefficienten  a;,^  genügen  —  wie  aus  der 

allgememeu  Theorie  des  H.  Lie  hervorgeht  —  einem  System 
von  Differentialgleichungen  der  Form  (a)  und  den  zuge- 
hörigen Anfangsbedingungen. 

Wir  betrachten  nun  ein  System  Ton  q  cogredienten 
Suhetitntionen 
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und  wählen  die  Zahl  q  so  ^oss,  dass  g  n  >  IM  ist,  Abdann 

bat  das  System  der  Dill'erenfcialgleichungeii 

(y)    ÄV)-i]t!i]^^rfe^^  =  ^    •  =  1,2,. .a. 

qn  —  m  anabhängige  Lösungen  und  jede  Lösung  ist  gsgeo- 
ttber  der  Gruppe  {ß)  inTariant.  Da  aber  die  Gruppe  {fS 
durch  algebraische  Relationen  zwischen  den  Snbstttntions- 

coefticienten  definirt  ist,  so  gibt  es  rationale  InViUKiiiteii  der 
Gruppe^)  und  zwar  sind  darunter  qn  —  m  untereinander 
unabhängige. 

Den  Differentialgleichungen  8t{f)^ü  kommt  also  eis 
ToUständiges  83^01  rationaler  Lösungen  «n.    Es  finden 

somit  die  in  der  Einleitung  angegebenen  Sätze  auf  die  Gruppe 
{ß)  Anwendung, 

Nun  überzeugt  man  sich  leicht,  dass  die  inf.  Trans- 
formation Siif)  regulär  oder  irregulär  ist,  je  nachdem  die 
inf.  Transformation  öi(f)  regulär  oder  irregulär  ist.  Es 
gilt  somit  der  Satz: 

Findet  sich  unter  deu  inf.  Transformationen,  die  211 
einer  regulären  Gruppe  gehören,  eine  irreguläre  Transformatioo 
so  gehören  alle  die  regulären  Transformationen,  in 
die  C{f)  zerlegt  werden  kann,  der  Gruppe  an. 

Um  später  den  Gang  der  Untersuchung  nicht  untere 
brechen  zu  mfissen,  schicke  ich  einige  HQlfssatze  aus  der 
Theorie  der  bilinearen  Formen  Yoraus. 

Wir  stellen  un^  zunäclist  die  fol<xende  Frage:  es  seien 
fi^  Grössen  cj^  gegeben,  unter  weichen  Bedingungen  gibt  es 

1)  Christoffel  Math.  Aunalen  Bd.  19  S.  280. 
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(Jüiiii  Grüissen  Cjj^,  die  nicht  alle  gleicli  Null  sind  und  die 
den  Gleichungen 

n 

Ich  behaupte,  ein  derartiges  System  kann  nur  exi- 
siiren,  wenn  die  Grösse  to  gleich  der  Differenz  zweier  der 
Werthe  r  ist,  lür  die  die  charakteristische  Determinante 
^{r)^\cj^—(^r\      /4  8  1, 2,  • .  n  Terschwindet. 

Den  Beweis  idhren  wir  indirect:  wir  nehmen  an,  w  sei 
nicht  gleicli  der  Differenz  zweier  Wurzeln  der  Gleichung 
J(r)  =  0^  und  beweisen,  dass  dann  alle  »*  Grossen  Cj[^ 
verschwinden  müssen. 

Die  Ton  einander  Terschiedenen  Wurzeln  der  Gleichung 
J(r)  SS  0  bezeichnen  wir  mit  r^r^.,  r«,  und  die  Exponenten 
der  znm  Wnrzelfaktor  r*  —  r  gehörigen  EUementartheiler  mit 

ß(*)  Ak)  Ak) 
*  1    •  •  * 

Wie  ich  in  meiner  Inauguraldissertation^)  nachgewiesen 
habe,  lassen  sich     Grössen     Ji  l]k  mit  nicht  Terschwinden- 

der  Determinante  so  bestimmen,  dass 

^  =  2, 3, . .  ei'^ 

2  ^bf^*^]*  =  r„[y}U]i,  +     — 1  ÄAJfc  2', . !  n' 

Nun  folgt  aus  den  Gleichungen  (a) 
i]  cj^         c;^  [1  ÄMi)  =  (ru  +  [l  h  ti]k 

A  « 1, 2, . .  n 

Weil  nach  Voraussetzung  die  Determinante  J  (r)  für 
f  =  r*     w  nicht  verschwindet,  so  folgt  hieraus 

1)  Zor  Theorie  der  linearen  Subätitutionen,  ätra.ss]>ur<4  1887. 

m  ihtk.-pii7«.  CL  a  20 
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1]ca;.[1*/«]*«0    für  A=  1,2,..« 

Nun  folgt  aus  (a)  weiter 

S  «ix  Ch  ^ii^  t2  A  /-J*)  =  (»■»  +     S  «i^  f  2  A 

A=:  1,  2,..  n 

und  hieraus  ergibt  sich 

n 

2  C;^;^  [2  Ä  fi],  =  0  X=  l,2,..ll 

Diese  Schlussweise  fortsetzend  erkennt  man,  dass 

2  ^^x^[>Äf4]fc  =  0   far  A«=  l,2,..n 

und  alle  n  Werthsysteme  der  Indiees  k. 

Da  die  Determinante  der  Grossen  [g  h  /Ok  nicht  fer- 

schwindet,  so  folgt  hieraus  Cj^  —  0   für      ^  =  1,2, ..m,  ' 

w.  z.  b.  w. 

Aus  dem  eben  Bewiesenen  folgt  der 

1.  Hülfssatz:  i 

Ist  das  System  der  ti*  Grössen  Cj^^  regulär  von  der  eistai 
Art,  80  könnou  die  Gleichungen 

H 

S  (^Xr       —  ^ir  <^yfi)  =  ^  '^i  ^  =  1|  ^.  •  •  « 

nur  dann  bestehen,  weun  entweder  oi  oder  alle  fi'  Grossen 
c;^  gleich  Null  sind. 

Denn  in  diesem  Fall  verschwindet  die  charalvterij»ti3<5he  ^ 
Determinante  J  (r)  nur  für  r  =  0.  j 

Man  kann  das  Gleichungssystem  (a)  in  bekannter  Weise 
durch  die  symbolische  Gleichung 


Digitized  by  LiOOgle 


L»  Maurer:  Zur  Theorie  der  eaminuMiehen  ete,  Gruppen,  307 

repnisentiren.  Aus  die.ser  symbolischen  Gleichung  ergibt  sieb: 
CC*  —  C»0  =  (CCf  -  C'C)  C  -f  C  (CC—  CC)  =  2(0  0'» 

üDd  allgemeiii  CC*  —       =  ä  w  (T** 

Wählt  man  die  Zahl  h  so  gross,  dass  hit)  nicht  gleich 
der  Differenz  zweier  Wurzeln  der  Gleichung  z/  (r)  =  0  ist, 
was  offenbar  immer  möglich  ist,  wenn  w  ?on  Null  verschieden 
ist  —  so  müssen  alle  n*  Elemente  des  durch  das  Symbol 
reprSsentirten  Systems  Terschwinden.  Das  ist  aber  nur 
möglich,  wenn  die  su  dem  System  cl^^  gehörige  Charakteristik 

sehe  Determinante  J'  (r)  für  keinen  von  Null  verschiedenen 
Werth  von  r  verschwindet,  d.  h.  wenn  das  System  der  n* 
Grössen  Cjj^  regulär  von  der  ersten  Art  ist. 

Es  gilt  somit  der 

2.  Hülfssatz: 
Bestehen  die  Gleichungen 

M 

rssl 

und  ist  die  Constante  (o  von  Null  verschieden,  so  ist  das  System 
der  ti*  Grössen  c^^^  regulär  von  der  ersten  Art. 

Die  beiden  ersten  Hül&sütze  haben  sich  auf  reguläre 
Systeme  erster  Art  bezogen,  die  beiden  folgenden  beziehen 
sich  auf  reguläre  Systeme  zweiter  Art. 

3.  Hülfssatz: 
Wenn  die  charakteristische  Determinante 

nnr  Elementartheiler  erster  Ordnung  besitzt,  so  können  die 
Gleichungen 

20* 
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m 

2  (^^»'  ^»i*  "~     ^^t^  =  ^  ^4 

Zj  fe.   -  <^vi.)  =^  «»«ii + «V 

nur  dann  besteben,  wenn  alle     GrOflsen  Cl^^  gleich  Null  nnd. 

Bozeicliiieii  wir  die  Wurzeln  der  Gloichunj»  ^/ (r)  =  0, 
unier  denen  beliebig  viele  einander  gleiche  vorkommen  können, 
mit  ff    . .  r«.    Aus  unserer  Voraussetzung  folgt:  es  gibt 

zwei  Systeme  von  je  n*  Grössen  dj**^  und  d^*^  (a,   =  1,  2 . . «) 

mit  nicht  verschwiudender  Determinante,  die  den  folgenden 
Gleichungen  genügen: 

Mit  Hülfe  dieser  Gleichungen  leitet  man  aus  dem  Tor> 

gelegten  Gleicbungssjstem  das  Folgende  ab: 

^=1/4  =  1 

(r,  -u-'o)tt  ci.  <Jlr>    =  ij  1 0,;,  jI"'  <j;"> 

^,  a  =  1, 2, . .  n 

Die  erste  Gleichung  zeigt,  dass  der  Ausdruck 

yersch windet,  wenn  —  r^  —  ^  von  Null  verschieden  ist. 
Die  zweite  Gleichung  zeigt,  dass  dieser  Aiudroch  aach  dann 
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Tersehwindei,  wenn    —    —  w     0  isfc.  Der  genannte  Aiw- 

druck  verseil  windet  also  in  allen  i  älleii  und  daraus  iulgt 
=  0  für     /<  =  1, 2, . .  n,    w.  z.  b.  w. 

4.  Hfilfssatz: 

Es  seien  m  Systeme  von  je      Grüääen  Yorgelegt: 

(1)    (2)         (m)       3       _  i    9  ^ 

Wir  setzen  vorans,  die  zn  einem  jeden  Systeme  gehörige 
charakteristische  Determinante  ^i(r)  habe  nur  Elementar- 
theiler  erster  Ordnung,  und  wir  setzen  weiter  Torans,  zwischen 

den  Elementen  von  je  zwei  Grössensystemen  besteheu  die 
Gleichungen 

Dann  kann  man  ein  System  von  n*  Grossen  mit 

nicht  verschwindender  Determinante  derart  besiimiuen,  daüs 

Die  nGrSesen     r^^. .  rjf  sind  die  Wurzeln  der  Gleichung 

Jiir)  =  0,  also  ganze  Zahlen,  wenn  das  System  der  cj^  re- 
gulär von  der  zweiten  Art  ist. 

Dass  der  eben  ausgesprochene  Satz  gilt,  wenn  nur  ein 

Gröfisensystem  cjj^  vorgelegt  ist,  ist  bekannt  Um  seine  alU 

gemeine  Gültigkeit  darzuthun,  wollen  wir  annehmen,  er  gelte, 
solange  die  Anzahl  der  vorgelegten  Grössensysterae  kleiner 
als  m  ist,  und  beweisen,  dassi  er  dann  auch  noch  für  m  GriVssen- 
gysteme  gilt.    Wir  nehmen  also  an,  es  gebe  ein  Grösseu- 

system       mit  nicht  verschwindender  Determinante,  das  den 

Gleichungen 
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genOgt.    Weil  nach  Voraussetzung  die  Deierminante  der 

4*^^  nicht  veischwiudet,  so  kann  mau  die  Gleichungen  ansetzen 


Narli  <leiii  hekauuten  Theorem  des  U.  Weiiiatrass  stimmen 
die  charaktemtischeu  Determioanten. 

^-  W  =  k??  -  (;)  "  I  '""1     (-)  =  I  %  -  I 

in  ihren  Elementartheilem  fiberein. 

Nun  folgt  aus  den  Gleichungen,  von  th'iien  wir  aust^e- 
gangen  sind  bei  Benützunjr  dor  Gleichungen  (T)  und  («) 

^=1  »=1  vssi 

A  s=  1 ,  2, . .  «;  i  =  1 ,  2, , .  m  —  1 

und  hieraus  ergibt  sich  0,  wenn  nicht 

ri?«rS*  für  i=  l,2,..iii-l 

Ist  nun  für  keinen  Index  v  ^  1  gleichzeitig  r^'^  »  rl" 
für  1=1,2,..  m  —  1,  so  i>i 


"*    Am)  ÄO  ,(1) 


und  wir  genügen  den  eu  beweisenden  Gleichungen,  wenn  wir 
=  < J>  und  rl"^     an  setzen. 

Nehmen  wir  nimuiehr  an,  es  sei 

rl'^  =       .  =  ri'^       ♦  «  1,2, , ,  «  -  1 

dagegen  sei  iür  keinen  Index  r  >•  h  gleichzeitig 
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rj'«f4"  l,2,..iii  — 1 

Von  den  Elementen  der  Determinante 

W  =  1  %  -  Q  H  =  1 ,  2 , . .  II 

▼erschwinden  ii\h\  die  den  ersten  h  Zeiten,  aber  nicht  gleich- 
zeitig den  ersten  Ä  Spalten  angehören.  Beachtet  man,  dass 
die  Determinante  Jm  (r)  ebenso  wie  die  Determinante  Jm  (f) 
nur  Eiementartheile  erster  Ordnung  besitzt,  so  überzeugt 
man  sich  leicht,  dass  auch  die  charakteristische  Determinante 

des  Sj^itenis         Grades        "~  O     ^f*  ==  1»  2, . .  Ä  nur 

Elementartheiler  erster  Ordnung  hat,  und  daraus  folgt:  man 
kann  ein  System  von  ä*  Grössen  ß^^^  mit  nicht  Terschwinden« 

der  Determinante  derart  bestiraiuen,  doss 

i;/*o««o.  =  '-ffVcr         <?,.'=  1,2,. .Ä 
0=1 

Setzt  man  dann 

ißo.t^il^=dfi^       i-l,2,..n;  «=1,2,..* 

so  ergibt  sich  aus  den  Gleichungen  (a) 

Damit  sind  die  ersten  h  der  zu  beweisenden  Gleichungen 
als  richtig  erwiesen.  Der  Beweis  der  übrigen  ergibt  sich 
auf  analoge  Weise. 

UI. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  wenden  wir  uns  zunächst 

m  den  Gruppen  der  zweiten  Classe  (s.  Kiiilcitiing-,  Sclilu-^s). 

Wir  nehmen  also  an,  eine  jede  inf.  Transl'ormution,  die 
der  Torgelegten  m-gliedrigen  Gruppe  A  angehört,  sei  regulär 
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von  der  zweiten  Art.  Zwisclien  den  Goefficienten  Tom  w 
linear  unabhängigen  inf.  Transformationen  der  Grappe  Ä 

bestehen  Gleichungen  der  Form 

(Ä,  f<  =  1,  2, . .  fi;  i,       1,  2, . .  m) 

Ich  behaupte,  die  Consianten      mtaen  alle  gleich  Kall 

sein.  Wäre  nämlich  z.  B.  eine  der  m*  Grössen       TOn  Noll 

verschieden,  so  müsste  die  Determinante  Ii  (r)  =  |  fij*  —  (/) 
hj  =  1, 2, . .  m  entweder  wenigstens  für  einen  Ton  Noll 
verschiedenen  Werth  von  r  verschwinden,  oder  sie  milsile^ 
wenn  sie  durch      theilbar  ist,  wenigstens  einen  Elemenlir- 
theiler  von  höherer  als  der  ersten  Ordnung  haben. 

Tritt  der  letztere  Fall  ein,  so  kann  man  zwei  Werlh- 
sjsteme,  deren  Elemente  nicht  alle  verschwinden,  eiei**€m 
und  €{  ei  .  •  e«  so  bestimmen,  dass 

£  «y  Ca  =  0  und  U  ej  e'h  =  ey       (/  «  1, 2, .  •  m) 
Sebet  man  nun 

80  bestehen  die  Gleichungen 

Aber  diese  Gleichungen  können  nach  Hülfssatz  (3)  nsr 
dann  statt  haben,  wenn  alle  m*  Grössen  kj^  versch winden. 
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Dies  ist  aber  unmöglich,  weil  dneiseits  nicht  alle  m  Grössen 
Ci  Null  sind,  und  andereneita  die  m  iaf.  Transformationen 
Cf(ß  linear  nnabhSngig  sind. 

Nehmen  wir  nunmehr  an,  die  Determinante  E(r)  ver- 
achwinde  für  einen  von  Nnll  Terschiedenen  Werth  ta  Ton  r. 
Unter  dieser  Vorausßetzung  kann  man  m  Grössen        . . 
die  nicht  allü  gleich  Null  sind,  so  bestimmen,  duss 

Ck^wef    für  y  Ä  1,  2, . .  m 
Setzen  wir  wieder  zur  Abkürzong 

Diese  Grössen  k;^^^  genügen  der  Gleichung 

Ig 

Aber  diese  Gleichungen  können  nach  Httlfsaatz  (2)  nnr 
dann  bestehen,  wenn  entweder  alle  n*  Grössen  k^^  Terschwinden 
oder  wenn  diese  GrSssen  ein  reguläres  System  erster  Art 
bilden.  Beide»  iat  durch  unsere  Vorauääetzuugen  uu>ge- 
schlossen. 

Damit  ist  bewiesen:  die  CoefHcienten  der  vorgelegten 
m  inf.  Transformationen  genUgen  den  Gleichungen 

für     /I  =  1,  2, . .  w;  t,    =  i ,  ii,  . .  m 

Es  sind  somit  die  Voraussetzungen  erfttiit,  auf  denen 
der  Hfil£»atz  (4)  beruht,  und  man  kann  daher  Grössen 

mit  nicht  verschwindender  Determinante  so  bestimmen,  dass 
U)     1^%«^  — 
iL  «3  1 ,  2, . .  n ;  i  =  1, 2, . .  m 
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Führt  Dian  an  Stelle  der  inf.  Transformationeu  C»  (/")  W 
uudere  linear  unabhängige  inf.  Trunsiotmationen 

m 

ein,  so  treten  in  den  Gleichungen  (2  )  au  Stelle  der  Gröben  r^^ 
die  Grössen 

(/o  =  2j  Qih  0 

während  die  Grössen  (jf^^  unverändert  bleiben. 

Ich  behaupte  nun:  man  kann  die  verfügbaien  Gröesen 
qA  80  Wahlen,  dam 

1.  auch  die  Grössen  ^Jf  —  ebenso  wie  die  Grössen  rjj^  — 
ganze  ZahU'Ti  >iml.  und  (ia>i 

2.  die  aus  m  bpaiten  des  Systems 

Hl      Qi  "  Qh 


9l        02     '  •  Qh 


gebildeten  Determinanten  Grades  keinen  gemeinschafl- 
liclien  Divisor  haben. 

Zum  Beweise  ist  zunächst  zu  bemerken:  weil  nach 
Voraussetzung  die  m  inf.  Transformationen  C,  (f)  linear  un- 

abhäiiLMLT  sind,  so  können  nicht  alle  Determinanten  f»*®"  Grades, 
die  aus  m  Spalten  des  Systems 


1  H 

(m) 

gebildet  sind,  verschwinden.  AN  ir  können  ferner  vorau^sety.en, 
dass  nicht  alle  ti  zu  einer  inf.  Transformation  C'«(/)  gehörigen 
Grössen 
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einen  gemeinschaffclicheu  Divisor  hieben.  Wären  nämlicli 
diese  fi  Zahlen  durch  die  Zahl  a  iheilbar,  so  hätte  mau  mir 

die  inf.  TranaformAtion  Ci(f)  durch  ^^'(/)  ^  ersetzen. 

Urft  nun  unsere  Behauptung  zu  beweisen,  gehen  wir 
▼on  der  Aunahme  aus,  dass  nicht  alle  Unterdeterminanten 
A— 1^  Grades,  deren  Elemente  den  h—1  ersten  Zeilen  des  Systems 
(R)  angehören,  einen  ?on  1  yerachiedenen  gemeinschaftlichen 
Divisor  besitzen.  Diese  Voraussetzung  ist,  wenn  nicht  fQr 
grössere  A,  so  doch  sicher  für  Ä  «  2  erfüllt.  Es  sei  sodann 
(i  der  grösste  gemeinschaftliche  Divisor  aller  der  Unter- 
determinanten Grades,  deren  Elemente  den  //  ersten  Zeilen 
von  {M)  angeboren.  Unter  den  Unterdeterminanten  h — P*"* 
Grades,  deren  Elemente  den  h—1  ersten  Zeilen  von  {Ii)  an- 
gehören, ist  mindestens  eine  nicht  durch  a  theilbar.  K^;  sei 
dies  die  aus  den  Elementen  der  h—l  eisten  Spalten  gebildete 
Determinante  Da-i*  Unter  den  TJnterdeterminanten  h*^  Grades, 
deren  Elemente  den  h  ersten  Zeilen  von  (R)  angehören  und 
die  alle  Elemente  von  Dh-i  enthalten,  hat  mindestens  eine 
einen  von  Null  verschiedenen  Werlli.  Es  sei  dies  die  aus 
den  Elementen  der  h  ersten  Spalten  gebildete  Determiniinte 
Dr..  Es  sei  ferner  h  der  grösste  gemeinschaftliche  Divisor 
von  A-i  und  a,  so  dass  jedenfalls  6  <  a  ist.  Endlich  sei 
i  eine  Wurzel  der  Congruenz  t  Iii,  -]  b  mod  a. 

Wir  lassen  nun  an  Stelle  der  inf.  Transformation  Qk  (f) 
die  Transformation 


treten.  Dementsprechend  tritt  an  Stelle  des  Zahlensystems 
(Ii)  ein  Zahlensystem  das  sich  von         nur  in  den 


'     a  \  d 


316        SÜMung  der  math.'phyi,  ClasH  vom  7,  Juli  1894. 

Elementen  der        Zeile  unterscheidet,  indem  die  Zahlen 
durch  die  Zahlen 

^•""a  Var?)'^«'  äff 

(a     1, 2, . .  n) 

ersetzt  gind«   Die  Gröasen      sind  ganze  ZahleD,  denn  der 

Zfthler  Ton      ist  nach  dem  Modal  a  dem  ^-fachen  einer  der 

Unterdeterminanten  h^^  Grades  congruent,  die  aus  den  Ele- 
menten der  h  ersten  Zeilen  des  Systems  {R)  gebildet  sind, 
er  ist  also  durch  a  theilbar. 

Man  überzeugt  sicli  nun  leicht,  dass  h  der  grösste  p»*- 
mein^chaftliche  Divisor  der  rnLerdeterrninanten  Ä**"  Gradtö 
ist,  die  aus  den  p]lementeu  der  h  ersten  Zeilen  des  Systems 
ifi)  gebildet  sind.  An  Stelle  des  gemeinschaftlichen  Divieors  a 
ist  somit  ein  kleinerer  gemeinschaftlicher  Divisor  6  getreten. 

Es  ist  nun  klar,  dass  bei  wiederholter  Anwendung  des 
eben  durchgeführten  Verfahrens  an  Stelle  des  Systems  {R) 
ein  System  {B^)  von  der  Btschaffenlieif  tritt,  dass  die  Unter- 
determinanten h^^  GradeSf  die  aus  den  Elementen  der  h  ersten 
Zeilen  gebildet  sind,  keinen  gemeinschaftliehen  Divisor  mehr 
besitzen.  Aus  diesem  System  (jRj)  leitet  man  dann  in  ana- 
loger Weise  ein  System  (7?^)  von  der  Reschatfenheit  ab,  dass 
auch  die  Unterdeterminanten  h  -f- 1^"  Grades  keinen  gemein- 
schaftlichen Divisor  mehr  besitzen  u.  s.  w. 

Wir  woUen  nunmehr  voraussetzen,  die  Inf.  Trane- 
formation (f)  C,  (/) ,  .  C,n  (f)  seien  von  Anfang  au  so  ge- 
wählt, dass  die  aus  tn  Spalten  des  Systems  (R)  gebildeten 
Determinanten  m^^*^  Grades  keinen  gemeinschattlichen  Divisor 
besitzen* 

Unter  dieser  Voraussetzung  bezeichne  ich  die  genannten 
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ini.  Transf ormatioiien  als  ein  kanonisches  System  iuf.  Trans- 
formationen. 

Die  Coe£&cient6&  aj^  der  aligemeiaen  Substitution  unserer 

m-gliedrigen  Grnppe  A  sind  —  wie  in  der  Einleitung  be- 
merkt worden  ist  —  durch  Differentialgleicbiiogen  der  Form 

ifii^V'v^  ^0)  pW  ;^iu=  1,2,..  II 
^"iyti  ^'  1 «  1 , 2, . .  m 

und  die  Anfangsbeämgungen  aj^  =  (^  für 

bestimmt.   Ich  setze  nun  Pf  =t  0,  wenn  t  und  j  ungleich 

sind  und  Fi^  =  ^.    Dass  diese  Festsetsung  nicht  gegen  die 

Integrabilitätsbediagung  verstösst,  wird  sich  im  Folgenden 
Ton  selbst  ergeben« 

Die  Yorstehenden  Differentialgleichungen  kann  man 
wegen  der  Gleichungen  (T)  durch  die  folgenden  ersetasen: 

(a,  A  SS  1,  2, . .  n;  f  a  1,  2, . .  m) 

und  aus  diesen  ergibt  sich  bei  Berücksichtigung  der  Anfangs- 
bedingungen 

(<7,  A  =  1,  2,  .  .  9i) 

Durch  diese  ii*  Gleichungen  sind  die  SubsHtutions- 

coefficienten  als  rationale  Funktionen  der  Parameter  bestimmt. 
Um  zu  beweisen,  <ia^s  auch  umgekehrt  die  Parameter  rationale 
Funktionen  der  Substitutionscoefficienten  sind,  nehmen  wir 
an,  den  beiden  Werthqrstemen  der  Parameter 

tii  II, . .  Um  und        . .  t;», 
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entspreche  dasselbe  WerthsyAtem  der  GrOssen  a^^,  und  wir 

beweiseu,  dass  daim  nothwendig 

Aas  unserer  Vorausseteuug  ergibt  sich 

Qnd  hieraus  folgt«  dass  eine  jede  tob  den  ii  Summen 

eine  ganze  Zahl  ist. 

Wir  setzen  nun,  unter  eine  ganze  Zahl  versteheiid, 
die  n  Gleichungen 

1    ^  ih) 


an  und  bilden  von  denselben  alle  die  Combinationen  so 
die  m  von  einander  unabhängige  Gleichungen  umfassen.  Die 
Auflösung  eines  dieser  Gleichungssysteme  ergibt  die  in  Grteeo 

log  —  als  Quotienten,  deren  Z&hler  Ton  den  Zahlen 

abhängige,  nicht  näher  bestimmte  ganze  Zahlen  sind,  nnd 
deren  gemeinschaftlicher  Nenner  —  die  Auflösungsdeter- 
minante —  eine  Ton  den  Determinanten       Grades  ist,  die 

aus  m  Spalten  des  Systems  (72)  gebildet  sind,  und  es  ist  klar, 
(hiss  jede  derartige  Deterniinunto.  die  nicht  verschwindet,  al> 
Auf lööUDgsdeterminante  zu  einem  unserer  Systeme  von  » 
Gleichungen  gehört.  Der  kleinste  gemeinschaftliche  Nenner 

der  m  lirüche  ^     log  ~  muss  daher  gemeinschaftlicher  Divisor 

aller  lier  genannten  Determinanten  sein;  er  ii>t  aLiO  =  1- 
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Demnach  siud  die  Logarithmen  der  Quotienten  ^  Multipla 
von  %n%  and  es  ist  folglich  v^^^u^  v^ssn^..  t?^ s Um 

IV. 

Die  beiden  Theile  nnseres  Beweises,  die  sich  auf  Gruppen 
der  eisten  und  der  dritten  Cias^e  (s.  Einleitung)  bezieben, 
bernben  auf  einem  gemeinscbaftliehen  Grandgedanken.  Ich 
beginne  mit  der  Darlegung  dieses  Beweisprincips. 

Es  seien  m  reguläre,  linear  unabhängige,  inf.  Trans- 
formationen 

C,{f)  C,(f).,  c„An 

Torgelegt,  die  eine  »t-gliedrige  Gruppe  erzeugen.  Wir  be- 
stimmen die  zu  einer  jeden  inf.  Transformation  C,  (/ )  gehörige 
eingliedrige  Gruppe  Bi(ui)  (s.  Einleitung)  und  setzen  dann 
diese  m  eingliedrigen  Gruppen  zu  der  m-gliedrigen  Gruppe 

zusammen. 

BezQglich  der  inf.  Transformattonen  Ci{f)  machen  wir 
nun  die  Voraussetzungen: 

1.  es  sollen  die  q  ersten  von  denselben  fQr  sich  eine 
Gruppe  bestimmen  und  ebenso  sollen  die  m — q  letzten  fttr 
sich  eine  Gruppe  bestimmen. 

Alsdann  werden  die  q  ersten  unter  den  eingliedrigen 
Gruppen  J9,  («,)  sich  zu  einer  g-gliedrigen  Gruppe 

'  (tt,  a, . .  fi,)  =  B,  (ttj)  i?,  (iij) . .  B,  (u,) 

imsaromensetzen  und  ebenso  werden  sich  die  m-^q  letzten 

zu  einer      -t^-gliedrit^en  Gruppe 

A"  (tt^l  .  .  tl«)  =  Bf^i  (Uf^i)  Bf^  .  .  Bm  (Um) 

zusammensetzen. 

Wir  nehmen  nun  an,  es  sei  bereits  bewiesen: 
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2.  Die  Parameter  .  .  m^,  von  denen  die  Coefficienten 
a^^  der  allgemeinen  Substitution  der  Gruppe  A'  al)häiigen, 
lassen  sich  als  rationale  Funktionen  der  Coethcieiiten  a^^  dar- 
stellen und  ebenso  sind  die  Parameter  Ug^i  Ug^2  .  •  t4«,  von 
denen  die  Coefficienten  a^'^  der  allgemeinen  Substitution  der 
Gruppe^"  abhängen,  rationale  Funktionen  der  Coefficienten  a;j^. 

BezQglich  der  Gruppe  A'*  machen  wir  noch  die  weitere 

Voraussetzung: 

3.  Unter  den  Potenzen  einer  beliebigen  Substitution  S 
der  Gruppe  A.  "  soll  die  identische  Substitution  nur  dann 
vorkommen,  wenn  S  selbst  die  identische  Substitution  ist, 
wenn  also  die  der  Substitution  entsprechenden  Parameter 
die  Werthe  haben,  die  in  der  Einleitung  als  Anfangswerthe 
der  Parameter  bezeichnet  worden  sind. 

Aus  dieser  Voraussetzung  ergibt  sich  in  bekannter  Weise, 
dass  alle  Potenzen  einer  Substitution  S  der  Gruppe  A"  unter 
einander  verschieden  sind. 

Geht  also  die  Substitution  S'^  aus  der  allgemeinen 
Substitution  der  Gmppe  dadurch  hervor,  dass  man  den  ver- 
fügbaren Parametern  u^^i  . .  die  Werthe  tc^^i  ^tI^  •  • 
Wm^  ertheilt,  so  sind  diese  Werthsysteme  ttj^-i  wl%.'2  •  die 
den  verschiedenen  Potenzen  von  entsprechen,  alle  unter 
einander  verschieden. 

Ich  behaupte  nun,  die  eingeführten  Voraussetzungen 
reichen  für  den  Beweis  bin,  dass  sich  die  Parameter  Uj  ti, . .  u«, 
rational  durch  die  Coefficienten  aj^  der  allgemeinen  Sub- 
stitution der  Gruppe  A  darstellen  lassen. 

Zum  Beweis  ist  zunächst  zu  bemerken : 

Weil  die  Snbatitntionscoefficienteii  a;^  rationale  Funk- 
tionen der  Parameter  ?<j  u.^  .  .  ?/„,  sind,  so  hänsfen  umgekehrt 
die  Parameter  algebraisch  von  den  )Substitutionscoefficienten 
ab  und  weil  die  Gruppe  A  m-gliedrig  ist,  also  über  m  der 
Substitutionscoefificienten  durch  geeignete  Wahl  der  Parameter 


üiyiiizeü  by 


X.  MoMinr:  Zur  Tluorie  der  «mlMimrUdbefi  €te.  Gruppen.  321 


Terlfigt  werden  kann,  so  kann  eineni  Wetthsystom  der 
Sobstüntionscoefficienten  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Werth- 
systemen der  Parameter  entsprechen.  Um  die  eben  aufge- 
stellte Behauptung  zu  beweisen,  genügt  es  also'  zu  zeigen: 

Wenn  eineni  VVerthsysteme  der  Substitutionscoefticienten 
zwei  verschiedene  Werthsysteme  der  Parameter  entsprechen, 
so  entsprechen  ihm  uuendlich  viele  Werthsysteme  der  Parameter. 

Nehmen  wir,  um  diesen  Nachweis  zu  ffihren,  an,  den 
beiden  Parametersystemen 

w,  u^.  .  Utn  und         .  .  Vm 

entspreche  dieselbe  Substitution  der  Gruppe  Ä,-  Es  sei  also 

ohne  dass  gleichzeitig  die  m  Gleicliungen  i\  —  f.,  =  .  . 
bestehen.  Da  allgemein  A  —  Ä'  ä  "  so  kann  man  die 
symbolische  Gleichung  (6r)  durch  die  folgende  ersetzen: 

.^/.      ä'  («i  »2 . .  «,)  A"  («^1  «^8  . .  Um) 

=  il'  (Vi       .  .  Vj)  A"  .  .  Vm) 

und  hieraus  folgt: 

(»rt-i       •  •  =  1 

wo  in  üblicher  Weise  die  identische  Substitution  mit  1  be- 
zeichnet ist. 

Wegen  des  Gruppencbarakfcers  der  Substitutionen  A' 
nnd  A"  kann  man  Funktionen  t0|W, ..  Wq  Yon  u^u^*, 
nnd  t^i  t^,  . .  Vq  nnd  Funktionen  Wq^i  Wf^t , .  Wm  von  iig^i 
«y4.a  * .  tim  und  Vqj^t       . .  tr«,  derart  bestimmen,  dass 

iJ)    [A'  (vj     . .  A*  (m,  tig  ..«,)»  J.'  {M7,      . .  w,) 

und     A"  (ttj+l  .  .  Mn.)  [ii"  (Vj+l  Vg4«  .  .  «m)]"' 

Nach  unserer  zweiten  Voraussetzung  hsirigen  diese 
B^unktionen  tc  rational  von  ihren  Argumenten  ab. 

189i.  HaUi.-pby8.  Gl.  ».  21 
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Setzen  wir  sodann  fOr  beliebige  ^)ositiye  und  negilife 

Exponenten  h 

^    [il''(i<;^,ti;^t..«;4]*  =  .i''(tc;;*|,<i2..«tf^ 

80  sind  auch  die  Grössen  wf^      .  .  w^q^  rationale  Funktionen 
▼on  u^u^,.Uq  und  v^v^,,     and  die  Grössen  ulfli  u(^t . .  ^ 
rationale  Funktionen  Yon       Uq^% . .      und  v^i      . .  v 
Die  Substitation 

ist  von  der  identiscben  Substitution  veiscbieden. 
Denn  andemfiillB  wäre 

und  nach  unserer  zweitenVoraussetzung  folgt  hieraus  v^^i^u^\ 

Wegen  (G)  wäre  nun  auch 

Ä  (t*j     . .  tt,)  =     (»,  V, . .  t;,) 

also  auf  Crrund  der  zweiten  Voraussetzung  auch 

im  Widerspruch  mit  der  Annahme,  von  der  wir  ange- 
gangen sind. 

Aus  unserer  dritten  Voraussetzung  ergibt  sich  nunmehr, 

daj>5>  die  Werthbysteme 

alle  untereinander  verschieden  sind. 

Nun  folgt  aus  (i£ )  bei  Berücksichtigung  von  {J)  und  {S) 

\_Ä  (m?,  t^^g .  .  (m;,+i        . . 

für  beliebige  positive  und  negative  Exponenten  h. 


Digitized  by  LiOOgle 


L,  Maurer:  Zw  Theorie  der  conUnuirhchen  etc.  Gruppen.  323 

Es  entsprechen  also  der  identischen  Substitution  un- 
endlich viele  verschiedene  VVerth-systenie  der  Parameter  und 
hieraus  schliesst  mau  leicht,  dass  einem  jeden  System  der 
Sabstitationacoeffieienten  unendlich  viele  Werthsysteme 
der  Parameter  entsprechen. 

Damit  ist  bewiesen,  das.s  die  Annahme,  die  Parameter 
-eieii  nicht  rationale  Funktionen  der Substitutionscoefticienteu 
20  einem  Widerspruch  führt. 

Durch  gaii2  analoge  Betrachtangen  beweist  man: 

Unter  den  Potenzen  der  Substitution 

kann  nur  dann  die  identische  Substitution  auftreten,  wenn 
sich  die  öubätitution 

A"  (Uf^i  u^i , .  Um) 

auf  die  identische  Substitution  reducirt. 

V. 

Der  Thefl  des  Beweises,  der  sich  anf  Gruppen  der  ersten 

Classe  bezieht,  bietet  nun  keine  Schwierit^keit  mehr. 

Ich  nehme  zunächst  an,  es  sei  nur  eine  reguläre  inf. 
Transformation  erster  Art  C  (f)  vorgelegt.  Die  zu  dieser 
hif.  Transformation  gehörige  eingliedrige  Gruppe  B{u)  ist 
in  meiner  früheren  Abhandlung  (S.  122)  in  expliciter  Form 

dargestellt  werden.  Aua  den  daselbst  gegebenen  Formeln 
ergibt  sich 

1.  Der  Parameter  u  läset  sich  rational  durch  die  Coeffi- 
cienten  b^^  der  allgemeinen  Substitution  der  Gruppe  B  dar- 
stellen. 

Ferner:  Setzt  man  zwei  Substitutionen  der  Gruppe  B  (tt) 
und  mv)  zusammen,  so  ergibt  sich 

Biu)  B(v)^B(u  +  i>) 

21* 
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Eb  isfc  somit 

[B(u)]'^B(hu) 

Die  ideotische  Sabstitution  entspricht  dem  Paramete^ 
Werth  it=8  0.    Daraus  folgt 

2.  In  der  Reihe  der  Potenzen  der  Substitution  B{u] 
kann  die  identische  Substitution  nur  dann  auftreten,  wenn 
t4  =  0,  also  schou  die  Substitution  B  (u)  selbst  die  identiseiie 
Substitution  ist 

Es  sei  nun  eine  m-gliedrige  Gruppe  der  ersten  Cla«e 
vorgelegt. 

seien  untereinander  linear  unabhängig,  im  Uebrigen  aber 
beliebige  inf.  Transformationen  derselben.    Sie  sind  slk 

regulär  von  der  ersten  Art,  weil  die  Gruppe  naci.  ihrer 
Definition  keine  anderen  inf.  Transformationen  enthält. 

Zwischen  diesen  m  inf.  Transformationen  bestehen  Re- 
lationen der  Form 

CiC,iJ')-CuCi{f)^t4Cs{f)  »,Ä«l,2,..iii 

Ich  behaupte,  die  charakteristische  Determinante 

kann  für  keinen  von  Null  verschiedenen  Werth  von  r  ver- 
schwinden. 

Nehmen  wir  nämlich  an,  diese  Determinante  venchwinde 
fQr  den  von  Noll  verschiedenen  Werth  r  =  a»,  dann  kma 

man  eine  lineare  Combination  K(j)  der  inf.  Transformatioaen 
^\{f)  ^8  (/)  •  •       (/)  derart  be>timnien,  dass 

Aber  dies  ist  nach  dem  er-ten  Hülfssatz  de»  Art.  II  un- 
möglich, weil  Ci  (/)  regulär  von  der  ersten  Art  ist. 

Daraus  folgt,  dass  die  Gruppen  erster  Glasse  ni  den- 
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jenigen  Gruppen  gehören,  die  H.  Killing  als  Gruppen  vom 
Rftug  Null  bezeichnet  hat. 

Für  diese  Gruppen  gilt  der  Satz:^) 

Man  kann  die  inf.  TraDsformatiooen  C^(/)  so  wählen, 
daas  816  den  Relationen 

(J)  OiCu{n-CkQ{f)=^^f!efCi(f) 
(%»l,2,..f--l;  «»2,3,..  m) 

gentigen. 

Das  cljarakteristische  an  den  Relationen  (r/)  ist:  nie 
haben  zur  Folge,  daas  die  i  inf.  Transformationen 

für  .sieb  eine  i-gliedrige  Gruppe  bestimmen,  und  zwar  gilt 
dies  für  t  =  1,  2, . .  w. 

Ein  System  Ton  m  anter  einander  linear  unabhängigen 
Transformationen,  das  den  Relationen  (J)  genQgt,  bezeichne 
ich  als  kanonisches  System. 

üm  nun  die  m-gliednge  Gruppe  A  zu  bestimmen,  die 
Ton  den  m  inf.  Transformationen  C,  {f)  erzeugt  ist,  bestimmen 
wir  zunächst  die  zu  einer  jeden  inf.  Transformation  Otif) 
gehörige  eingliedrige  Gruppe  Bi{u{^  und  setzen  dann  diese 
m  eingliedrigen  Gruppen  zu  der  m-gliedrigen  Gruppe 

A(u^u^,.u^=^B^  (uj)     (u^  . .  B^  {Um) 
zusammen.    Da  die  inf.  Transformationen 

für  sich  eine  Gruppe  beistimmen,  so  setzen  sich  ilie  m — 1  ein- 
gliedrigen Gruppen 

B,  (!»,)  B,  (S)  . .  Bm-l  {.Um-l) 

Ij  iJiöSertation  von  ümlauf:  üel«er  die  Zusamiuensetzung  der 
Gruppen  vom  Ranj?  Null.  Leipzig  1891.  Vergl.  auch  Engel,  Leipziger 
Berichte  1887  S.  95. 
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m  einer  m — l-gliedrigen  Gruppe 

Ä  (if,  tit  .  .  Um^j)  —        (»,)       («^  .  .  («.-1) 

/usanimen  und  A^u^u,..  u,,,)  nnt-teht  durch  Zuäaiumen- 
setzun;.'  v'>n  A'  (u^  u.,  .  .  m»_i}  und  B„.  (u,n). 

Um  zu  ^h; weisen,  da&s  sich  die  Parameter  rational  durch 
dir«  Coefficieaten  der  ailgemeinen  Substitution  der  Gruppe 
darstellen  lassen,  nehmen  wir  an ,  die  Behauptung  gelte  för 
Gruppen,  deren  Giiederzabl  kleiner  als  m  ist,  und  beweisen^ 
dass  sie  dann  auch  fftr  m-gUedrige  gilt.  Da  sie  fttr  dn- 
gliedrige  Gruppen  gilt,  gilt  sie  dann  allgemein. 

FQr  die  Gruppe  Ä  gelten  auf  Grand  onserer  Annahme 
die  Voraussetzungen,  die  im  vorigen  Artikel  bezüglich  der 
dort  mit  A'  bezeichneten  Gruppe  gem;iclit  worden  sind;  für 
die  »*inglieilrige  Gruppe  gelten  die  im  vorigen  Artikel  An- 
züglich der  Gruppe  A"  gemachten  Voraussetzungen.  Öomit 
ergibt  sich  der  Beweis  unserer  Behauptung  ans  den  Be- 
trachtungen des  vorigen  Artikels. 

Die  Gruppen  erster  Olasse  haben  die  bemerkenswerthe 
Eigenschaft,  dass  unter  den  Potenzen  einer  Subatitntbn 
A  (Uj  . .  Um),  die  der  Gruppe  angehört,  nur  dann  die 
identische  Substitution  auftreten  kann,  wenn  sich  die  Sub- 
stitution A  (m,  Mg  .  .  ?<„,)  selbst  Hilf  die  identische  Sii})stitution 
rcducirt.  Der  Btnvei.-^  ergiebt  sich  aus  der  Schlus.sbemerkung 
des.  vorigen  Art.  Darnach  muss  nämlich,  damit  unter  den 
Potenzen  der  Substitution 

A  («,      . .  Um)  »  il'  (tl,  tf| .  .  BmiUm) 

die  identische  Substitution  vorkommt,  J?„  (««)  die  identische 
Sulistitution  .sein,  woraus  u,,,  =  0  folgt.  Man  sclilit  --!  d  niu 
in  der?jelben  Weise  weiter,  dass  .sich  jede  der  Substitutionen 
ßm-i  (ym-2) . .  -Bi  («i)  auf  die  identische  Sub- 

stitution reducirt ,  dass  also      =s     =s     .  .  s  u«,  =  0  ist. 

Aus  der  Definition  der  Gruppen  erster  Olasse  hat  sich 
ergeben:  man  kann  m  untereinander  linear  unabhängige 
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inf.  Transformationen  der  Gruppe  so  wählen,  dass  1)  jede 
derselljeii  regulär  von  der  ersten  Art  ißt,  und  dnss  2)  die 
Zusammensetzung  der  Gruppe  durch  Gleichungen  der  Form 
(J)  bestimmt  ist. 

Es  isfc  nicht  schwer  zu  beweisen,  dass  umgekehrt  diese 
beiden  Eigenschaften  eine  Gruppe  erster  Glasse  —  d.  h.  eine 
Gruppe,  die  nur  reguläre  inf.  J'ransfbrmationen  erster  Art 
enthält  —  charakterisiren.  Icli  unterlasse  diesen  Nachwei«, 
weil  er  für  das  Folgende  nicht  nothwendig  ist,  und  beschränke 
mich  auf  die  Bemerkung,  dass  die  beiden  eben  angeführten 
Eägenschaften  &iT  den  Beweis  hinreichen,  dass  sich  die 
Parameter  rational  durch  die  Coefficienten  der  allgemeinen 
Substitution  der  Gruppe  darstellen  la^en,  und  dass  keine 
Potenz  einer  von  der  identischen  verschiedenen  Substitution 
der  Gruppe,  die  identische  Substitution  ergeben  kann.  Es 
ergibt  sich  dies  nnmitteibar  aus  dem  Gang  des  gegebenen 
JSe^veises. 

Im  Folgenden  wenden  wir  die  Bezeichnung  , Gruppe  erster 
Claöse*  auf  alle  die  Gruppen  an,  die  die  beiden  eben  ge- 
nannten charakteristischen  Kigenscbaften  besitzen. 

VL 

Wir  gehen  nunmehr  zu  den  Gruppen  der  dritten  Classe 
über,  die  reguläre  inf.  Transformationen  sowohl  von  der 
ersten  als  von  der  zweiten  Art  enthalten. 

Es  sei  C|  (/)  eine  beliebige  in  der  Gruppe  enthaltene 
Ti^piil&re  inf.  Transformation  zweiter  Art. 

Unter  den  in  der  Gruppe  enthaltenen  inf.  Trans- 
formationen Kif)^  die  mit  C,  (/)  vertauschbar  sind,  d.  h.  der 
Relation  C\  K  (f)  —  K  C^{f)  =  0  genügen ,  wählen  wir,  — 
wenn  es  solche  gibt  —  eine  reguläre  Transformation  zweiter 
Art  ans  nnd  bezeichnen  sie  mit  (/*).  Gibt  es  weitere 
regolftce  Transformationen  zweiter  Art,  die  mit  0|  (f)  und 
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Q  (f)  vertauschbar  und  von  diesen  linear  uuabbaogig  «od, 
so  bezdcbnen  wir  eine  derselben  mit  O^if)  u.  s.  w. 

Nehmen  wir  an,  es  finden  sich  genan  reguläre  Tnm^ 
formationen  zweiter  Art 

die  untereinander  linear  nnabhSngig  und  paarweise  Ter- 

tauscbbar  sind.  Diese  bestiuimen  eine  mQ-^liedritre  Gruppe 
Aq^  die  der  zweiten  Classe  angehört.*)  Daran  wird  .-elhst- 
redeud  uichts  geändert,  wenn  wir  an  Stelle  der  inf.  Trans- 
formationen 

C,(f)  0,{f)..  o^if) 

lineare  Combinatioiien  derselben  treten  lassen.     Wir  köiiii*»n 
desshalb  vorauiiiieUeu ,   diese        inf.  Transformationen  «eieu 
so  gewählt^  dass  sie  ein  kanonisches  System  für  die  Gruppe 
bilden  (Art  III). 

Mit  Cn^,  (f)  {f)  .  .   Cf«  (f) 

bezeichnen  wir  irgend  welche  untereinander  and  tos  C,  (/) 
C^if) ,  .  O^if)  linear  unabhängige  inf.  TransformationeD 
der  vorgelegten  m-gliedrigen  Gruppe  A, 

Die  m  inf.  Transformationen  (/,(/)  genügen  üelationen 
der  Form 

Aus  der  Art,  wie  die  ersten  inf.  Transformationai 
gewählt  worden  sind,  folgt,  dass 

=  0    für  i,  Ä  =  1,  2, . ,  «ijj  und  ^'  =  1, 2, . ,  « 

Zwischen  drei  inf.  Transformationen  besteht  die  Jaoobi*scbe 
Identität*) 


1)  Diese  Zahl  7»,^  stimmt  mit  der  Zahl  üborein,  die  H.  KilUag 
als  Rang  der  (iruppe  bezeichnet.    Math.  Annalen  Bd.  83. 
5)  Lie,  Tranaformationägruppen  1  ä.  B4. 
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Ok-  Cf»     -  (C,  (7,  ~  C5k  Q)  C,  +  Ci{C,  C*-  Ck  0») 
-  (C?»  C»  -  C» C»)  Cf, H-  Cf» (C»    -  Of C»)  —  (O* C(r-  (7,Ck)  CTfc^  0 

Siud  i  und  ^  Zahlen  aus  di^r  IJeihe  1,  2, .  .  tw^,  so  ist 
C<  C*  —  C*  C<  =  ü  und  es  folgt  mit  Rücksicht  auf  {J) 

t  ^  (C,  Q  -  C      +  £  «-'  (C*  C,  -  Q  C*)  =  0 
aod  hieraus  weiter 

mm  ... 

L  (v  «y + «"  eJo  =  0 

Die  m  inf.  Transformationen  Ci  (f)  sind  untereinander 
linear  nnabhängig,  ferner  ist  cy'  =  —  ej^  folglicli  ist 

ReprSsentiren  wir  das  System  der  f»*  Constanten  ey 

(Ä, y=  1,2,  wi)  durch  das  Symbol  Ei,  so  lassen  sich  die 
vorstehenden  Gleichungen  durch  die  symbolischen  Gleichungen 

repräsentiren.  Die  zu  einem  der  Systeme  J'j,  gehörige 
charakteristische  Determinunte  kann  nur  Elementartheiler 
erster  Ordnunu;  i)e.sitzeu.  Denn  andernfalls  könnte  man  zwei 
nicht  identisch  verschwindende  inf.  Transformationen  der 
Gruppe  K  (f)  und  iT  (/)  so  bestimmen,  dass 

aK'if)  -  K*  a  (D^^K'  (f)  +  K(n 

Aber  dies  iät  wegen  des  dritten  Hülf^atzes  des  Art.  II 
nicht  möglich. 

Demnach  gentlgeo  die  Systeme  Et  den  Yoranssetznngen, 
auf  denen  der  vierte  HtllissatK  des  Art  II  beruht.  Man 
kann  also  ein  System  von  Constanten  mit  nicht  ver- 
schwindender Determinante  so  bestimmen,  dass 
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»»J  —  1,  ^, . .  m. 

Von  den  Gleichungen  (/)  benützen  wir  mm  diejenigen, 
die  emem  der  Indiceswerthe  i  =s  1,  2, . .  tn^  entsprechen,  und 
aetsen  zur  Abkarzung 

£)b  ergibt  sich 

Weil  6/  =  0  für  i,  /f  =  1, 2, . .  m^;  J  =  1,  2, . .  m,  ao 
kann  man  die  Grössen  wählen,  daas 

Es  ist  dann  Ki{ß  =  Ct{f)  für  » =  1, 2, . .  wi«  und  taf 
=  0  für     t  =B  1, 2, . .  m^. 

In  dem  aus     Zeilen  und  m  Spalten  bestehenden  System 
4«    al?^,  «2> 


haben  also  alle  Elemente,  die  den  ersten  Spalten  ange- 
hören, den  Werth  Null. 

Es  kann  der  Fall  eintreten,  dass  noch  weitere  Spalten 
dieses  Systems  kein  Ton  Noll  verschiedenes  Element  enthalten. 
Es  seien  dies  etwa  die  auf  die  ersten  «Mo  Spalten  folgenden 
fiio  Spalten,  dagegen  möge  in  jeder  weiteren  Spalte  wenigstens 
ein  von  Null  Terschiedenes  EUement  Torkommen. 

Jede  inf.  Translürmation,  deren  Iudex  7t  >^  mo  -i-  iwo  ist» 
genügt  somit  einer  lieiation 
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wo  iJt  TOD  Nu]l  Tencfaieden  irt.  Daraus  folgt:  jede  inf. 
Transforjnation  Kh  (f)  >  mo  +  ^6)  ist  regulär  von  der 
ersten  Art  (Art.  II  Hölfssatz  2)  und  es  folgt  überdies:  die 

(Tfö^sen  vi^^  sind  ganze  Zahlen.  Denn  muss  gleich  der 
Differenz  von  zweien  der  Werthe  r  sein,  für  welche  die  zu 
C,  (/')  gehörige  charakteristische  Determinante  (r)  ver- 
achwindet  (Art  II  Anfang).  Diese  Determinante  verschwindet 
aber  nur  f&r  ganazahlige  Werthe  von  r,  weil  Ciif)  regulär 
Fon  der  zweiten  Art  ist 

Bezüglich  m  —  fWo  von  den  inf.  Transformationen 

steht  nunmehr  fest,  dass  sie  regulär  sind,  nämlich  von  (h'ii 
t/io  er.sten  und  von  dem  m  —  nto  —  m,'  letzten.  Die  ersLereii 
sind  ?on  der  zweiten,  die  letzteren  von  der  ersten  Art.  Es 
bleiben  nur  noch  die  w6  inf.  Transformationen  übrig,  die 
den  Indices  ..nto-^nto  entsprechen.  Diese 

bedfirfen  einer  besonderen  Untersuchung,  die  im  nächsten 
Art.  durchgeführt  wird. 

Auf  Grund  der  Formeln  (Q)  kann  nun  die  vorgelegte 
Gnippe  in  benierkenswerther  Weise  in  Untergruppen  zer- 
fällt werden.  Zu  diesem  Zweck  bilden  wir  zunächst  —  unter 
«1  «2  .  «mo  ^anze  Zahlen  verstehend  —  eine  lineare  Com- 
binatiou  der  inf.  Transformationen  zweiter  Art 

i(f)  «  «,  jP,  (/)+ <S-K;(n . .  + 

Aus  den  Gleichungen  (ß)  folgt 

Z.iCA(n-Ä*X(/)«^*i:*(rt  Ä=l,2,..»i 

Wo  zur  Abkürzung 
gesetzt  ist. 

Die  zur  Verfügung  stehenden  Zahlen  a  denken  wir  so 

gewählt,  dass 
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1)  ffh  irar  dann     0  ist,  wenn  gleichaseitig 

also  w&m  A  ^  Mo  4~  ^  daas 

2)  zwei  yerschiedene  Zahlen  ^  und  ^-  nur  dann  einander 
gleich  sind,  wenn  gleichzeitig 

Die  Indiceabezeiehnnng  denken  wir  ans  so  gewählt,  daas 
m  der  Reihe  der  Zahlen 

die  positiven  den  negativen  und,  unter  Zahlen  gleichen  Vor^ 
Zeichens,  die  dem  absoluten  Werthe  nach  grosseren  den 
kleineren  vorangehen.  «1+  sei  die  Anzahl  der  positiven, 
fw_  die  Anzahl  der  negativen  g. 

Bilden  wir  mm  ilie  Jacobi'sche  Kclation  für  die  inf. 
TransformatiüiR'ii  K,.  (f)  Ky  (f)  L{f).    Sie  lautet: 

L (Ä» Kj -  K,  h\ )  ~  (Ä, Ky  -KyKn)L-\-  K, {K,  Kj) 
—  {Kj  L-L  Kj)  K,  4-  Kj  {LKu-K,  L) 

Die  4  letzten  Glieder  ergeben 

-  («,•  +  «»)  (if*  £y  -  JC) 

Sei  nun  Kh  Ky  —  Ky  Kh  ^         -\-     K^  .  .  -j- 
wo      dj .  .  d,n  Constante  bedeuten,  die  in  leicht  7.11  über- 
sehender Weise  von  den  Constanten  £/ ,  die  in  den  Gleichungen 
(J)  vorkommen,  abhängen. 

Nun  erhalt  die  Jacobi*8che  Relation  die  Form 

m  m 

oder  aueh 
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^Veil  die  inf.  TraiisforuKitiuiie«  £4  untereinander  linear 
unabhängig  sind,  so  folgt  hieraus 

di  =  0,  wenn  nicht     «  ^  -f-  ist 

Nehmen  wir  zunächst  an,  j  and  h  seien  Zahlen  aus  der 
Beihe  1, 2, . .  mo  +  ^  Dum  ist  ^  »  0  Qh^O  also  64^0 
wenn  nicht  anch     »  0. 

In  dem  Ausdruck  Kh  Kj  —  Kj  koiumea  in  diesem 
Fall  nur  die  inf.  Transformationen 

Tor.   Diese  ino  -h  Mo  inf.  Transformationen  bestimmen  also 
Ar  sich  eine  Gruppe  F,  die  die  t?)o-gliedrige  Gruppe 
als  Untergruppe  enthält. 

Nelunen  wir  zweitens  au,  j  und  h  seien  Zahlen  aus  der 
JBeihe  ino  +  +  +  itio  +  ^1  -  •  »to  +  mo  +  n&f,  dann 
sind  i^j  nnd  positiv,  also  ist  di »  0,  wenn  nicht  auch  qi 
positiv  ist.    Da  ferner  die  positiven  q  nach  absteigender 

Grösse  geordnet  sind,  so  kann  die  (ileicbuu^f  Qi  =  o,  -\-Q), 
nur  dann  bestehen,  also  nur  dauu  c),  von  Null  verrfciiiedeu 
sein,  wenn  der  Index  i  grösser  als  der  grössere  der  beiden 
Indices  A  ist.  In  dem  Ausdruck  K^K/  —  Kj  Kk  kommen 
slflo  nur  solche  inf.  Transformationen  Ki  vor,  die  positiven 
Wertben  entsprechen  nnd  deren  Index  grosser  als  der 
grTK-ere  der  beideu  Indicas  h  i.st.  Demnach  bestimmen 
die  inf.  Transforiuutioueu,  die  zu  positiven  Werthen  q 
gehören,  für  sich  eine  Gruppe  erster  Classe  (vergl.  Art.  V 
Schluss)  und  sie  bilden  ein  kanonisches  System  inf.  Trans- 
formationen derselben. 

Ebenso  bestimmen  die  m_  inf.  Tranbformatiüiien ,  die 
zu  negativen  Werthen  von  Q  gehören,  für  sich  eine  Gruppe 
und  bilden  für  dieselbe  ein  kanonisches  System. 

Nehmen  wir  endlich  drittens  für  h  eine  Zahl  aus  der 

Reihe  1,  2,  .  .  »*o  +  wb,  für  j  eine  Zahl  aus  der  Reihe 
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«io  +  «io+l,  «lo  +  Äo  +  S, mo4'Mo  +  «M-»  w  wt  ei 
«  0  Q/  podtiT  und  aus        Qh-h  ^'  ^olfi^  Qi  =  0/  aocb 

positiv. 

Man  schliesst  hieraus:  die  inf.  Transformationen,  die  zu 
Terschmudendea,  und  diejenigen,  die  zu  positiven  Wertben  ^ 
gehören,  bestimmen  susammengenommen  eine  Gruppe.  Mit 
anderen  Worten:  die  fffo  +  mirgliedrige  Grappe  F  nnd  die 
iit4.-gliedrige  Gruppe  setasen  «ich  zn  einer  Gruppe  ff  xo- 
sammen ,  deren  Gliederzahl  wo     «lo  +       =  «t  —  m-  Ist 

VII. 

Die  Untergruppe  F  bedarf  einer  eingehenderen  Unter- 
suchung. 

Von  den  zu  dieser  Untergruppe  gehörigen  inf.  Tiana- 

tormatiouen 

^.  (/ )  =  i;  i  äJJ,  1^  a?^       t  =  l ,  2 , .  .  mo  + 

wissen  wir: 

1)  Die  ersten  derselben 

sind  regulär  von  der  zweiten  Art  und  sie  bestimmen  für  sieb 
eine  Untergruppe  A^. 

2)  Diese  inf.  Transformationen  sind  mit  allen  inf. 
Transformationen  der  Untergruppe  F  yertausehbar,  es  ist  abo 

f&r  •  ^  1,  2, . .  »to;  Ä     1, 2, . .  mo  +  mo. 
In  nicht  symbolischer  Form  geschrieben  heisst  das: 

für     ju  =  1, 2, . .  «  und  die  eben  angegebenen  VV  ertbe  der 
Indices  i,  h. 
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Da  die  nio  -f-  mo  inf-  Transformationen  eine  Gruppe  be- 
äümmen,  so  bestehen  weitere  Keiationen  der  Form 

Ä-^fi  =  1,  2, . .  n;  Ä,Z  =  «0  +  1,  »to  +  2, . .  fwo  +  wt6. 

Wir  werden  naii  beweisen:  die  mo  inf.  Transformationen 
^»o+i  (f)  ^«0+2  (/^  •  •  -*Wf«o  (/^  Isonnen  so  gewühlt  werden, 

(lass  sie  fQr  sich  eine  mo-irliedrige  Gruppe  Ao  bestimmen, 
die  der  ersten  Classe  angehört.   Ist  dies  erwiesen,  so  ist  klar, 
daaa  die  genannten  inf.  Transformationen  so  gewählt  werden 
kdnnen,  dan  sie  ein  kanonisches  System  bilden. 
Zum  Beweise  bemerken  wir  zunächst: 
Die  Coefficieuten  der       inf.  Transformationen 

geuü<?en  den  Voraussetzungen  des  vierten  Hülfssatzes  des 

Art  II*  Man  kann  also  ein  System  yon  GrOssen  d^^  ^  mit 
nicht  verschwindender  Determinante  derart  bestimmen,  dass 

ii=i 

Wir  fähren  nun  neue  Variable  durch  die  Substitution 

0=1 

ein,  wodurch  die  inf,  Transformation  JT«  (f)  in 

Übergeben  möge.  Auf  Grund  des  WeierstrassWhen  Theorems 
sümmen  die  zn  Jt*  {f)  und  JEä  if)  gehörigen  charakteristischen 
Determinanten  in  ihren  Elementartheilern  überein.  Diese 
beiden  inf.  Transformationen  sind  also  gleich/zeitig  regulär 
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oder  irregulär.        ist  femer  Idar,  dfiss  zwischen  den  inÜ. 

Transformationen  (f)  genau  dieselben  Kelatiunen  (2)  uiid 
(3)  bestehen,  wie  zwischen  den  inf.  Transformationen 

Nun  ist  fSr  •  =  l,  2, . . 


and  ans  (2) 

V  (li!^*^  /-^''^  —  J-^''^  Z-^''  ^  =  0        •=1,2,  ..mo 

folgt:  ^SIJ^  =  0  wenn  nicht  r^^  =      für  »  =  1,  2, . .  tw^. 
Ist  also  etwa 

r^^  =     . .  =  rS;^    für  t  =  1,  2, .  . 

aber  fKr  keinen  Index  v  >  x  gleichzeitig 

=  rl'^       für  $  =  1,  2, . .  mo 

so  luingcn  die  Coefficienten  der  Diffcruiitialquotienteu  ^ 
df       df  .  .  ' 

^ —  . .  g —  in  Kk  (f)  nur  ?on        . .  J/«  ab,  und  dieiie  \  ariabeln 

kommen  in  den  Coefficienten  der  Übrigen  Differentialquotienten 
nicht  vor. 

Die  Variabelu  yi  .  .  yx  Ifvssen  sich  also  derart  in  eine 
Reihe  von  Systemen  vertheilen,  dass  die  Coefficienten  der 
Differentialquotienteu  nach  den  Variabein  eines  Systems  nur 
von  den  Variabein  dieses  Systems  abhängen.    Die  Anzahl 

dieser  Systeme  sei  q  und  die  An/ahl  (ier  Variabein,  die  dem 
(jt«n  System  angehören .  sei  n^.  Dieselben  mögen  —  unter 
Abänderung  der  bisher  gebrauchten  Bezeichnung  —  mit 


(o)    (o)  (a) 


bezeichnet  werden. 
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IS»  ergaben  mh  nnn  f&r -luisare  mo  +  mo  inf.  Trans- 
formatiojien  AusdrOcke  folgender  Gestalt: 


Wir  beweisen  nun  zunächst:  die  m6  inf.  Transformationen 

if)  Et^^^i  if) . .  Äü^+wJ  if)  können  so  gewählt  werden, 

dass  eine  jede  derselben  regulär  ?on  der  eisten  Art  ist. 
Zq  dem  Zweck  bemerlren  wir,  dass  nnter  den  fife- 

nannten  Transformationen  keine  vorkoamien  kann,  die  iigulcii 
von  der  zweiten  Art  ist.     Denn  eine  solche  müsrste  von 

(/)  ^2  if) '  ■  -^"'0  if)  linear  unabhängig  und  mit  jeder 
dieser  inf.  Transformationen  Tertattsebbar  sein.  Es  gäbe  also 
entg^n  unserer  Voraussetzung  (Art  VI  Anfang)  in  der 
Gruppe  Ä  mebr  als  linear  unabhängige  inf.  Transfor» 
mationen  sweiter  Art,  die  paarweise  vertauschbar  sind.  Eine 

jede  der  m'o  Transformationen  A'/,  (/)  ist  also  entweder  regulär 
von  der  ersten  Art  oder  irregulär. 

Nehmen  wir  an ,  die  inf.  Transformation  Kk  (/)  sei 
irregulär.  Man  kann  dann  (s.  Einleitung)  eine  reguläre 
Transformation  erster  Art  L(f)  und  eine  gewisse  Anzahl 
regulärer  Transformationen  zweiter  Art  L^(f)  L^{f) , ,  so 
bestimmen,  dass 


In  den  inf.  Transformationen  L{f)  L^if)  L^{f)*»  sind 
—  wie  man  sich  leicht  überzeugt^)  —  die  Variabein  in 

genau  derselben  Weise  getrennt,  wie  iu       (f)^  und  daraus 


1)  Verf^l.  die  Inv.  S.  123  gegebeoen  Formeln. 
1894.  MaUL-pliys.  Cl.  a  22 
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folgt,  dass  eine  jede  der  inf.  Transformatiooeii  L{f)  L^{f) 

L^if).,  mit  den  inf.  Transformationen  K^{f)K^{f) , .  K^i^if) 
▼ertanaclibar  ist.  Weil  nnsere  Gesammtgruppe  A  regulär 
istf  so  gebort  ihr  eine  jede  der  regulären  Transformationen 

an  (s.  Einleitung),  in  die  die  irreguläre  Transformation  A'^  {f) 
zerlegt  worden  ist,  und  weil  eine  jede  der  regulären  Trans- 
formationen zweiter  Art  L^if)  L^(/),,  mit  K^(f)  K^if)., 
^<o  (/)  vertanscbbar  ist,  so  kann  keine  der  Transformationen 
if)  if) ,  .  von  (/')  K^(f)..  K^if)  linear  unabhiineiff 
sein.  Denn  ^nn^t  gehörten  gegen  unsere  Voraussetzung  der 
Gruppe  A  uieiir  als  untereinander  linear  unabhängige 
regnlare  Transformationen  zweiter  Art  an,  die  paarweise  ver- 
tansebbar  sind.  Man  kann  nun  offenbar  die  der  Groppe  f 
angehörige  irreguläre  Transformation  JT«  {f)  durch  die  eben- 
falls der  Gnippe  F  angehdrige  reguläre  Transformation  erster 
Art  L  if)  ersetzen. 

Nachdem  die  Zulässigkeit  dieser  Annahme  bewiesen  ist, 
setzen  wir  nanmehr  jede  der  inf.  Transformationen  J^n^+i  {[) 
J5^i»^4-2  if) ' '  ^m^+m'^  (f)  als  regulär  von  der  ersten  Art  voraus. 

Damit  die  inf.  Transformation 

regulär  von  der  ersten  Art  ist,  muss  jedes  der  q  Coefficienten» 
Systeme  ftjf^^  (A,  fi  =  1, 2, . .  n^)  regulär  ron  der  ersten  Art 
sein.  In  der  Entwicklung  der  charakteristischen  Determinante 

nach  Potenzen  Ton  r  yersehwinden  also  die  Coefficienten 
aller  Potenzen  von  r,  abgesehen  Yon  f"^,  und  es  ist  ins- 
besondere 
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^h^^  =  0     a  =  l,2,..fi;  Ä  =  i»o+l,  »10  +  2..  iiio-h«io 
Die  unter  (3)  angegebenen  Relationen 

»'=1  j=i 

falten,  wie  bereits  oben  Ijemerkt  worden  ist,  unverändert  für 
die  CoefHcienten  der  transfonuirteu  inf.  Trauäfurmatioaen. 
Es  ist  aho 

und  faierans  folgen  ftlr  ^  =  iu,  wegen 

2*^°^«.0     för  Ä=s«io  +  l,  «io  +  2,..«o  +  Wo 

und    ij ^li"^ « iJ« ^    für        1,2,..  Wo 
die  Qleicbnngen 

*)>0 

i^^Iif^^^O    a=l,2,..g;  Ä,l=i«o+l,«»o+2,..iwo+iiio 
Weil  die  inf.  Transformationen 

linear  unabhängig  sind,  folgt  hieraas 

d^  SS  0  ftlr  Ä,  i  =■  mo  +  1 ,  fMo  +  2, . .  mo  +  mo; 
und  J  s  1 ,  2  . .  Wo 

In  dem  Ausdrack  KkKi(f)  —  Ki^(f)  kommen  dem- 
nach nur  die  inf.  Transformationen 

(/) 

22« 


840 


▼er.  Diese  mo  inf.  TransformationeD  bestimmen  demDacb 
ftir  aicli  eine  Gruppe  und  dieee  Gruppe  geliörl  noth- 
wendig  der  ersten  Glasse  an.  Denn  die  mo-gUedrige  Gruppe 
Aq  ist  regulär,  weil  sie  m6  linear  unabhängige  reguläre 

Transformationen  enthält,  und  sie  kann  keine  reguläre  Trans- 
formutiun  zweiter  Art  enthalten. 

vm. 

Damit  ist  auch  fdr  die  regulären  Gruppen  der  dritten 
Glosse  ein  kanonisches  System  inf.  Transformationen  nach- 
gewiesen. Die  m  inf.  Transformationen  dieses  Systems  Ter- 
theilen  sich  auf  Tier  üntergruiipen  Äo  A-,  Jede 

dieser  Untergruppen  ist  regulär,  und  zwar  gehört  die  erste 
Aq  der  zweiten  UlaA^e  an,  die  drei  (ihrigen  gehören  zur  ersten 
Oliiss»'.  nie  inf.  Transfoniiatioiien ,  die  einer  dieser  Linter- 
grup}»en  augehören,  ^iind  so  gewählt,  dass  sie  ein  kanonisches 
System  fdr  die  betreffende  Untergruppe  bilden. 

F(ir  alle  vier  Untergruppen  gilt  nun  der  Satz: 
Die  Parameter  der  Gruppe  lassen  sich  rational  durch 
die  GoefBcienten  der  allgemeinen  Substitution  der  Gruppe 
darstellen. 

Für  die  drei  Gruppen  erster  Glasse  gilt  überdies  der 
Satz:  Unter  den  Potenzen  einer  von  der  identischen  ver- 
schiedenen Substitution  der  Gruppe  kommt  die  identische 
Subütitutiou  nicht 

Wir  haben  nun  weiter  bewiesen: 

Die  Untergruppen  und  A^  setzen  sich  zu  einer  Unter- 
gruppe r  zusammen. 

Die  Untergruppen  T  und  A^  setssen  sich  zu  einer  Unter- 
gruppe H  zusammen. 

Endlich  entsteht  die  m-gliedrige  Gruppe  A  selbst  durch 
Ziutaniniensetznng  von  H  und  A—  Durch  Anwendung  der 
IViucipien  des  Art.  iV  beweist  man  nun  erst  für  die  Unter- 
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irrupix'  r,  dann  für  die  Unker^ruppe  7/,  endlich  für  die 
Gruppe  A  selbst  den  zu  beweisenden  Satz,  dass  sich  die  Fani- 
meter  der  Gruppe  rational  durch  die  Coefficieaten  der  all* 
gemeinen  Subetitation  der  Grappe  darstellen  lassen, 

Dass  eine  Gruppe  Ä  im  Allgemeinen  aas  drei  Unter- 
gruppen PA^  zusammengesetzt  werden  kann,  ergibt  sich 
uninittelbiir  ans  den  sehr  interessanten  Sätzen  des  H.  Killing 
über  die  Zusamiuensetzung  von  Gruppen.*)  Für  die  hier 
Terfolgten  Zwecke  konnten  aber  diese  Sätze  nicht  bentitzt 
werden.  Denn  H.  Killing  beschrankt  sich  darauf,  die  Zu- 
sammensetzung der  Gruppe  zu  untersuchen,  und  geht  auf 
die  Natur  der  einzelnen  inf.  Transformationen  nicht  weiter 
CID,  während  gerade  diese  für  die  vorliegende  Untersuchung 
von  wesentlicher  Bedeutuug  ist.  So  gehören  —  solange 
man  nur  die  Zusammensetzung  der  Gruppen  in  Betracht 
zieht  —  die  Gruppen,  die  hier  als  Gruppen  erster  und  zweiter 
Claase  unterschieden  worden  sind,  in  dieselbe  Eat^orie:  sie 
jsiud  beide  Gruppen  vom  Kan^  Null. 

Sobald  man  aber  die  bul)ötitutionen  der  Gruppe  und  die 
zogehörigen  Invariantensystenie  genauer  untersucht,  zeigen 
ne  die  allergrasste  Verschiedenheit. 


1)  Math.  Annalen,  Bd.  81,  38,  8i,  86. 
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Bemerkungen  Uber  zahlentheoretisclie  Eigen- 
schaften der  Legendre'schen  Polynome. 

Von  Gustav  Bauer. 

Das  Legendre'sche  Polynom  Grades  sei  nach  Legendre- 
ficber  BezeichDQDg  darch  JE»  bezeichnet;  dann  iafe  .X,»  Coefficient 
Ton  4*  in  der  Entwicklung 

nod  «1  berechnet  dch  hieraas 

1.2.3    «       V  2{:An-l) 
I  *>(«-l)(n-2)(n-3)  \ 
^  2.4. (2«- 1) (2 «—3)  / 

Diese  Formel  kann  als  Definition  von  für  jeden 
Werth  von  x  gelten.  Nun  sagt  Heine  in  seinem  »Handbuch 
der  Kngelfonktionen''  1.  Aufl.  1861,  S.  7:  »Nach  der  Ber 

merkung  von  Euler  in  einem  Briefe  an  Goldbach,  daas  in 

fi  

der  Entwicklung  von  Yx — w*a  nach  aufsteigenden  Potenzen 
Ton  a  alle  CoeMcienten  von  a  ganze  Zahlen  werden,  er- 
kennt man  sofort,  daas  Xm  nur  eine  Potenz  von  2  zam 
numerischen  Nenner  hat",  indem  er  beifügt,  dass  ihm  diese 

Kigenschaft  der  Polynome      vuu  mir  mitgetheilt  worden  sei. 

1)  hl  der  3.  Auflage  seinfls  Handbuehs,  I.  Th,  S.  14,  kommt  Herne 
anf  diete  Eigenacbaft  der  Polynome  X«  inrack.  Hau  kann  hinzufügen, 


1. 
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Diese  l^enierkunir  in  Bezeug  Hilf  die  Coetricieuteu  der 
Form  1  und  der  bekannte  Satz,  dass  alle  Polynome  Xn  für 
X  =  1  den  Werth  1  annehmen ,  ist,  so  viel  ich  weiss,  das 
einzige,  was  bisher  in  zablentheoretiscber  Besiehnng  von 
diesen  Polynomen  bekanntgegeben  wurde. 

Es  soll  nun  hier  znnScbst  gezeigt  werden,  dass  diese 
Polynome  auch  die  bemerkenswertbe  Eigenscbaft  besitasen, 
dass,  wenn  x  irgend  eine  ungerade  ganze  Zahl  ist, 
sie  belbst  ungerade  ganze  Zahlen  sind. 

2.  Die  Polynome  Xn  genügen  bekanntlich  der  Oififereniial- 
gieichung 

a-a^)^-2x^  +  «(«+l)X.  =  0  IL 

Ditrerontiirt  man  diese  Gleichung  wiederholt  und  setzt 
sodann  in  diesen  Gleichungen  =  1,  so  ergiebt  sieb  sofort 
die  Relation 

thX^  ^  n  Qt  + 1)  -  m  (w ~  1)  fft*''  X. 
dx^  2  m  ä 

_  (n-w  +  l)(»-fffl)  d'^'-^Xn 
2  m  d  x"*"^ 

und  hiemit,       X„  =  1  für  a;  =  l, 

dXn^njn-^l)      X„  ^  (tt — 1)  w  (w  + 1)  (»+  2) 
dx  2     '  d  x^  2  3 

d^Xn_{n-2)(u-})--(n-\-S) 
dx^  2.4.6 

Mitlek  diejier  Werthe  erhält  man  die  Entwicklung 

Xn-l  +  —2  («-1)  +  r2~ 

1-2-3--2W  (x—\r 


2>4*ü  -2»  l-2«d*-n 


iagt  er  hier,  »dass  rtbrnntlidie  &>efficientea  mit  4»  moltiplioirt  ganae 
Zahlen  sind*.  Diese  Angabe  ist  nicht  genau.  Denn  man  beweist  leiefat 
mittelst  dem  in  m9  4  aDgegebenen  Verfabrsn,  daas  die  Goefficienten  der 
Formel  I  b^bBtens        im  Nenner  haben. 
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welche  sich  auch  schreiben  lässt 

^n{n-^\)x-l  ,  (n-l);i(fi-f  l)(w  +  2)/a;-lV 

(>f— 2)    1)  •  ■  (» -i-  3)  /^j^iy .  w 

Die  Goefficienten  Ton  dieser  Kntwickluug 

wüiieu  wir  mit  An'  bezeichnen,  so  dass 

WO  allgemein 

Setzt  man  in  dieser  Keihe  — x  statt  so  hat  mau 
zugleich 

(-  ir  2.    1  -  ^«  (?±-^)  +  aS'  (^')  - + •  •  (8) 

nnd  wenn  man  in  1)  >-|-2  statt  «  setzt, 

=  1+  ^"  f ±')  +  jS>  f-±^)  V  •  • .  (4) 
Also  ist  anch 
i  +  (- 1).  2.)  -  1  +  (^ti)' 

}  (5) 

+4.'>(^tl)%... 
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Aus  Gleichung  3)  folgt  sofort  für  o;  =  1 ,  dass  die 
Coefficienien  A»  der  Etelation  genflgen 

i-4|."  +  ^^'-  +  ..±X"'  =  (-i)"  (0) 

3.  Es  soll  nun  bewiesen  werden,  daas  die  Coefficienten 
Au  sammtlich  ganse  gerade  Zahlen  sind.^) 

Hiezu  haben  wir  zunächst  zu  fragen,  wie  oft  eine  ge- 
gebene Primzahl  ß  in  dem  Produkt  1-2-3  --  N  enthalten  ist. 
Diese  Frage  ist  schou  von  Legendre^)  beantwortet.  Ist 

nSmlicb  B        die  grösste  ganze  Zahl,  welche  in  dem  Brach 

y  enthalten  ist,  sa  ist  die  gesuchte  Zahl,  d.  i.  der  Exponent 

der  höchsten  Potenz  von  6^  weiche  in  1  *  2  •  >  •  ^  enthalten 
ist,  durch  die  Formel  gegeben 

wo  die  Reihe  fortzusetzen  ist,  bis  der  Nenner  grösser 
ab  N  wird. 

Theiit  man  nun  N  in  zwei  oder  mehrere  ganze  Zahlen, 
z.  B.  in  die  drei  Zahlen  n,  n\  n\  sodass  N=^n'i-n'\-n\ 


1  — X  1 

1)  Setzt  man  in  des  Uleichongen  1}  3J       cog  a,  — —  =  dn'-a, 

V*^^  SS  cos'  -  a,  80  wurden  dieaelben 
2  2 

Z„  (cos «;  =  1  -  ilf»  iin^  ^  «  4-      8in*  r  «  — I-  •  •  * 
(-  ir  3;  (coB  a)  =  1  —  iljf ^  COB^  J  a  -I-  ^tf *  CM*  i  a  —  +  ■ . . 

hl  die>er  Form  sind  die  G!fi'  l)un<^cn  längst  bekannt  und  schon 
Toti  üiriL-hk't  gegeben  worden  (Cn-ll."  .1.  lk\.  XVII).  Aber  man  scheint 
uicht  bemerkt  lü  haben,  dAsn  die  CoelQcienten  dieser  Reihen  a&mmt- 
lieh  ganze  Zahlen  sind,  was  allerdings  auch  wenig  Interesse  bietet,  so 
lange  man  die  Polynome  X  nnr  fUr  Werth«  Ton  « <  1  betrachtet. 

2)  Legendre,  Th^rie  des  Nombres,  8"«  ^d.  1880»  T.  I  p.  10. 
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80  ist;  klar,  dass  M         nicht  kleiner  sein  kann  ab 

4- J^^^^ -f- «^^^^f  ^ohl  aber  kann  es  grösser  als  diese 

dumme  sein;  denn  bleiben  bei  der  Division  von  w,  n\  n 
durch  ö'  die  Kente  a,      y  und  ist  « /i^  4"  y  >      so  wird 

TkVBL  1  oder  aocb  2  grösser  sein,  ab  diese  Sutntne. 

Hieraus  folgt,  dass  für  irgend  eine  Primsabl  d 

die  8uiiuiien  auf  die  Potenzen  vun  Q  ausgedehnt ,  die  in  1^ 
enthalten  sind. 

Hieraus  iulgt  unmittelbar  der  «Satz^);  in  dem  Ausdruck 

T]  »r,        WO  iyr  =  w 4" n  -|-  n'  +  •  •  s 


nlnJn  /  •  • 

ist  jede  in  dem  Neuner  enthaltene  l'rimzuhl  weuig- 
ätens  ebenso  oft  im  Zähler  enthalten  als  im  Nenner 
und  der  Ausdruck  stellt  mithin  eine  ganze  Zahl  dar. 

Der  Goefficient  AS^  kann  nun  auf  diese  Form  gebracht 
werdeOf  nämlich 


{n—k)fk!kf 

Es  ist  hier  N=n-\-k^  und  diese  Zahl  ist  in  die  3  Theile 
n — k,        zerlegt   Also  ist       eine  ganze  Zahl. 

4.  In  dem  besonderen  Falle,  wenn  0  =  2,  ist  ftir  JV=5  2' 
die  Zahl  a  =  2^^  1.  Nun  kann  aber  irgend  eine  Zahl  N 
in  der  Form 

iS- ^  2^'+  2«+  2»"  4  ,  p>g>r 

dargestellt  werden,  und  die  Anzalil  1  r  Faktoren  2,  welche 
in  dem  Prodokt  1*2*3*  •  jAT  enthalten  sind,  ist  also  N  —  h^ 


1)  Unter  N!  ist  hier  dae  Produkt  1*2*8*"     ^n  verstehen. 
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wenD  h  die  Anzahl  der  Glieder  2'*,  2«  •  •  in  ^  ist  (Legendre 
a.  a.  0.  p.  12). 

Fragt  man  nun,  wie  oft  der  Faktor  2  in 

N! 
ni  nJ  n 


Yorkommt,  so  ersieht  man,  dasa  der  ungünstigste  Fall  ein* 
tritt,  wenn  jj,  n\  n*  seihst  Potenzen  von  2  sind,  fi  =  2P, 

n  =  2  >,  n"^2^,  also  lY  =  2p  4-  ^  ' -j-  2' ;  in  diesem  Falle 
ist  der  Faktor  2  nämlich  im  Zähler  und  im  Neuuer  N —  3  mal 

enthalten  nnd  die  Zahl  — ,        ,  enthält  den  Faktor  2  gar 

nicht,  und  ist  also  eine  ungerade  Zahl.  Eine  Ausnahme 
hioYon  tritt  ein,  wenn  zwei  der  Zahlen  n,  n  oder  auch 
alle  drei  gleich  sind;  denn  ist  »»«'»2*,  so  ist  ^^«2^ 
+  2^*1  und  der  Faktor  2  ist  dann  in  dem  Prodnkt  1'2<*^ 
noch  N — 2  mal  enthalten,  ni^hrend  er  im  'Senner  nfnfn"! 
nur  N — 3 mal  enthalten  ist.  Aber  man  sieht,  dass  ähnliches 
eintritt,  sowie  überliaupt  zwei  der  Zahlen  w,  n\  n'  gloicli 
sind.    Ist  2*4- 2'" -j- ••  •  und  i  die  Anzahl  dieser 

(Jiieder  2',  2"  •  •  •  so  wird  N!  die  Zahl  2  wenigstens  i-raal 
öfter  enthalten ,  als  der  Nenner  Ii/  nl  n  'l  •  *  und  man  kann 
daher  obigen  Satz  dahin  ergänzen: 
Sind  in  dem  Ausdruck 

nlnln  /... 

zwei  (oder  mehrere)  der  Z.ihKu  h\  gleich, 

80  ist  derselbe  eine  ganze  gerade  Zahl. 


Dieser  Fall  tritt  ein  bei  dem  Ooefficienten^^ 


{n-\-k)! 


{n^k)!k!k! 

und  folglich  ist  dieser  Coe£&cient  immer  eine  gerade  Zahl. 

5.  Setzt  man  in  den  Gleichungen  1)  3)  f&r  x  irgend 
eine  ungerade  ganze  Zahl,  d?»  2y  +  1,  so  werden  dieselben 
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woraus  die  in  Nr.  1  angegol)eii(i  Eigenschaft  dieser  Polynome 
Xn  hervorgeht,  dass  sie  ganze  ungerade  Zahlen  werden, 
wenn  fUr  r  irgend  eine  ungerade  Zahl  2y4*l  gesetzt 
wird.  Zugleich  ersieht  man,  dass  dieselben  sowohl  nach 
Potenzen  toü  als  auch  nach  Potenzen  von  y+\  in 
ganzzahlige  Reihen  entwickelt  werden  kSnnen. 

Ans  diesen  Gleichungen  ergiebt  sich  femer,  dass  für 

^»  "~  -^i 

fDr  irgend  welche  ludices  ti,  n  immer  durch  y  theilbar  ist, 
und  ebenso,  dass,  je  naclidem  n,  n  gleichartig  oder  ungleich- 
artig sind,  im  ersten  Falle 

im  zweiten 

■Xn  4* 

durch  y-\-\  theilbar  sind. 

Aus  den  Gleichungen  5)  folgt  für  x='2y — 1 


woraus  ersichtlich,  dass  auch 

immer  durch  y  theilbar  ist. 

Wenn  nun  über  x  eine  gerade  Zahl  ist,  so  zeigen  die 
Gleichungen  1)  und  3),  dass  sich        nur  auäuuhiuäweise 


(8) 
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auf  eine  ganze  Zahl  reduciren  wird.^)  Da  das  höchste  Glied 

der  Reihe  1)  -4«'  {^^~~)  ^^^^  darin  2"  iui  Neauer; 

aber 


(2^ 
nl  n! 


bat,  wenn  n  »  2^  2«  2''  H —  mit  t-Oliedern  ist  nnd  also 
2  n  =  2H-1  +  2*+i  +       +  . nach  Nr.  4  (2  n—i)  —  (n~i) 

— (n — *)=i  Faktoren  2,  so  dass  in  -äST  ( ~2~/ 

2**"'  im  Nenner  bleibt.  Nur  \?enn  n  eine  Potenz  von  2 
ist,  also  iss  1,  bleibt  noch  2**'^  im  Nenner.    Das  vorletzte 

Glied  An'    y        j      kann  in  jedem  Falle  höchstens  2"~* 

im  Nenner  behalten;  das  drittletzte  höchstens  nur  2'*~>  u.  s.  f. 
Man  sieht  also,  daas,  wenn  %  eine  gerade  Zahl  ist,  höeb- 
stens  den  Nenner  2*'"^  haben  kann;  dies  wird  aber  nnr 

eintreten,  wenn  n  eine  Potenz  von  2  ist;  in  allen  andern 
Fällen  bat  X„,  wenn  x  eine  ganze  gerade  Zahl  ist,  2"~* 
oder  eine  niedrigere  i'otenz  von  2  im  Nenner. 

6.  Da,  wenn  n  gerade,  X»  nur  gerade  Potenzen  TOn  x 

enthiüt,  und  dasselbe  von  ^  gilt,  wenn  n  ungerade,  so  lassen 

sieh  diese  Polynome  auch  nach  Potenzen  yon  —  1  ent- 
wickeln.  Man  erhilt  fQr  gerade  fi 

wo 

„,_n(«+l)  ^(2)_(n-2)t»-(ii+l)(w  +  3) 
1)  Dies  tritt  I.  B.  ein  för  it »  8. 


(9) 
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kllgemem 

(*)  _  (ft-2fe+2)  («~2fe+4) »  n  >  4-3)'  ■  (n+^k-l) 

^  1».2«.3»-.Ä* 


Für  ungerade  n 

X 


|_,+^..(?1ZÜ)  +  C(!^)V 


wo 


».(1)  2)  ^<2)  _  (n - 3) (n-1) ♦  (»  +  2) (ti -f  4) 

®»  pr — »  lä72»  

allgemein 

jik)  _  {n-2k+ 1)  (»-~2ib+3)-  ♦  («- 1) « (n+2)  (n+4)  (w+2fc) 
^  l«.2*.3»»-ft» 

Die  Coefficieiiten  a,  b  in  diesen  Reihen  »ind 
ebenfalls  sammtlich  ganze  und  gerade  Zahlen,  wie 
sogleich  gezeigt  werden  aoll. 

X*  1 

Setzt  man  x  =  2y-j-l^  so  wird  — - —  z=  y  (y-\-  1)  und 

man  erh&lt  also,  wenn  x  eine  ungerade  Zahl  2y-|rl 
folgende  ganzxalilige  Beihenentwicklungen  nach  Potenzen 
von  y(y  +  l)»): 


1)  Fdr  dffsooia  erhält  man  aua  den  Gleichungen  9)  10) 
für  gerade  n 

X.  (».  o)  =  1  -  «<j>  (^y+     (2|£)*-  + . .  ± 
Ar  nngeimde  n 

X,  (008  a)  =  CO»  a  Jl  -  62'  i«'  (!Ü|5)'-  +  . . 

Diese  einfacliHten  ganzzah  ligen  Entwicklungen  von  (eosa) 
sind,  so  viel  ich  weiss,  bisher  noch  nicht  gegeben  worden. 
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für  gerade  n 

Z^=l+fl:^^y(y+l)  +  ai?^y»(y+l)»+... 

für  ungerade  m 

-  =- 1  +  *L"  y  (y+ 1)  +  C   (y  + 1)» + •  •  • 

X 


(11) 


H-if^^'  (y+i)* 


(12) 


Entwickelt  iniui  in  11)  die  Potenzen  TOn  nnd 

vergleicht  sodann  die  Reihe  mit  der  Reihe  7)  so  ergiebt  sich 


0, 


(1)  ^  ^(1)      «(2)  _  ^(2)       M)  _  ^(1) 


und  uUgeiueiü 

Da  in  diesen  Recnrsionsformeln  der  höchste  Coef&eient  a 

immer  den  Fulitor  1  hat,  so  berechnet  sich  hieraus  a«  ,  resp. 

ai?*~^^  durch  eine  Reihe  der  An  mit  ganzen  CoefEcienteD. 
Also  sind  anch  die  a  ganze  gerade  Zahlen. 

Die  Vergleichung  der  Coefficienten  Ton      und  y"~'  io 

den  beiden  Reihen  7)  und  11)  liefert 

woraus 

(15) 

sich  ergiebt.  Das  Bildungsgesetz  der  An  zeigt,  dass  Sm 
Relation  in  der  That  stattfindet,  and  zwar  für  gerade  and 

ungerade  w.  Es  ist  also  auch  A»^^^  immer  durch  n  theilbar. 
Dies  ist  aber  nur  ein  specieller  Fall  des  allgemeinen  GkcetaMg, 
dass  Ai~^^  immer  durch  h  theilbar  ist.  (Nr.  7.) 
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Ebenso  giebt  die  Vergleichung  der  Reihe  12)  mit  der 
Reihe  7)  Recursion.-i  irmeln  fÖr  die  Berechnung  der  bn  aus 
ien  dieselben  sind  wegen  des  Faktors  x  =  2ij-]-l  etwas 
eomplicirter  als  die  Formeln  13)  haben  aber  mit  dicson  die 
Eigeiucbaft  gemein,  dass  der  höchste  OoeMcienfc  in  den^ 
lelben  den  Faktor  1  hat.  Man  erhalt  also  fÖr  die  Ooeffi- 
cienten  ^„  ebenfalls  eine  Reihe  der  mit  ganzen  Coefficienten. 
Ak)  sind  auch  die      ganze  gerade  Zahlen. 

SpeeieU  eigiebt  sich 
Dnd  aus  der  Yergletehnng  der  Coefficienten  von  und 

Hieraus  folgt  zunächst  wieder  die  Relation  14);  ferner  für 
den  letzten  Coefficienten  bn 

(15) 

Hiebei  ist  zu  bemerken,  das«,  wie  wir  in  Nr.  5  sahen, 
immer  den  Faktor  2  mehrfach  enthält,  ausgenommen, 
wenn  n  eine  Potenz  von  2  ist.  Dieser  Fall  ist  aber  hier  ans 
geichlossen,  da  in  der  Reihe  12)  n  eine  ungerade  Zahl  ist; 

(— ) 

also  ist  6n  '    ftnch  eine  gerade  Zahl. 

7.  Bildet  man  ans  den  Gleichungen  7)  die  Differenz 
X»fi — 2^.1,  so  trennt  sich  in  den  Coefficienten  der  Faktor 
2fi4-l  los  und  man  erhält  für  x  =  2y+l 
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oder  aucli 

JTxt  t-^'  -  ^^«-'>  =  2  + 1)  -  C  (1,+  n« 
+  ai"  + +  •  •  ±  1)-+'. 

WO  von  Äc  =  2  an 

I)ui5i»  trotz  der  Abticnniin«^  tles  Faktor.s  2?i-f-l  «'^"'^ 
Differenz  .^ifj-i  —  diese  Coefticienten  Sli,*^  wieder  gauze 

gerade  Zahlen  ftind,  lässt  sich  auf  folgende  Weise  seigen. 
Die  Polynome  X  genfigen  der  Relation 

i,n+l)  X«+,  _  (2  n -f  l)  ^  A„  -f  w  X^^i  =  0  III, 
Hieraus  zieht  man  leicht 

2n>  1  '        "  ^"-'^  "  "  w+  1  " 

Ist  eine  ungerade  ganze  Zahl,  ao  sind  die  Iföhler  der 
Brüche  auf  beiden  Seiten  ganze  gerade  Zalilen;  und  da 
2n4-  1  uud  n-j-  1  keiueii  Faktor  gemein  haben,  so  folgt,  dass 

X^i  —  Z«.]  durch  2  »  + 1 
»Xh  — X»_i  durch  n+X 

tiieilbar  sind,  wenn  x  eine  ungerade  Zahl.  Da  also  die 
Reihen  in  den  Gleichungen  16),  17)  für  alle  ganze  Zahlen  ff 
ganze  gerade  Zahlen  darstellen,  so  lasst  sich  schliessen,  daas 
auch  die  Coefficienten  9  ganze  und  gerade  Zahlen 
sind. 

Dies  lilsst  sieh  aber  auch  mittelst  des  Satzes  iu  Nr.  3 
erweisen.    Denn  es  ist 

*al»>=       (>^+^  - 1)/ 

2  ^      (ii—Ä+1)/ */(&-!)/ 
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N! 

Nun  sagt  der  Satz  aus,  dasä    ,  eine  ganze  Zahl 

M/  fl  /  tt  / 

ist,  weuu  iV=  n  +  n  +  n.  In  ^  SlL"  ist  N^^  »  +  Ä  —  1, 

aber  die  Summe  der  drei  Zahlen  im  Nenner  i8fcn4~%=^+  ^* 
Der  Satz  liest  sich  also  nieht  uamittelbar  anwenden.  Aber 
wenn  eine  Primzahl  9  die  Zahl  Je  theilt,  so  theilt  sie 

k  —  1  nicht  und  ist  also  ebenso  oft  in  {k  —  2)/  enthalten, 
als  in  (k  —  l)!;  theilt  0  aber  k  nieht,  so  ist  6  jeden- 
falls ebenso  oft  in  {k — 1)/  enthalten  als  in  k!   Man  kann 

daher  bei  der  Bestimmung  wie  oft  eine  Primzahl  Bm^^ 

als  Faktor  4eht  immer  die  Summe  der  drei  Zahlen  im  Nenner 
um  1  verringern,  d.  h.  auf  N  reduciren,  und  sodann  wie  in 
in  Nr.  3  schliessen,  dass  jede  Primzahl  wenigstens  so  oft  im 
Zähler  steht  als  im  Nenner.  9(m^  ist  also  eine  ganze  gerade  Zahl. 

Hieraus  ergiebt  sich  auch  eine  BHgenschaft  der  Coeffi- 
cienten  A»,  Denn  die  Vergleichung  der  AnsdrCleke  für  tt» 
und  Att  liefert 

und,  da  ^  tu  eine  ganse  Zahl,  so  folgt,  dass  die  Zahl  A^"^^ 

durch  Je  theilbar  i.st. 

8.  Bekanntlich  giebt  ö^\  -r  {Xu+i  —  Xn-i)  das  Integral 

von  so  genommen,  dass  es  für  =  l  verschwindet,  d.  Ii. 
es  ist 

Die  Gleichungen  16)  17)  zeigen  also,  dass  dieses 
Integral  von  ebenfalls  eine  ganze  Zahl  ist  (und 
zwar  eine  gerade) ,  wenn  x  eine  ungerade  Zahl  2  y-\-\  ist, 
und  geben  die  Entwicklung  dieser  Zahl  nach  Potenzen  von  tf 
oder  y+  1. 

23* 
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Mau  kann  auch  die  Gleichungen  11)  und  12)  be- 
nOtzen,  um  eine  Entwicklung  des  Integrals  nach  Potenzen 
▼on  ^0^+1)  2U  erhalten. 

Es  ergiebt  sieh  dann  für  x  =:2y-{-l^  wenn  n  un- 
gerade 


X.  dx  =  ^^^^"--5  =  2  y    + 1) 


/n+U    H+l  «J-I  ('^) 

+  «S'V(»+i)»+ ••+«-*»"  (y+1)' 

ITC 

^  i  <^  1)(«±2)     (3) _ .  («-3)(n-         +  2) («4-^) 

und  allgemein  ?on  k  =  2  m 

(n-2  Jfe+3)(n-2  fe-f-Sj'Cn-l)  '(it-h2)(in4)"  (fH-8l;-2) 
*      -SÄ  l»r2».3»77^a 

Wenn  n  gerade 

f  i.  <J  X  -       -  ^"  --1  =  (2  j,  + 1 )  {  2  ,  (y  + 1 ) 

WO 

.2)     .  («-2)(it+3)    ,3)  (n-4)(n-2).(nH-3)(n+5) 
""'^  IMi»  '   1*.2*«3>  

und  allgemeiii  Ton  A»2  an 

(u-2^+2K»-2/^+4)  •(y?-2)<»i+3)(«-f5)-(>i-f2w-l) 

Ancli  liisst  sich  wie  oben  (Nr.  G)  erweisen,  dtiss  die 
(Joetiicienteu  oL^*,  b«^  äämmtlich  ganze  gerade  Zahlen  sind. 
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9.  Da  der  DifierenfcialqiiotieDt  von       durch  die  Formel 

^  ==  (2  «- 1)  X^i  +  (2 «-5)  -X._8  + 

gegeben  ist,  so  folgt,  dass,  wenn  x  eine  ungerade  Zahl  ist, 
auch  -1—^  eiae  ganze  Zahl  ist,  und  man  sieht,  dasii  sich 

diese  Eigenschaft  auch  auf  die  höheren  Differentialquotienten 
TOD  Xn  überträgt. 

Das  Polynom  2«  hat  aleo  die  merkwürdige  Eigen- 
schaft, dass,  wenn  x  eine  ungerade  ganze  Zahl  ist, 

nicht  nur  X^  seihst,  sondern  auch  fx^dx  und  alle 

1 

Differentialquotienten  von  JE»  ganze  Zahlen  sind. 

10.  Es  möge  nun  hier  noch  eine  Tabelle  der  Ent- 
wicklungen von  Xn  nach  den  Gleichungen  7),  11),  12)  und 
von  J  X^dx  nach  den  Gleichungen  16 — 19)  folgen.   Es  ist 

darin  auf  der  linken  Seite  immer  x  durch  2  y  -f  - 1  zu  ersetzen. 


1  +  2y 

l-2(j,+  l) 

l+«jr  +  6^ 

+  2,- 

l-6(y+l)  +  «(y+l)» 

1  +  I2y-i-  Mf  +  20  //' 

-2,= 

1  —  12  (y-h  l)  +  30  (y+ 1/ —  20    + 1)» 

1 +  20y+ 90y>  +  UOs>«+ 70/ 

+  X^  = 

1  -  20(i/+l)+90(y+l)»-140(i,+  l)'-|-7O(3,+ 1  )• 

1  +  215y  +  3  70  y»  + 4-140  j»  fr.-12fii/*  + n  42y' 

1  +  2.21y»+3-U0-y+4-420y+&-630  !/*+<'> 

z,- 

I  +  2-28  y  +  8-252  V  +  4  1050  y*  +  S-2310V 

-1-  6.2772y  +  7.1716y  +  8-429^' 
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f  =l  +  10y(y+l) 

X,  =  1  +  20  y    + 1)  H-  70     (y  + 1)» 

^=1  +  28^(^+1;+  126 

-X^  «  1  +  42  y  (y+ 1)  +  878  f/»  (y  +  1)»  -f-  924  i/  (;/  +  1)' 

^=  1  +54y(y+l)  +  594y»(y-i-l)*+  1716y»(y+l)» 

=  1  +  72       4-  1)  -j-  1188  ^«  (y  +  I)^  +  0S64  //^  0/-f  1)> 


+  12870 


J  X^dx 


=  2(y+i;-2(y+i)» 

=  2  (y+ 1)  ~  6  (y  + 1)»  +4  (y+ 1)=» 

^  (-^— «  2y  +  12y»  +  20y» -f  lOy* 

=^2(y+l)~12(y+l)»+20(y+l)* 

-10(y  +  l)* 

9  (-2^  -  -2^)  ='2y+20y»+60y8-i-70y*-f  28y» 

= 2  (y + 1)  -20  (yH-  1)»+Ü0  (y+ 1)» 
—  70(y+l)*+28(y+l)'^ 
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/ X^dx  =  ^  (^-^i)  =  2y  +  2451,»+  2-703/^  +  2  UOy,* 
^  -h  2126  y»  + 242 

fx^dx^j^  iX,-X^)  «2i^+2.21y»+2.U0/+242U3^* 
*  +  2*630    +  2 -462    + 2 . 132  y' 

*  * 
/'X,rf«-(2y+l).2s,(y+I) 

1 

^JC,d;r«2y(y+l)  +  10y»(y+l)» 

^i^da;==(2y+l)[2y(y+lj+  14y»(y+  1)»J 

/i,da;  =  2y(y+l)  +  28y»(y+l)»  +  84y^(y+l)^ 
1 

j\Y,(ia;  =  (2,y+l)[2y(y+l)+36y»(y+l)»+1323/^ü/+l« 

/X,(fa!=:2^  (i/ +  1)  +  51/  (y  +  1)» +396y»  (y+ !)• 

+  858y*(y+l)* 
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The  Open  Coort.  Vol.  VU,  No.  825  -  850.  Vol.  YIII,  851 --855. 
1898/94.  4«. 

Zeitschrift  „The  Monist"  in  Chicago: 
The  Monist.    Vol.  4,  No.  2,  3.    1894.  8«. 

Jilditorial  CommiUee  ofDen  Norske  Nordhavs-Uxpedition  1876— 1876" 

in  Christiania: 

XXIL  Zoolo^i  Ophiuroidea  veU  James  A.  Grieg.    1893.  fol. 

Norske  Gradniaalings- Kommission  in  Christiania: 
VaaditandiobeerTationer.  Heft  5.   1898.  4^ 

Chemiker' Zeitung  in  Cdlhen: 
Cfaemiker- Zeitung  1898,  No.  92—104.  1894,  No.  1—41,  44—47,  60, 
61.  fol. 

Uvirert^ität  in  Czeryioicitz: 
Verzeicbniaa  der  Vöries unj^en.    Sommer-Semester  1894.  8®. 
Die  feierliche  Inauguration  des  Rectors  am  4.  Oktober  1893.  8*^. 
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BktmKher  Verem  fOr  dae  GroaOtirjsogihim  HetMn  mi  Danutaä: 
Qnartalblätter.   1698  in  4  Heften.  8^. 

Acadmp  of  natural  Sdenees  in  Daoenport,  Jowa: 
Prooeedings.   Vol.  V,  part  2.    1893.  8« 

Colorado  Scientific  Soeiely  in  Dewer,  Cohrado: 
8  kleine  Schrieen.    1893.  B». 

The  Question  of  a  Standard  of  Value,  by  0.  J.  Frost.    1893.  8«. 
Tbe  Mode  of  occurrenee  of  gold  in  the  ores  of  ibe  Cripple  Cieek  IK- 
strict  by  Ricliard  Pearee.  1894.  8*. 

Verein  für  Änhal tische  OeschiefUe  in  Dessau: 
Mittheiloiigen.    Band  6,  Tbeil  4.    1893.  8^. 

Gf'hhrte  Estnische  Oesdlt^Mß  in  Dorpat: 
Sitzungsberichte  1893.    1S9I.  8^. 
Verhandlungen.    H'^nd  XVl,  3.    1894.  8^. 

Union  (jr()(frap]itque  da  Nord  de  1a  France  in  Douai: 
Balleliin.   Tom'.  14.    3.  et  4.  trime.^tre  1893. 

JRoyal  Irish  Äcademy  in  Dublin: 
Proceedings.   IH.  Ser.   Vol.  III,  No.  1.  2.   1894.  8». 
Transactioiis.  Vol.  80.  part  5—12.  1898/94.  4<^. 

Böffäl  JhtbUn  Society  m  DnUtfi: 
The  scientific  Tranaactiom.  Ser.  IL  Vol.  IV,  No.  14,  Vol.  V,  Na.  1-4 
1892-93.  40 

The  scientific  Proceedings.   N.  Ser,    Vol.  Vit,  part  6.   Vol.  YIU. 
part  1»  2.   1892—98.  6^. 

SeotHiS^  Mieroseopieai  Sodtiy  in  Edinimrgh: 
Proceedinge.  Session  1891-92  aad  1882—98.  2  Hefte.  1891—91  fl^. 

Boyal  Society  in  Edinburgh: 
Pioccedings.  Vol.  XX,  pag-  97—160.  1893.  8^. 
Tranaactions.  Vol.  87,  part  I,  II.   1893.  4°. 

(rt/mnüffium  in  Kisenach: 
Jahresbericht  auf  das  Jahr  1893—94.    1894.  i^. 

K.  Akademie  gemeinnütziger  Wissenschaften  in  Erfurt: 
Jahrbücher.   N.  F.    Heft  20.    1804.  S^, 

Iteale  Accademia  de'  Georgo/Ui  in  Florenz: 
Atti.    Ser.  IV.    Vol.  XVI,  8,  4.    1893.  8». 

R,  Archivio  di  Stato  in  Flortne: 
I  OapitoH  del  Comnne  di  Firenie,  InTeatario  e  Uegeito.  Tom.  2. 
1893.  4°. 

ScnckettbergiecJie  natnr forschende  Gesellschaft  in  Frankfwrt  a,  Ä; 
Abhandlungen.    Band  XVIII,  No.  2.    1894.  4". 

Vrrcin  für  Gt  schichte  und  Alterthumsl  unde  in  Frankfurt  n,  3f..* 
Mittheilungen  über  römische  Fnndc  in  Heddernheim.   I.  1894.  4* 

Naturiri.ssenschaftlicher  W  rrin  in  Frankfurt  a,  0.: 
Helios.    11.  Jahrg.  No.  6—12.    1893/94.  8®. 
Societatum  Liiterae.   1893.   No.  8—12.    1894.    1—3.  8«. 
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Natur  forschende  Gesellschaft  in  Freiburg  i.Br,: 
Berichte.   Band  VII,  1,  2.    Band  VIII.    1899/9*.  BP. 

Universität  Freiburg  i.  d.  Sdiweiz: 
Indes  leetionmn  per  meiues  eeativoe  1894. 

OeifenÜUhe  Bitiio^k  m  Omf: 
Compte  rendQ  penr  Vannte  1898.  1894.  8^. 

Institut  nathtial  Genevois  in  Genf: 
Lea  Cluponiques  de  Geneve  par  Michel  Koset.    1894.  8^. 

Museo  civico  di  storia  naturale  in  Genua: 
Annali.   öer.  2a.   Vol.  XIII.    1893.  8«. 

QecAogical  Society  in  Glasgow: 
TnuMRCtioas.  Vol.  IX»  part  2.  1898.  Bfi, 

Obefiautiteiei^  Oett^ttAaß  der  Wueena^aßen  in  OdHUs: 
Keaea  Lausitzisclies  Marra/.in.    Band  69,  Heft  2.    1893.  8^. 

K.  Gt'i€lls(Ji<ift  der  Wissenschaf  tot  in  Göttingen: 
Gelehrte  .Anzei^'en.   1893.  No.  20—26.  1894.  No.  1  -G.  8». 
Nachrichten.    1893.    No.  15-21.    1894.    No.  1.  2.  8«. 

Lehensoersicherungshank  für  Deutschland  in  GotJut: 
66.  Reeheoflcliaasbericht  ftr  das  Jahr  1898—1894.  4^ 

Ihe  Journal  of  Compwrattve  Keurology  m  OrtmvUle: 
Joomri]    Vol.  III,  p.  168-182.  Vol.  lY,  p.  1—72,  No.  I— LXXX. 

1Ö93.  8". 

Streift  d''r  Aerztc  in  Steiermark  in  Grat: 
Mittheilungeu.    30.  Jahrgang.    1893.  8° 

Naturwiteensehaßlieher  Verein  für  Neu -Vorpommern  in  Qreifewdd: 
MittbeUungen.  36.  Jahrgang.  1898.  Berlin  1894.  8P. 

Fürsten-  und  Landeesehuiie  in  Chrimmat 

Jahresbericht  1893/94.    1894.  8». 

Haag'eehe  Oenoatst^p  M  rerth  Jiqing  nan  de  thristdijke  Oodedienet 

im  liaag: 

Werken.    Vi.  iieeka.    Deel  V.    Leiden  1894.  8<>. 

K.  Intütuult  voor  de  Taat-^  Land'  en  Vdketücnmde  wn  NedeHanäsch 

Indie  im  Haag: 
Bydragen.   V.  Reeke.    Ih-al  X,  aüev.  1,  2.   1894.  Bfi. 

LeopoldiniB^Carolinißche  Deutsche  AMademie  der  Naiurfor^cher 

in  Halle: 

Lcopoldina.    Heft  29,  No.21— 24.   Heft  30,  No.  1-10.  1893-94.  4°. 

Deutet  morgetdändisthe  OeedUdutft  in  SaUe: 
ZeitMhrift.  Band  47,  Heft  4.  Band  48,  Heft  1.  Leipzig  1898/94. 

Universität  Halle: 
Index  lectioninn  ]>er  .icntatorn  1894  habendamm,  nebst  VerseicbBins 

der  Vorlesungen.    ls!)4.  4*^. 

'I'hüring.-Sächs.  Ge.schwht  s-  und  AUet  lhums  - Verein  in  Ilalic: 
Neue  Mittheilungen.    Band  18.   2.  Hälfte,  Heft  1.    1893.  8^. 
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Naturwissenschaftlicher  Verein  für  Sachsen  und  Ihüringen  in  Jlalle: 

Zeitschrift  für  Naturwissenschaften.  Bd.  66.  Heft  3,  4.  Leipzij?.  1893.  8^ 

Stadt-Bibliothek  in  Hamburg: 

Verhandhinpen  zwischen  Senat  und  Bürgerschaft  1892/93.  4**. 

Handbuch  der  Hamburgiaehen  wisaenschaftlichen  Arbeiten.  IX.  .Fahrg. 
1891.  I.  und  IL  Hälfte.  X.  Jahrg.  1892.  I.  Hälfte  nebst  Bei- 
heft.   1891—93.  40. 

Mittheilungen  aus  der  Stadtbibliothek.    X,  1.    1893.  8®. 

NaturtcissenschaftUrher  Verein  in  Hamburg: 
Verhandlungen  III.    Folge  I.    1894.  &>. 

Historischer  Verein  für  Niedersachsen  in  Hannover: 
Zeitschrift.    Jahrgang  1893.  8<>. 

Teglers  Godgcleerd  Genootschap  in  Harlcm: 
Verhandelingen.    Nieuwe  Serie.    Deel  XIV.    1894.  8». 

TcyJers  tweede  Genootschap  in  Harlem: 
Verhandelingen.    N.  Heeks.    Deel  IV,  stuk  2.    1893.  8«. 
Jacob  Dirks,  Atlas  behoorende  bij  de  beschrijving  der  Nederlandache 
Penningen.    Stuk  4.    1893.  fol. 

Socitte  Hollandaise  des  Sciences  in  Harlem: 
Archivea  Nderlandaises.  Tom.  27,  livr.  4,  5.  Tom.  28,  livr.  1.  1894.  8°. 

Historisch-philosophischer  Verein  in  Heidelberg: 
Neue  Heidelberger  Jahrbücher.    Jahrgang  4.    Heft  1.    1894.  8°. 

Naturhistorisch-medicinischer  Verein  in  Heidelberg : 
Verhandlungen.    N.  F.    Band  V,  Heft  2.    1894.  S«. 

Institut  meteorologique  central  in  Helsingfors: 
Obaervations.    Vol.  VI -VIII,  livr.  I.    Vol.  XI,  livr.  1.    1893.  4». 
01>Bervations  m»Hoorologiques  1881— 1888  in  4  Voll.  Kuopio.  1893.  fol. 

Verein  für  siebcnbürgischc  Landeskunde  in  Hermannstadt : 
Archiv.    N.  F.    Band  25,"  Heft  1.    1894.  8». 
Jahresbericht  für  das  Vereinsjahr  1892/93.    1893.  8^. 
Die  Kerzer  Abtei,  von  Lud.  Heissenberger.    1894.  4°. 

Historischer  Verein  in  und  für  Ingolstadt: 
Sammelblatt.    XVIII.  Heft.    1893.  8^. 

Medicinisch-naturrcissenschaftliche  Gesellschaft  in  Jena: 
Jenaiache  Zoit«ehrift   für  Naturwissenschaft.    Band  28,  Heft  2,  3. 
1893— 9  t.  8«. 

Kais.  Universität  in  Kasan: 
ütschenia  Sapiski.    Vol.  61,  No.  1—3.    1804.  8". 
2  Dissertationen  von  Krasin  und  Agaitabon.    1893.  8*^. 

Verein  für  Naturkunde  in  Kassel: 
89.  Bericht  über  die  Jahre  1892  -94.    1894.  8". 

Unirersität  in  Kharkow : 
Sapiski.    Vol.  4.    1893.  8«. 
Annales.    1894.    Fase.  1.  8^. 
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Section  iiu-äicale  de  la  Societe  des  sciences  experim.  in  KharJiow: 
Trudy.    1691.  Teil  If.    1892.  Teil  I.    1893.  Heft  I.    1892-94.  8^. 
Gesellschaft  ßr  ScIUestciy-lfoi'tteiH-LaiieiüjurgUche  GeschichU  in  Kiel: 
Zeitschrift.   Band  23.    1893.  Sfi, 

K.  Universität  in  Kiew: 
bwertija  1898.  Band  88,  No.  18.  Band  84,  No.  1—4.  1898/94.  8^. 

AertUie^natwrwi98en§dMfUkker  Verein  in  ^aueet^urg: 
ErtesitO.   4  Hefte  vom  Jahre  1S93.  8*>. 

,        1.  Abtheilung.    Rana  IB.    Roft  2,  3.  1894. 

Stadtarchiv  in  Köln: 
Miitheilungen.   Heft  24.    109».  8^. 

K.  Akademie  der  Wiesenadutßen  in  Kopenhagen: 
Mtfmoires.    6.  «drie.    Section  den  Lettr       Vol.  III,  No.  3.   1894.  4*. 
Rpo:esta  diplomatica  historiae  (lanicsie.  Ser.  II,  tom.  2.  fusc.  2.  1898.  4**. 
Overaigt    1893.  No.  2,  8.    1894,  No.  1.    1893-1894.  8». 
Sbifber.   Natumdenak.  Afdeling.   Band  YH.  No.  8,  9.   1898.  4«. 

ffeeeUedtaft  fUr  norduN^  JJierthumekunde  in  Kopenhagen: 
Mcmoires.   Noav.  S^rie  1892.    189S.  8*^. 

Aarböger.   II.  Raakke.  Band  VIU,  Heft  8,  4.   Band  IX,  Heft  1. 

1893/94.  8°. 

Akademie  der  Wissenedtaften  in  Krakau: 
Anseiger.    1898,  December.   1894,  Januar,  Februar,  April,  Ifai.  8^. 

Sprawozdania  kotni>yi  Iii-tor.  Sztuki.    Tom.  V,  fasc.  8.    1898.  fol. 

Hoz]»rawy  wydas.  tilolog.    Tom.  XIX.    1893.  4''. 

A(  ta  rectoralia  universitatis  Cracoviensiii.  Tom.  I,  fasc.  2.   1893.  4". 

Kocznik.    Rok  1892.93.    1893.  8». 

Biblioteka  pisarzöw  polskich.   Tom.  26-  27.    1893.  8^. 

Botanischer  Verein  in  I.ioidshut: 
13.  Bericht  über  die  Vereinsjahre  1892-93.    1891.  8^. 

isociele  Vaudoise  des  sciences  nuturellts  in  Lausanne: 
BnlleUn.  III.  S^r.  Vol.  29,  No.  113.  Yol.  30,  No.  114.   1898.  80. 

MaaUeihapj^  van  Nederland»che  LeUerkunde  in  Leiden: 
Tijdsohriit.  Deel  XUI,  Afler.  1,  9.  1894.  8^. 

Observatorium  in  Leiden: 
Gatalo<]rue  de  la  Biljliotheqne  de  rObiervatoire.    Supplement  III. 

'ßGravenhage  1893.  8^. 
Verslag.    1891-92  et  1892—93.    Leyde  1892-93.  8^. 

K,  OenUethaß  der  Wiseeneeiiaßen  in  Leipzig: 
Berichte.  Mathem.-phy8.  Classe.   1898,  Ko.  VII,  VIII,  IX.   1894,  L 

1 89  i  8^. 

Berichte.'  Philolog.-histor.  Clause.  1893.    II,  III.    189-4.  8P. 
Abhandlungen  der  mathem.-phys.  Classe.  Bd.  XXI,  1.   1894.  4®. 
,         de«  pbil0B..liiat.  Glane.  Bd.  XIV,  6.   1894.  4*». 

Astronomischr  G<  sellschaft  in  I^iptig: 
Vierteljahrsschiift.  Jahrgang  28.   Heft  4. 

,       29.      .    1.    1893/94.  4«. 

1894.  MaUi.-piiy^s.  Cl.  3.  24 
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Jatmwl  /Hr  praktUdie  Chemie  in  Leipsig: 
Jonnuü.  Nene  Folge.  Band  48,  Heft  8—12. 

«     49,    ,    2-9.    1898/94.  8». 

Verein  für  Erdkunde  in  Leipjtig: 
Mittheilungen  1893.    1894.  8». 

Museum  Franitco-Carolinum  in  Linz: 
62.  Bericht    1894.  8<^. 

Sociele  phHomphique  in  Loewen: 
Uevue  Neo-Scolatisque.    I.  Annee,  No.  1.  8'^. 

Universite  caüwlique  in  lA>excen: 
Annuaare  1694.  8^. 

Recueil  de  iravaux  publica  par  les  raembres  de  Ut  oonförence  d*hUioire. 
faac.  4»  6.    1891  8^. 

Zei(.sdirift  ,,La  Cvllulc''  in  Loewen: 

La  Cellule,  Reeueil  de  Cytologie  et  d'histologie  gän^rale.   Tom.  X, 
fasc.  1.    1894.  4«, 

Boyal  Inetüution  of  Oreal  BrUain  in  London: 
Pioceediaga.  Vol.  14,  part  1.   1894.  8^. 

The  English  Hietoriced  Review  in  London: 
ReTiew.  7oK  IX,  No.  88,  84.  1694.  8». 

Royal  Society  in  London: 
Proceodir?     YoL  84.  No.  828,  829,  880.  Vol.  55.  No.  881,  882,  383. 
1894.  8^ 

R.  Aslronomical  Socielif  in  London : 
Monthl>-  Notices.    Vol.  54,  No.  2~7     18i>3/ü4.  6'\ 

Chemical  Society  in  London: 
Pioceeduigs.    Seseion  1883*-94.  No.  181^140.   1694.  8^. 
Journal  I89B.   Supplement  Number.  1894.  No.  874—879.   (Jan.  bis 
June.)  8^. 

List  of  the  Officers  and  Feliows,  April  1894.  S^, 

Geological  Society  in  London: 
The  quarterly  Journal.    Vol.  49,  part  1—4.    1893.  8^*. 
List  November  Ist  1898. 

Medictd  and  cMrwgieal  Society  in  London: 
HedieoHshIrargioal  Transactions.  Vol.  57.  1892.  8°. 

S.  Mieroeeopieal  Society  in  London: 
Jonmal.   1894,  pari  1  -  3.  8^. 

Zoölogical  Society  in  Lonilim: 
Proceeding^i.    1893,  parf  IV.    1894,  part  I.  ^, 
Transactions.    Vol.  13,  pait  8.    1894.  4". 

Zeitsfltrift  „Natvre"  in  Jjondon: 
Natme.    Vol.  49,  No.  1255  — 12Ö7,  1269,    1271  — 127a   Vol.  50, 
No.  1279-1284.   1898/94.  4<». 

B,  Äecadema  ddte  acienee  in  Lueea: 
Alti.  Tom.  27.   1888.  8<». 
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SocieU  geoloffique  de  BeJgique  in  LiUtidi: 
Annales.   Tom.  20,  livr.  1.  2.    1892/93.  8". 

T'ntversität  t)i  Liiud: 
Acta  UDi?eräitfttis  Lundonsis.    Tom.  29,  Abth.  I,  II.    1892/^8.  4P. 

In.stiint  Grand'Ducal  in  Luxemburg: 
Publications.    Tom.  XXII.    1893.  8°. 

Untre rsitc  in  J^i/nn: 
Annales.    Tom.  VI,  f.isc  3,  4.    Paris  19ü3  und  Lyon  189  t. 

Wisconsin  Academy  of  Sciences  in  Madison: 
TraiwactioM.   Vol.  IX.  part  1,  2.    1893.  8«. 

Washburn  Obaeroatoii/  in  Madison: 
PablicAtknu.  YoL  VlU.  1898.  4«. 

The  Oovemment  Astronomer  in  Madrae: 
Hadnu  Meridian.  Circle  Obaenrationt.  Vol.  711.  1894.  4<>. 

Be<U  Äeademia  de  la  kieUma  in  Madrid: 
Boletiau  Tomo  XXIY»  No.  1—6.   1894.  8^. 

Soeietä  Storiea  Lmbarda  in  Maüand: 
ArehiTio  atorico  Lombardo.  Aaoo  XX,  fasc.  4.  1893. 

Serie  III,  Anno  XXI,  fasc.  1,  1894.  8». 

Soeietä  italiana  di  scienze  naiwruii  m  Maüa/nd: 
Atü.    Vol.  34,  fiwc.  4.    1894.  8^. 

Liternrif  and  phüosophiccd  Society  in  Manchester : 
Memoirs  and  Proceedings.   Vol.  7,  No.  2,  8.    Vol.  8,  No.  1,  2. 
1893/94,  8". 

Faetdii  du  eeiencee  in  Mareeille: 
Annales.  Tom.  8,  Cue.  4.   1894.  49» 

Tufi'e  CoUege  in  MaeaadMseiU: 
Tnits  CoUege  Stndiee  Ko.  1.  1894.  8». 

Hemi^ergitdter  aHterthumfaredtender  Verein  in  Meiningen: 
Nene  Beiträge  rar  Qeschiohte  deutschen  Altertlrame.  Lief.  12.  1898.  8**. 

FfMen-  und  Landeeeehtde  IH,  Afra  in  Meisten: 
Festschrift  snr  Feier  ihres  85Ctj&hrigeoi  Bestehens.  1894.  4**. 

Scientific  Association  in  Meriden: 
Transactions.  Vol.  6.   1893.  8^. 

Acadlmic  ui  Metz: 
M<«moires.    3.  S^rie.    Ann^e  20.    1890-1891.    1893.  dP. 
Gesellschaft  für  Lothringische  Gesehichte  und  Alterinmekundie  in  Metz: 
Jahrbuch.  5.  Jahrg.   1893.   I.  Hälfte.  8^ 

Observatorio  mcteorologico  central  in  Mixico: 
£1  Ciima  de  la  ciudad  de  Mexico  por  Mariano  Bdrcena.    1898.  8^. 

Socicdad  cientifica  Antonio  Alzate  in  Mexico: 
Memorias  ^  Kevista.   Vol.  VII,  No.  3-10.   1893/94.  8P. 
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Soeiedad  de  Matoria  naturtd  in  Meseieo: 
Lft  Nftiumlesa.  Tl.  Serie.  Vol.  II,  eawL  S  y  4.  1893.  fol. 

Regia  Äccademia  di  sciente  in  ModiHa: 
Memorie.  Serie  II,  Vol.  9.   1893.  4^*. 

Üenediktinrr  Af  fri  in  Montccasaino: 

Pauli  Warnefridi  in  sanctatn  rc^ulam  comtuent.    1880.  4^. 
Spicilegium  Casinense.    Tomus  l.    1893.  fol. 

SodÜi  Impiriale  des  Natnralistes  in  Moskau: 
Bnlletin.  Ännde  1898,  No.  4.  1894,  No.  1.  1894.  8<». 

Deuttdte  OeteXlsdutfi  für  Anthropoloffie  in  Bedin  und  JÜtndbe»; 
KoTOpondenzblatt  1898.  Na.  11,  12.  1891.  No.  1-5.  4<*. 

K.  TechniscJie  Hochschule  in  MüMehen: 
Penonaletand.  Sotnm.-Seni.  1894.  8^. 

Milropolitcf'-Kijpifrl  in  3fünchen: 

Amtsblatt  für  die  Erzdiöcese.  1893.    1894.    No.  1-12.  8«*. 
Öchematismoa  der  Geistlichkeit  fUr  das  JaUr  1894.  S**. 

Universität  in  Müntjten: 
Schriften  der  UniTerait&t  Mfincben.   1898.  4^  n.  8<^. 

Hiatoriadter  Verein  van  Oberbaffem  in  Mündten: 
Monateachrift.   1894.  No.  1 — 6.  (Jan.— Juni.)  8^. 

Kaufmännischer  Verein  Mündten: 

20.  Jahresbericht.    1891.  8». 

Verein  für  Grsrhichte  und  AlterthumaJiunde  WestfaUnB  in  Münster: 
Zeitschrift.    Band  61.    1893.  b". 
Ergänzangähefte.   I.   Lieferung  1.   1893.  8*^. 

Äixademia  ddle  adenze  fmche  e  matematithe  in  Ncapd: 
Bendiconti.   Serie  2a.  Vol.  VII,  faeo.  8—19.  Vol.  VIII,  fiuc.  1-5. 
1898/94.  4^ 

Historischer  Verein  in  Neuburif: 
iNeLii.uri^or  Kollektaneen-Blatt.    Jahrg.  56.    1892.    1893.  8^. 

N(trlh  of  Luoland  Institute  of  EngimerH  in  Ncucastlc-iijmn-Tf/ne: 
Transiictions.    Vol.  42,  part  6.    Vol.  43,  part  2,  3,  4.    1893.  8^ 
An  Account  of  tbe  Strata  of  Northmnberlaatd  aad  Durham.  8-T. 
1894.  8». 

The  American  Journal  of  Science  in  Neic-Haven: 
Journal.    Vol.  47,  No.  277-282  fJan.-.hine).    1894.  8*^. 

American  Oriental  Society  in  Neto-Haven: 
Journal.  Vol.  XVI,  No.  I.   1894.  8^. 

Äeademy  of  Sdenen  in  Ifew-Tark: 
Axmalt.  Vol.  VIII,  No.  1-8.  Vol.  VH,  6—12. 
Vol.  VI.  Index  1894.   1898/94.  8". 
American  Mu^^rxm  of  Natural  Miatory  in  NeW'Torh: 
Bulletin.    Vol.  V.    Iö93.  8°. 
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Ämerkan  Chmieai  Soeieijf  in  NwhTorh: 
The  Journal.  Yol.  XT,  No.  13.  XVI,  No.  1-6.  Buton.  1888AM.  9f*, 

Ämeriean  OeographieoU  Society  in  New- York: 
Bnlletm.   Vol.  XXV,  No.  4,  part  1,  2. 

Yol.  XXVI,  No.  1.    1893/94.  8«. 

Grrmnnisches  NtUionalmmeum  in  NiUnbtrgi 
Anzeiger.    1893.  S^. 
Mittbeilaiigeii.  Jahrg.  1698.  80. 
Katalog  der  Gem&lde.  8.  Auflage.  1898.  8^. 

Verein  für  Oes^iekte  der  Stadt  NürmSbergt 

Jahrpsherie-l)t  für  das  Jahr  1S92.    1893.  8P. 
MiUheiluii^'.'D.    Heft  10.    Iö93.  8". 

NfH russische  naiur forschende  Gesellschaft  in  Odcata: 
Sapiski.  Bauil  XVIII,  1,  und  Mathematische  Abtheiluog,  Band  XV. 
1898.  8». 

Historischer  Verein  in  Osnahrucl:: 
Osnahrftoker  Geachichtsquellen.    Band  II.    18U4.  8^. 

Gcf^Joiiical  Survey  of  Cayindn  ix  Ottnira: 
Anual  Report  1890-91.  N.  S.  Vol.  V,  part  1,  2  and  Mapa.  1893.  8"- 

R.  Accademia  di  seien:: e  in  Padua: 
Atti  e  Meraorie.    Kuova  Serie.    Vol.  TX.    1893.  8» 

Societä  Venelo-Trenlina  di  scienze  naturuli  in  Padua: 

Atti.  Serie  IL  Vol.  1,  fiwc.  9.  Anno  1894.  S^. 
BoUettino.  Tom.  Y.  No.  4.  1894.  8^. 

Circcio  matematico  in  Palermo: 

Bendiconti.   Tom.  VII,  fasc.  G.    VIII,  1-4.    1898/94.  4<>. 

CoUcf/io  dc(ßi  Ingegneri  in  Palermo: 
Atti.   Aano  XVI.    1893.    Mag^o—Afrosto.    1893.  4^. 

Academie  de  midecine  in  Paris: 
Bulletin.   1893,  No.  51.  1894,  No.  1  -26.  8». 

Äcadciuir  (Irs  scirnces  in  Paris: 
Comptea  rendua.    Tom.  117,  No.  26.    Tom,  118,  No.  1—21,  28—28. 
1898/94.  4^ 

Moniteur  Scientifique  in  Paris: 
Monitenr.   Liw.  826—630.    Fe?rier~Juin  1894.  4P. 

Sßciite  de  geographie  in  Paris: 
Cnniptes  reiulus  1893.  No.  17,  18.    1894.  No.  1^13.  8^. 
Bulletin.    VII.  Serie.  Tum.  14.  1ÖU3.  a.  et  1.  trimestre.    Iö94.  8". 

Soci4:te  mathematig^ue  de  Trance  in  Paris: 
Bulletin.   Tom.  XXI,  No.  8,  9  et  table  des  20  premien  yolnmee. 
Tom.  XXII,  No.  1,  3,  8,  4.   1898/94.  Sfi. 

Zeitschrift  „LTJectricien"  in  Paris: 
L'^lecthcien.  Tom.  VI,  No.  157, 168.  Tom.  VII,  169—188.  1888/94.  4f»* 
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Koiaerl.  Bws*  Akademie  der  Wi9$en9(^Mften  m  St,  Peter^urg: 

M.<inoircs.    Tom.  41.  No.  2 -B.    1893.  A^. 
Repertorium  für  Meteorologie.    Band  XVI.    1893.  4«. 

Botanischry  Gtirtc»    in  St.  P(  tri  shitrg: 

Acta  borti  Petropoiitaui    Tom.  13,  läse.  1.    18Ö3,  Sfi, 
Scripta  botanica.   Tom,  IV,  fasc.  1.    1893.  8". 

Kaie.  rusa.  archädloffiache  Gesellschaft  in  St.  Petersburg: 

SapiBki.  Toi.  6.  Heft  1—4.   Vol.  8.  Heft  1,  2.   1893^93.  8^. 

Phytikai.-^emitehe  Oeetitgihaft  an  der  1t,  UnivertUät  in  St,  Peterdntrg: 

Scbnroal.   Tom.  25,  No.  9.   Tom.  26,  No.  1—8.   1893/94.  8**. 
Znin  25jähr.  Ju^il  lum  Jor  clioin.  Abteilung  der  phytikali3cli*>cliem. 
Gesellschaft  (in  russ.  Sprarho).    1891.  8^. 

Phynihnlisrhest  Cevtyal-Obsert'aforium  in  Petersburg; 
AnoaleD.   JahrK.  18Ü2.    Thcil  I,  II.    Iö93.  40. 

Sociite  den  naturali^tes  in  St.  Petersburg: 
Travaux.    Tom.  24,  Heft  1.  2.    1891.  8« 

Sternwarte  in  St.  Petersburg: 
Ftiblications  de  l'Obaervatoire  Central  Nicolas.    S«Srie  II,  Vol.  I. 
1893.  fol. 

ObiervatiOBs  de  Foulkova.    Vol.  10.    1893.  fol. 

Kaiserliche  Unirersität  in  St*  P^r^urg: 

Protokoly  No.  48.  49.    1893/94.  8«. 

Goditechnyi  akt  (Jahres-Akt)  8.  Februar  1894.  S^. 

P.  Kokowsow«  Zur  Gescbicfate  der  mittelalterlieben  Philologie  nnil 

arab.-hebräischen  Literatur.    Band  1.    1893.  8®. 
A.  Domogarow,  Von  dpr  frf^ien  Bewegung  des  Gyroskops,    1898*  8*» 

(Heide  Schriftt'n  in  ruissischer  Sprache.) 

Historisch- j'JülohKj.  J'dkultät  der  ünipersität  St.  Ptlcraburg: 

Sapiski.    Tom.  33.    Tora.  25,  pars  II.    1893  u.  1894.  8**. 

Academy  of  iiatund  Sciences  in  Philadelphia: 

Proceedings.    1893.    Part  II,  III.  8". 

Journal.  U.  Ser.  Vol.  X,  part  1.   1894.  gr.  4^ 

American  pharmaceiUieal  Äsioeiatüm  in  PhUadelfhia: 
Procüediiigs  at  tfae  41th  aniiiial  Meeting,  Chicago  August  1898.  8<^. 

The  Geographteal  Club  of  Philadelphia: 
Charter,  By-laws,  List  of  Uembers.  Bulletin  Vol.  1.  Xo.  2.  1804.  8*. 

Historical  Society  of  Pennsylcania  in  Philadelphia : 
The  Pennsylvania  Magasine.    Vol.  XVII,  No.  8,  1.    1893/94.  8». 

American  philosophical  Society  in  Phüadel^Ua: 
Froceedings.   Vol.  31,  No.  142.   1893.  S«. 

üniversity  of  Penn.^iflvama  in  Philadelphia: 
Catalogae  1893-1^94.    1893.  ö^. 
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Societä  Toscana  di  scienze  naturali  in  IHsa: 
Atü.   Memorie.   Vol.  XUI.    1894.  4^ 
Aiti.  Pxocetn  verbaU.  Vol.  IX,  pag.  1—61.   1894.  4<>. 

Jt.  Offmnatitm  tu  Hauen: 
Jahretbericht  Aber  d.  J.  1898/94.  4<». 

BistoriBi^  GeselUdtaft  für  die  Proviru  Foeen  in  Foaen: 

ZeiUchnft.   Jahrg.  7  n.  6.   1892—^.  8^. 
Sonder-VerOffeiitUchiiiigen.  I,  1,  8.   U.  1892—98.  8^. 

Aeirophysiluih'srhes  Observatorium  in  Potsdam: 
Foblikationen.   Band  IX.   1894.  4P, 

BiS^mieehe  Kaiser  Franz  Josef  Akademie  der  Witaensi^fienf 

JJtteratur  und  Kumt  in  Jhrag: 
Almanach.    Rocnik  IV.    1894.  8<^. 

Kozpmwy  (Sitzungsberichte).  1893.  Abth.  1,  U,  III.    1894.   Th'da  I. 

Boönik  8.  Öftlo  I,  2.  TKda  U.   Roönfk  8.  4P. 
Rosprawy  (Abhandlungen).  Abth.  III.    1898.   I.   1894.  4«. 

Historicky  Archiv.    Öialo  2.    1893/f>4.  4^ 

Vestnfk.    Band  TT.    Iloft  1-9.    IWnd  III.   Heft  1-5.    1893/94.  8». 

Antonin  Favlicek,  Pravo  lisiu  zd.stavmch  (Das  Hecht  der  Hypotheken- 
briefe).   1893.  8». 

SMrka  pramenuv  ku  poznant  liler&rnibo  Irvoia,  (Sammlung  der 
Quollen  zur  Kenntniflä  des  literar.  Lebens  in  Böhmen,  lUbren 
und  Öchlenien).    No.  1.    189B.  8". 

Otakar  Kukula,  0  lithia^i  (Von  der  Steinoperation).    1894.  8^. 

Bulletin  international.  Clane  dea  aciences  matfadmatiques.  1.  1894.  4^. 

Antonfn  Veeel^.  MedicinBk&  Bus.  1894.  4<». 

JT.  BÖhmiidu  GeteUsehaft  der  WinenaiMften  in  Prag: 

Sitsongsberichte :  a)  Klasse  für  Philosophie  1893. 

b)  Mathem.-natarwissensch.  Klasae  1898.   1894.  8^ 

Jiihresbericht  /ür  das  Jahr  1893.       1894,  S^. 

Geseliachaß  zur  Fördmohi  thndscher  Wissenschaft,  Kunst  und 

Liferatar  in  Böfimen  zu  Prdfj: 

K^chenschafttäbericht  vom  11.  Dezember  1893.  8*^. 
Georg  Bruder,  Die  Gegend  um  Saas.  Saat  1898.  8^. 

Aliscanj?  mit  Berücksichtigung  von  Wolframs  von  Kechenbach  Wille- 

haini,  bsg.  von  Gustaf  Rollin.   Leipsig.   1894.  8^. 
Mittheilung.    No.  II.    18i>4.  8». 

Mathemntisch-physikaltache  Gesellschaft  in  Fra,g: 
Casopis.    Band  23,  No.  1,  2.  1893/94. 

Lrsc-  und  h'oh'hnllc  der  deutschen  Ütudcnten  in  Prag: 
Bericht.   Jahr  1893.    1894.  8^. 

K.  höhmi!iches  Mus*'um  in  Frag: 
Casopis.    Band  67.    Heft  1-4.    1893.  8« 

K.  K.  deutsche  Univerniät  in  Prag: 
Ordnung  der  Vorle«ungen.    Somm.-Sem.  1894.  8*^. 
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Verein  für  Geschichte  der  Deuf^'  hr  h  in  Böhmen  in  Prag: 
Mittheilungpn.    31.  Jahrj?.    No.  1  —  4.    iö'J2-fl3.  8». 

Instituto  historico  e  geographica  in  JOo  de  Janeiro: 
ßeviüta  trimensal.   Tom.  55,  paite  II.    1893.  S^. 
HomeDagem.  Sewio  extiaordinaria  em  Gomniemora9So  do  fnllect* 
mento  de  8.  M.  o.  Snr.  D.  Padro  IL    1893.  8^ 

Observatorio  in  Sio  de  Janeim: 
AnDQario  1893.  8^. 

Geologtcai  Üociety  of  America  in  Mochester: 
Bulletin.    Vol.  IV.    1893.  S». 

lieale  Accademia  dei  Lincei  in  Horn: 
Anniwrio  1894.  8<*. 

Atti.  Serie  IV.  Classe  di  scienze  morali.  Vol.  IX,  parte  1  e  Vol.  X, 

p.  I.   Memorie.    1893.  4». 
Atti.   Serie  V.    Cla^e  di  scienze  uiomli.    Vol.  1,  }Kirte  2.  Notizie 
degli  BcaTi  1898,  Agosto — Dicembre  e  Indice  per  Tanao  1898. 
1893.  4<>. 

Atti.    Serie  V.  Glosse  di  sricnEe  fisiche.  Vol.  II.  aemestre  II,  fa«c,  1, 2. 

Vol.  III,  semedtre  I,  läse.  1-11.    1893/94.  4» 
Rendiconti.   Classe  di  scienze  morali.  Serie  V,  Vol.  II,  faac  11,  12. 

Vol.  III,  fasc.  1-4.    1894.  8° 

Accademia  Pontificia  de'  Nuovi  Lincei  in  Rom: 
Atti.    Anno  45,  Seaiione  lU— VI.   Anno  46,  Sessione  I— Vill. 

1892/93.  40. 

B,  Ckmüato  geotogico  d'Italia  in  Som: 
BoUettino.   1898,  No.  4.   1894|  1.   1898/94.  8». 

Kaie,  detste^et  ardtäohffisekea  Inetüut,  röm,  AhtheSung,  in  Som: 
Mittheilnngen.  Band  8.  No.  4.  Baad  9,  No.  1.  1894.  8^. 

B.  Minifttcro  della  Istruciouc  puimiea  in  Som: 
Le  Opeie  di  Galileo  Galilei.    Vol.  IV.    Firenze  1894.  4^, 
R.  Societn  Romana  di  storia  patria  in  Born: 
Archivio.    Vol.  XVI,  fasc.  3,  4.    1898.  8® 

Bataafech  Oenootschap  der  Pror/hiitJervindel^ke  Wij^geerte 

in  Rotterdam: 

Nieawe  Verbandelingen.  II.  Beeks,  IV.  Deel.  Stak  I.  1898.  4«. 

Aeeeidemia  degli  Agiati  in  EmteretO: 
Aiti.   Anno  I- XI.   (1883—1898.)    1893/94.  89. 
VAccademia  di  Kovereto  dal  1750  al  1880.    1882.  8« 

Naturtrisseiisi  hafilidie  GeeeUedu^  in  8t,  CMUen: 
Bericht  über  d.  J.  1892/93.    1893.  BP. 

luHtituto  y  Obserraforio  de  maritia  de  San  Fernando  (Cadis): 
Annale».    Seccion  U.    Aüo  1892.    1893.  fol. 

California  Academy  of  scieuces  in  San  J/'rancisco: 
Äleuioiis,    Vol.  II,  No.  3.    1894.  4«. 
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SucieU  scientifique  du  Chili  in  Santiago: 
Actes.    Tom.  III,  livr.  1-8.    1898/94.  4". 

Bosnisch-Hersegowiniedies  Landeamueeum  in  Sarajevo: 
WissenschaftUobe  Mittheilungeii.  Band  I,  II.  Wien.  1698—94.  8<^. 

Verein  fikr  mekUniburgis^  Oesehidite  in  Sdueerin: 
IfecUeDbargMehei  Urkondenbiich.  Baad  XVI.  1898.  4^ 

K,  JC.  arduidtogiadtee  Museum  in  SptHtUo: 
Bnlletino  di  a«sh«ologia.  Anno  XYI,  No.  11,  12.  XYU,  No.  1—4. 
1898/94.  S^*. 

Historischer  Verein  der  Ffais  in  Speier: 
Mittheüungen.    XVII.    1893.  8^ 

Gesellschaft  für  Pommersche  Geschichte  in  Stettin: 
Baliische  Stadien.   43.  Jahrg.    1893.  8^ 

K,  Akademie  der  Wisaenedu^n  in  Stockholm: 
Obsenratio&s  du  magn^isme  terrestre  fiibites  ä  Upsala  en  1889—1888. 
1893.  4^. 

Meteorologiska  ialdfagelser  i  SvenVo    Band  31  (1889).  1898.  4P, 

Öfversigt.    Argang  50  (1893).    1801  8^ 

Carl  von  Linnes  brefvexling,  at  Ewald  Ahrlin^'.    1894.  8*^. 

Infifitut  Eoifal  Geologique  de  Suede  in  Stockhohn  : 
Carte  geologit^ue  de  la  Suede.    Serie  Aa,  No.  lOd,  109.    Serie  Ab, 
No.  18-15,  S^ie  Bb.  No.  7,  S4rie  C,  No.  118. 

Nordiedtes  Mueeum  in  Stockholm: 
Samfundet  för  Nordiska  Museets  frärnjando  1891  och  1892.  1894.  8*>. 
Tritoniderimönster  i  Allmogestil  af  Wilhelm  Oldenburg.   1893.  fol. 

SocUtt  des  Siemes  in  Strasinhurg: 
Bulletin  mensuel.   Tom.  XXYil,  1898,  No.  10.  Tom  XXVIII.  1894. 
Fase,  1-4.  8». 

K,  etatietiediee  La$tdeeamt  in  Stuttgart: 
WBrttembergiäcbe  JabrbOcher.  Jahrg.  1698.  4<>. 

WüHtemhergiedie  Kommiasion  für  LandeageaekidUe  in  Stuttgart: 
Wfirttembergische  Vierteljahrsheffce  fOr  Landesgesehichie.  II.  Jahrg. 
1893.   Heft  1-4.  1893. 

Department  of  Mines  and  Agriculture  in  Sydney: 
Becords  of  the  Qeological  Surrey  of  N.-South- Wales.  YoL  III,  part  4. 

1898.  40. 
Ännaal  Report  for  1898.   1894.  loL 

The  IfeuhSouih  Wälea  Choemment  Bord  for  wUematümed  exd^anges 

Ml  Sfdney: 
Tho  year  Book  of  Australia  1894.  ^. 

Royal  Sodetg  of  New-South  Wales  in  Sydney: 
Journal  and  Proceedings.    Vol.  XXVII.  1893.  8°. 

Ohsercatorio  astrnnömico  nadonal  in  Taeubaya  (Mexico)  i 
Annario.    Aiio  'le  1894. 
Bolet£n.    Tom.  i,  No.  16.  16.    1893/94.  4°. 
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DetUsche  Qutüeckaft  für  Natur-  und  Völkerkufide  Ottaaiens 

in  Ti>lio  (Japan): 
Mittheilungen.   Heft  63.    Ib94.  4P. 

Oanadia»  Inttüute  m  Toronto: 
TrmitBctions.   Vol.  IV,  part  1.  1894.  Bfi. 
Ith  annoal  Report.  1894.  8^. 

Museo  com u nah  in  TrietU: 
Archi?io  Trentino.    Anno  XI,  imc.  2.    1893.  Bfi. 

Societn  AdricitiM  tfi  scieme  nMurcUi  in  lYiest: 
Bolletino.    Vol.  XV.    1893.  8^'. 

SorresjMndevMatt  ßr  die  Oelehrten  «nd  Seähehtden  WürUemltergs 

in  Tübingen: 

Koxrespondensblatt.   iO.  Jahrg.   Heft  7,  8.   Tübingen  1898.  S**. 

E.  Accademia  drlle  sciense  in  Turin; 
Memorie.   Ser.  II,  Vol.  43.    1893.  4«. 
OmervaBioni  nieteorologiche,  anno  1898.   1894.  8*^. 
AtfeL  Vol.  99,  dup.  1—10.   1898—94.  8^. 

Universität  in  Upeeia: 
De  Temploi  de^^  pbnto^'niiniuetrcs  pour  meeorer  la  haateor  dee  iiiiages, 

par  Ph.  Akerblom.    1894.  8<^. 
fialleiin  meiwael  de  l*0b8er?atoin  m^tterologiqne.   Vol.  26,  bob^ 

1898.   1898—94.  fol. 

Hietorisch  Genootschap  in  Utrecht: 
F  de  üas,  Brieven  van  Prins  Willolm  V.    «'Üravenhage  1898.  8^. 
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TTeber  die  Yerschiedenheiten  im  Bau  des 

Eicheiüiolzes. 

(Vorläufige  Mittheilung.) 

Von  Robert  Harti^. 

\m  Anschlüsse  an  meine  Untersuch unf,'en  des  Holzes  der 
Traubeneiche^)  unterzog  ich  im  Laufe  dieses  Jahre»  das 
Holz  der  Stieleiche  eiuer  eingehenden  Bearbeitung  und 
liess  zu  dem  Zweck  theils  im  Gutten  berger-  und  Gram- 
schatater  Walde  bei  Wfiraburg,  theils  in  mehreren  Wal- 
dungen Oherbayems  etwa  30  BSume  f&llen,  welche  ein 
reiches  Untersuchungsmaterial  darboten. 

Die  aosserordentlich  grossen  yerschiedenheiten^  die  die 
Vertheilnng  des  Lcitungs-,  Festigunga-  und  Speichergewebes 
zu  erkennen  gaben,  beruhen  einerseits  auf  Eigenthümlich- 
keiten  des  Buuiualters  mul  liauuitheiles,  andererseits  auf  Ein- 
wirkung äusserer  Factoren.  In  demselben  Baumindividuum 
kann  Uulz  von  0.40  und  solches  von  0.82  specit'.  Trocken- 
gewicht auftreten. 

Das  in  der  Jugend  des  Baumes  und  im  jugendlichen 
Alter  jedes  Baumtheiles  gebildete  Holz  zeichnet  sich  durch 
geringe  Grfisse  der  Elementarorgane  ans.  Bis  zum  achtzigsten 

1)  UDtersachaogen  Aber  die  Entatehung  und  die  Eigenuchaften 
de«!  Ficbenholzes.  Forstlich-natnrwisaenAchattliohe  Zeitschrift  Bd.  III* 
Ucft  1.  2.  4.  5.  1894. 
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Lebensjfthre  nimmt  die  Grösse  der  neu  entstehenden  Organe  zu. 
Da  nun  besonders  das  Lnmen  der  Gefikne  an  Grösse  snnimmt, 
so  erkl&rt  sicli  schon  daraus  theilweise  die  Abnahme  des  Holz- 

gewichtes  mit  zunehmendem  Baumalter.  Der  Antheil,  den 
das  M  ark.strah  1  gewebe  am  Holze  nimmt,  ist  in  der  Jugend 
ein  geringer,  er  wächst  bi.s  über  da.s  hiindeiiale  Lt'lieiisjahr 
mul  bleibt  von  da  an  mehrere  Jahrhunderte  hindurch  adeoi- 
lieh  gleich  gross.  Der  Vorrath  an  aufgespeicherten  Reserve- 
stofien  erreicht  also  etwa  im  bandertsten  Jalire  ein  Maximum. 
Wahrscheinlich  steht  damit  der  so  spate  Eintritt  der  Mann- 
barkeit der  Eiche  im  Zusammenhange. 

Das  meiste  Festigung» ge webe  entsteht  im  Baume  da, 
wo  dieser  den  grossten  Widerstand  gegen  Sturm  u.  s.  w, 
leisten  nm^s,  <1.  Ii.  am  untersten  Stummende  und  im  Wurzel- 
anlaufe. Staun  11  aufwärts  vermindert  sich  der  procentische  An- 
theil, den  diis  Feätigung.ssrevvebe  am  Holzrinj^e  ausmacht,  bis 
zum  Kronenansatze  dann,  wenn  der  Querschnitt  des  Jahr- 
ringes nach  oben  kleiner  wird.  Das  Leitungsgewebe  bleibt 
sich  in  den  ▼eischiedenen  Baumböhen  bis  zur  Krone  mit 
Schwankungen  ziemlich  gleich  und  so  muss,  wenn  der  Quer- 
schnitt des  Ringes  sich  Terkleinert,  das  Festigungsgewebe 
abnehmen. 

Aehntiches  habe  ich  schon  irOher  ftlr  andere  Holzarten 

nachgewiesen.  Es  wird  dadurch  erklärt,  dass  bei  Wind- 
bruehschäden  die  Bäume  meist  unterhalb  der  Krone  ab- 
brechen. 

Die  grossen  Markstrahlen  nehmen  im  Baume  von 
oben  nach  unten  zu  und  erreichen  ihr  Maximum  in  den 
Wurzeln.  So  betragen  dieselben  z.  B.  in  dem  Gipfel  des 
Baumes  3^/o,  am  Stammende  12^/o  und  in  den  Wurzeln 
22^0  vom  ganzen  Uolzkörper.  Mit  Ausschluss  des  Wurzel* 
anlaufes  enthalten  die  Wurzeln  nur  Speicher-  und  Leitung»^ 
gewebe.  Das  P^estigungsgewebe  fehlt  ganz.  Sie  bleiben  auch 
stets  ohne  Kern  und  «;ind  in  Folge  dessen  für  Speicherung 
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von  Reservestoflfen  und  für  Wasserleitung  ganx  besonderh 
geeignet. 

Zahl  und  Breite  der  Markstrahlen  sind  bei  den 
BiicheD  dmelben  Art  ausserordentlich  Tersohieden  und  hängt 
deren  procentiscber  Antheii  am  Hohse  von  der  Grösse  der 
Baumkrone  und  dem  Maasse  der  Lichtwirkung  auf 

diese  ab.  Eine  grosskronige  270 jährige  Kiche  des  Mittel- 
waldes in  freier  Stellung  besa.-s  22°fo  Ast-  und  Rei.sigholz 
und  im  Holz  des  unteren  Stammtheiles  11  ^/o  Markstrahlen, 
eine  ebenso  alte  schwachkronige  £iche  mit  nur  7.5  ^/o  Ast- 
und  Reishok  dagegen  nur  5%  Markstrahlen.  Eine  TöUig 
freistehende  70 jahrige  Eiche  hatte  11%  Markstrahlen,  eine 
fast  ebenso  ülte  Eiche  im  geschlossenen  Bestände  nur 
Erfahrungsgemäss  tragen  treisteilende  Eichen  mit  grossen 
Kronen  häufiger  und  reichlicher  Eicheln,  als  schwachkronige 
Baume  im  geschlossenen  Bestände,  da  sie  einen  grösseren 
Procentantheil  ihrer  jährlichen  Production  in  Form  von 
UeberschQssen  als  ReserrestofFe  aufsuspeiehem  vermögen. 

Die  Entwickluiifj;  des  Lei tn n gsge webes  hängt  von  der 
Verdunstungägrösse  des  Baumes  ab.  Erzeugt  ein  Baum 
nur  so  viel  organische  Substanz,  als  erforderlich  für  die  Aus> 
bildung  des  Leitungsgewebes  ist,  so  entsteht  überhaupt  kein 
Festigu  II  gsge  webe.  Je  gOnstiger  der  Ernährungszustand 
des  Banmes  im  Vergleich  zu  seiner  Verdunstungsgrösse  ist, 
um  80  mehr  Festiguugsgewebe  wird  von  ihm  erzeugt.  Das 
Festigungsgewebe  stellt  gewissermassen  den  Ueberschuss 
der  Production  an  Bildungsstoffen  über  den  Bedarf  an  Lei- 
tmigsgewebe  dar,  insoweit  derselbe  nicht  zur  Herstellung  von 
Speichergewebe  und  Reservestoffen  verbraucht  wird.  Auf 
nahrkriiftigem  Boden  wird  desshalb  mehr  Festigungsgewebe 
gebildet,  als  auf  magerem  Boden.  Die  Breitringigkeit  ist 
desshalb  aber  noch  kein  sicheres  Zeichen  für  die  Güte  des 
Holzes.  Freistehende  Bäume  mit  sehr  grosser  Krone  und 
Blattmenge  verdunsten  so  viel  Wasser,  dass  oft  der  grtate 
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Theil  der  erzeugten  Bildun^^:--i'ilfe  zur  Ausbildung  von  Lei- 
tunir 'ige webe  verwendet  werden  muss.  In  einem  geschlossenen 
ßichenbestande  besitzen  die  breitringigen,  am  schnellsten  ge- 
wachsenen Bäume  fast  nie  das  schwerste  Holz,  Tielniehr 
findet  sieb  dies  bei  deigenigen  Eichen,  deren  Krone  aeitr 
licli  eingeengt  ist  und  desshalb  weniger  Terdonstet.  Die 
Bäame  mit  voller,  hoher  Krone  besitzen  in  der  Regel  einen 
Ueberflnsfl  an  Terdanstendeu  Blättern,  deren  AssiniOations- 
energie  durch  Mangel  an  NährstoflFzufuhr  aus  dem  Boden 
nicht  zur  Maxinialhöhe  gesteigert  ist.  Durch  eine  nicht 
zu  weit  gehende  Entnahme  belaubter  Aeste  wird  die  ver- 
bleibende Biattmenge  zu  voller  Productionsthätigkeit  befähigt. 
Die  Menge  der  erzengten  Sabstanz  bleibt  dieselbe,  die  sie 
▼or  der  Aosästong  war,  das  nunmehr  entstehende  Holz 
zeigt  aber  weniger  Leitungsgewebe  und  entsprechend  mehr 
Festigungsgewebe,  da  mit  der  Entnahme  von  Blattern  die 
Yerdonstungsgrösse  sich  Termindert  hat. 

Specifische  Verschiedenheiten  im  anatomischen 
Bau  des  Holzes  der  Traubeneiche  und  der  Stieleiche 
Hessen  sich  nicht  erkennen.  Ja  alle  M  rkiuale,  die  man 
bisher  benutzt  hat,  um  solche  fe^tzusielJeii.  innerhalb  der- 
selben Art  den  grütisten  »^ohwankungen  unterworfen  sind. 

Su bs tanzie  1 1  e  Verschiedenheiten  im  Holze  beider 
Eichen  arten  waren  ebenfalls  nicht  nachweisbar,  da  auch  in 
dieser  Beziehung  innerhalb  derselben  Species  grosse  Schwan- 
kungen vorkommen.  Beim  Uebergange  aus  dem  Splint- 
zustande in  den  des  Kernes  wird  die  Beservestärke  der 
innersten  SpHntringe  zur  Entwicklung  von  Thyllen  in  den 
Gefössen  grossentheils  verbraucht.  Durch  Zufuhr  von  Gerb- 
stoff, durch  Ablagerung  desselben  und  seiner  Spaltnngö- 
prodncte  vermehrt  sich  die  Substaiizuiencfe  im  Durch- 
schnitt um  etwa  6  Gewichtsprocente.  Zugleich  vermehrt 
sich  das  specifische  Gewicht  der  Wandungssubetanz 
erheblich.   Bei  der  Traubeneiche  des  Spessartes  und  bei  der 
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Stieleiche  in  Oberhayern  sclnvaiikt  das  Gewicht  der  Wan- 
dungssubstanz im  Spliute  zwischen  1.55  und  1.565.  Dasselbe 
steigert  sich  in  Folge  der  Verkemung  auf  1.59  bis  1.60. 
Der  ÜDistand,  dass  bei  der  Eembildong  die  Sabstanzmenge 
und  zugleich  das  specifische  Gewicht  der  Substanz  sich  Ter» 
mehrt^  berechtigt  zu  dem  Schlüsse,  dass  die  Zunahme  des 
specitischpii  Substanzgewichtes  der  Zufuhr  einpr  Substanz  von 
sehr  hohem  specifischen  Gewichte  zuzuschreiben  sei,  womit 
aber  die  Möglichkeit  nicht  ausgeschlossen  sein  soll,  dass 
auch  die  Holzwandungssubstanz  selbst  bei  der  Verkemung 
Veränderungen  unterworfen  sei. 

In  den  bei  Würzburg  gefällten  Eichen  ergab  die  ünter- 
suchun<r  sehr  verschiedene  specifische  Gewichte  der  Substanz, 
näojlich  1.Ö5  bis  1.66  für  den  Öpüut  und  1.5G  bis  1.71 
fQr  den  Kern.  Die  Untersuchung,  welchen  Umständen  diese 
grossen  substanziellen  Verschiedenheiten  zuzuschreiben  sind, 
hat  noch  nicht  zu  befriedigenden  Resultaten  geftihrt 
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üeber  den  Beweis  des  Maxwellsciieii  üescliwindig- 
keitsvertheüungsgesetzes  unter  Gfasmolekttlen. 

Von  Max  Planck. 

Unter  obigem  Titel  liat  Herr  L.  Boltzmann  in  den 

Sitznn^herichten  der  mathematisc;li-pli y-ikalischen  Olasse  der 
k.  h.  Akademie  der  Wussenschafteii  vom  5.  Mai  1894  gegen 
den  Beweis  des  MaxwelPschen  Geschwindigkeitsvertheilungs- 
geeetoes,  wie  er  sich  in  den  yon  mir  herausgegebenen  Kirch- 
boffVshen  Vorlesnngen  fiber  die  Theorie  der  Wftrme,  S.  142  £F., 
findet,  einen  Einwand  geltend  gemacht.  Da  sich  die  Spitze 
des  Angriffs  zum  grossen  Theil  gegen  den  Herausgeber  jener 
Vorlesungen  richtet,  indem  von  Ungenauigkeiten  der  Dar- 
stellung gesprochen  und  sogar  die  Stellung  des  Herausgebers 
ZOT  kinetischen  Oastheorie  damit  in  Verbindang  gebracht 
wird,  so  liegt  mir  daran,  mich  gegen  diesen  Vorwurf  zu 
Tertheidigen.  Es  kSunte  nämlich  durch  ihn  leicht  die  Mei- 
nung erweckt  werden,  als  oh  in  die  Darstellun<jj  des  ge- 
naonten  Beweises  sich  irgend  ein  Mangel  in  der  Form  ein- 
geschlichen habe,  der  durch  Anwendung  grösserer  Sorgfalt 
und  Genauigkeit  Ton  Seiten  des  Herausgebers  bfttte  ver- 
mieden werden  können. 

Eine  solche  Meinung  wäre  aber  durchaus  irrig.  Bei 
keiner  anderen  Steile  des  Kirchhoff'scbeu  Buches  bietet  das 
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vom  Verfasser  hinterlaiidene  "Murniscript  mehr  Garantieen  da- 
für, dass  die  Vorlesung  thatääcbiich  genau  so  gehalten  wurde, 
wie  sie  gedruckt  vorliegt,  und  in  der  That  handelt  es  Bich 
hei  dem  Boltzmann^schen  fanwand  keinesw^  nm  ein  mög- 
liches MissTeretandniss  oder  um  eine  Unkkrheit  in  der  Aus- 
drucksweise, sondern  der  Einwand  triflFt  gerade  den  Kern 
des  ganzen  Beweises;  es  ist  nicht  denkbar,  demselben  Rech- 
nung zu  tragen,  ohne  dass  der  Ideengang  vollständig  ab- 
geschnitten wird.  Von  einem  Mangel  in  der  Darstellung 
kann  also  gar  nicht  die  Rede  sein,  und  damit  halte  ich  die 
Aufgabe  des  Herausgebers  fDr  erledigt,  wie  das  auch  in 
uieincm  Vorwort  ausdrücklich  hervorgehoben  ist.  Kine  Kritik 
des  vorgetragenen  Gedankenganges  und  an  Stelle  eines  nn- 
voUkomnienen  Beweises  womöglich  einen  besseren  verlangen 
heisst  doch  nicht  weniger,  als  ?om  Herausgeber  ein  neues 
Buch  fordern.  Wer  würde  dann  wohl  die  Verantwortung  Über- 
nehmen können,  ein  nachgelassenes  Werk  herauszugeben? 

Nach  der  formellen  Uechttertigung  sei  mir  auch  noch 
ein  Wort  zum  Inhalt  verstattet.  Den  Boltzniann  scheu  Ein- 
wand habe  ich  mir  seinerzeit  ebenfalls  gemacht,  wenn  auch 
in  etwas  anderer,  doch  in  so  wenig  abweichender^Form,  dass 
ich  hier  nicht  mehr  darauf  zurückkomme  und  mich  einfach 
auf  die  Anerkennung  seiner  sachlichen  Berechtigung  be- 
schränke. I(di  habe  aber  d.iian  noch  eine  weitere  Ueber- 
legnng  geknüpft,  die  ich  bei  dieser  Gelegenheit  hier  anfügen 
möchte,  obwohl  ich  nicht  sicher  weiss,  ob  sie  nicht  schon 
einmal  angestellt  worden  ist  In  dem  MaxweU-Kirchhof- 
schen  Beweis  wird  die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass  atwei 
Moleküle  nach  Beendigung  eines  Zusamraenstosses  in  be- 
stimmter Weise  auseinanderfliegen ,  aus  dem  Satze  von  der 
Wahrscheinlichkeit  des  Zusammentreffens  mehrerer  unab- 
hängiger Ereignisse  auf  zwei  Terschiedene  Weisen  berechnet: 
einmal  direet  durch  Betrachtung  des  Zustandes  nadi  dem 
Stoes,  das  andere  Mal  durch  Betrachtung  des  Zustandes  Tor 
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dem  Stoss.  Aus  der  Üleichsetzung  beider  Ausdrücke  resiiltirt 
dann  das  Maxweirsche  Geschwindigkeitsvertheilungsgesets. 
Die  erste  Berechnan(0(Bart  ist  aber  im  AUgemeioen  nicht  zu- 
Ifissig,  da  die  Zustftnde  der  Holekfile  nach  dem  Stoee  nicht 
mehr  tinabhängige  Eraignnee  sind  im  Sinne  jenee  benatzten 
Satzes  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung.  Nnr  bei  Gültig- 
keit des  Maxweirechen  Gesetzes  wird  also  jene  Berechnung 
richtig,  oder  mit  anderen  Worten:  wenn  das  MaxwelPsche 
GeflchwindigkeitsyertheilnngBgeeeta  gilt,  ao  ist  die  Wahr- 
scheinlichkeit, dass  zwei  lllolekttle  mit  bestimmten  Oeschwin- 
digkeiten  auseinanderfliegen,  ebenso  gross  als  die,  dass  zwei 
Moleküle  mit  denselben  Geschwindigkeiten  zusammentreffen. 
Bei  allen  anderen  Geschwindigkeitsyertheilungsgesetzen  gilt 
dieser  Satz  nicht. 

Wenn  man  nnn  in  einem  in  ToUständigem  Gleichgewicht 
befindlichen  Gas  die  Geschwindigkeiten  sammtlicher  MolekOle 
plötzlich  gerade  umgekehrt  denkt,  so  verwandelt  sich  je  ein 
Paar  ^emde  vor  einem  Zuüammenstoss  befindliclier  Moleküle 
in  ein  Paar  gerade  auseinanderfliegender  Moleküle  und  um- 
gekehrt; dann  vertauschen  sich  also  auch  die  entsprechenden 
Wahrscheinlichkeiten.  Gilt  nun  das  MaxwelPsche  Vertbei- 
inngsgesetz,  bei  welchem  diese  Wahrscheinlichkeiten  einander 
gleich  sind,  so  befindet  sich  auch  nach  dem  Verwandlungn- 
akt  das  Ga.s  in  einem  Zustand  dynamischen  Gleichr^ewichts; 
gilt  aber  ein  anderes  Vertheiiungsgesetz,  so  kann  dies  offen- 
bar nicht  mehr  zutreffen. 

Nun  besagt  aber  ein  allgemeiner,  ans  dem  Hamilton*- 
schen  Ptindp  abzuleitender  Satz  der  Mechanik,  dass  in 
einem  Punktsystem  mit  eonservativen  Kräften,  welche-  sich 
im  dynamischen  Gleichgewiciit  betindet,  eine  plötzliche  Um- 
kehrung aller  (Geschwindigkeiten  abermals  einen  dynami- 
schen Gleichgewichtszustand  bedingt.  Demzufolge  muss  man 
schliessen:  ,Das  MazwelPsche  Gesetz  ist  das  einzige  Ge- 
schwindigkeitsTertheilungsgesetz,  wekhes  im  Einklang  steht 
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mit  dem  Satase  der  Mecbanik,  daas  der  dynuniBehe  Gleich- 
gewichtssnstand  eines  Punktsysteme  darch  ein  plOfesUcheB  Um- 
kehren aller  €reecliwindigkeiien  nicht  gestOrt  wird."  Darch 

die^se  Ueberle^riinjT  wird,  so  viel  ich  sehe,  der  Boltzmann'- 
sche  Einwand  ganz  vermieden  und  das  MaxweU'sche  Gesetz 
auf  einen  festeren  Boden  gestellt.  Hervorheben  mochte  ich 
noch  besonders,  dass  die  Frage,  ob  eine  solche  plötzliche 
Umkehrung  aller  Geschwindigkeiten  physikalisch  ausführbar 
ist,  hiebei  ganz  ausser  Betracht  bleibt. 
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Oeffentliche  Sitzung 

zu  Ehren  Seiner  Mftjestit  des  Königs  and  Seiner 

Königlichen  Holiüit  des  Priu^-liegeiiten 

tan  15.  November  19H, 


Der  Prä.suleui  ier  Ak;i<Ii  itu(  .  Herr  M.  v.  Fettenkofer, 
eröfiiiet  die  iSitzuug  mit  iolgeuder  Ansprache: 

Entepreehend  der  Geschäftsordniing  der  kgl.  bajer.  Aka- 
demie der  Wiflsenschaften  finden  jährlich  zwei  öffentliche 
Siiaungen  statt,  su  welchen  nicht  nur  Eingeladene,  sondern 
Jedermann  Zutritt  hat;  die  eine  an  einem  sogenannten  Könige- 

tage,  y.n  Ehren  ihre^^  Protectors ,  die  andere  an  ikrera  Stif- 
tung.stage.  Die  heutig«*  Festsitzung  gilt  un.serm  dnrchlanch- 
tigsteo  derzeitigen  Frotector,  Seiner  königlichen  Hoheit  deni 
Piinz-Begenten  Luitpold  von  Bayern,  der  in  diesem  Saaie 
ebenso  wohlwollend  zu  uns  niederschaut ,  wie  wir  alle  ehr* 
fnrchtsyoU  nad  dankbar  m  ihm  an&ehauen. 

Znnichst  sei  mir  gestattet,  einige  Thatsachen  mitau* 
theilen,  aus  welchen  herrorgeht,  wie  imablässig  unser  Pro- 
tector  und  seine  Staatsregiernng  fRr  die  Akademie  und  ftlr 
die  wissenschaiiiichen  Sariiniluugen,  welclie  mit  der  Akademie 
verbunden  sind,  Sorge  tra<iren .  und  nehstdem  auch  zu  er- 
wähnen, was  von  anderen  beiten  geschehen  ist,  die  Zwecke 
der  Akademie  und  des  Generalconservatoriums  zu  fördern. 
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Dann  wird  durch  die  HH.  Classensecretare  die  Ver- 
kflodignng  der  von  Seiner  königlichen  Hoheit  bestStigten 
Wahlen  neuer  Mitglieder  folgen  und  schlieaslich  Hr«  College 
Professor  Dr.  Sohncke  die  Festrode  fiber  einen  allgemein 
interessirenden  Gegenstand,  fiber  die  Bedeutung  wissenschaft- 
licher Ballonfahrten,  hulten. 

Als  ich  im  voritren  Jahre  an  dieber  Stelle  über  aka- 
demische Ereignis>se  der  vorangegang'enen  Zeit  berichtete*,  ge- 
dachte ich  auch  unseres  an  den  damals  veräHunnelten  Landtag 
gerichteten  Antrages,  der  Akademie  ein  Capital  von  etwa 
500000  Jtt  oder  einen  j&hrlichen  Zuechuss  von  20000  Jk  zu 
bewilligen,  um  damit  wissenschaftliche  Unternehmungen  der 
drei  Classen  unserer  Akademie  su  ermöglichen.  Etegierung 
und  Landtag  haben  in  dankens  werther  Weise  wenigstens 
einen  Theil  dieses  Antrages  sich  angeeignet  und  einen  auf 
20  Jahre  berechneten  jälirlichen  Zuschuas  von  5000  eJi  be- 
wüliert.  Ulli  damit  die  Ko=!ten  der  von  unserer  Akademie  im 
Burule  rillt  den  anderen  grossen  wisseiif^cbaftlichen  Körper- 
schaften Deutschhitids  und  Oesterreichs  geplanten  und  bereits 
begonnenen  BearVifitung  eines  neuen  grossen  lateinischen 
Wörterbuches  (Thesaurus  linguae  latinae)  zu  bestreiten. 
Seither  haben  die  hiefßr  Terbundenen  fünf  Körperschaften 
eine  eigene  Commission  für  dieses  Unternehmen  gebildet, 
zu  deren  thatigsten  Mitgliedern  eines  der  Mitglieder  unserer 
philosophisoh-philolügii^hen  Qasse,  Prof.  Dr.  y.  Wölfflin, 
gehört. 

Wir  erneuem  den  Ausdruck  unseres  lebhaften  Wunsches. 
das8  insbesondere  den  naturwissenschaftHchen  Disciplinen 
weitere  hochherzige  Spenden  des  künftigen  Budgetlandtages 
zu  Hülfe  kommen  möchten. 

Der  neu  begründete  Verband  wissenschaftlicher  Körper* 
schalten  hat  seither  zwei  weitere  Delegirten^yeisammlangen 
gehalten,  die  erste  im  Mai  dieses  Jahrss  in  Güttingen ^  die 
andere  im  September  in  Innsbrnck.    Auf  beiden  wurde 


Digitized  by  Google 


V.  PeUenJcofer:  ik-öffnungsrede. 


897 


namenÜkli  der  Plan  eines  weiteren  geroeineammi  wiBsen- 

schafllichen  Unteraehmens ,  gleichartig  or^anlslrte  Unter- 
suchungen über  den  Zn.sanHuenhang  der  Erdschwere  mit  den 
tektoüiscben  Verhältiiisaen  der  Erdrinde,  berathen.  In  Gök- 
tiogeo  wurde  beschlossen,  zu  diesem  Zwecke  mit  der  seit 
Jahren  bestehenden  internationalen  Comraission  fdr  Eird- 
messang,  an  der  anch  unsere  Akademie  durch  eine  eigene 
ständige  Commission  betheiligt  ist,  in  Verbindung  za  treten. 
Das  ist  nun  aneb  in  Innsbruck  geschehen  nnd  hat  dahin 
geführt,  dass  die  vom  5.  bis  12.  September  dort  tagende 
permanente  Commission  der  internationalen  Erdmessnng  sieb 
bereit  erklärte,  dahin  /.u  wirken,  dass  aus  ihrem  Schoosse 
eine  eigene  Section  für  das  Stu  limn  der  Schwere  suwohl 
nach  ihrer  Intensität,  wie  auch  nach  ihrer  Richtung  gebildet 
werde,  von  welcher  Section  durch  Beiziehaog  von  Geologen 
auch  die  einschlägigen  geologischen  und  geophysischen  Pro* 
bleme  bearbeitet  werden  konnten. 

Von  den  vom  bayerischen  Landtag  fftr  die  Zwecke  der 
Akademie  und  der  mit  ihr  verbundenen  wissenschaftlichen 
Sammlungen  des  Staates  weiterhin  nenbewilligten  Summen 
sind  besonders  hervorzuheben:  der  Betraf^  von  168000  o4f 
für  den  vollständigen  ÜuiI)hu  der  (Tewürhshüuser  im  Botani- 
schen Garten  nnd  für  die  neue  Einriclitung  des  Botanischen 
Instituts,  weiter  die  für  den  Neubau  des  Physiologischen 
Hörsaales  und  den  Umbau  des  Physiologischen  Institats  be- 
willigte Summe  von  162000  «41. 

Kleinere  Betrage,  snsammen  etwa  9400  «41,  wurden  für 
Einrichtung  oder  Ausstattung  des  Botanischen  Instituts, 
dann  der  mathematiseh-physikaliseben,  der  geologischen  nnd 
der  lumeralogischen  Sammlung  im  ausserordentlichen  Etat 
bewilligt.  Der  ordentliche  Etat  der  zoologischen  Sammlung 
wurde  um  jährlich  \7\A  <J^  erhöht. 

Mit  Bedauern  muss  ich  erwähnen,  dass  der  Conservator 
der  mathematisch -physikalischen   Sammlung,  Geheimrath 
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Professor  Dr.  v.  Boltzmaim,  schon  nach  einer  Wirksam- 
keit Ton  drei  Tahren  uns  wieder  verlassen  hat,  um  einon 
höchst  ehrenvollen  Raf  in  seine  Ueimafch,  nach  Wien,  sn 
folgen.  Die  Akademie  kann,  gleich  der  mit  ihr  m  ein- 
trächtigem Wirken  Terbondenen  Lndwigs-Mazimiliane-Uni- 
▼ersität,  nur  den  Wunsch  und  die  Hoffnung  aussprechen, 
dass  recht  bald  ein  dieses  Vorgaogers  würdiger  Nachfolger 
sich  finden  möge. 

Eine  we.sentliche  Aenderung  ist  mich  i>ei  dem  bts  ju 
die  jüngste  Zeit  mit  dem  k.  Münzcabinet  durch  eine  Art 
von  Personalunion  verbundenen  Museum  von  Abgüssen 
classischer  Bildwerke  erfolgt,  indem  nach  dem  Rücktritt  des 
inzwischen  Terstorbenen  Conservators  der  beiden  Sammlungen, 
des  Qeheimen  Raths  Professor  Dr.  t.  Brunn,  das  Ton  ihm 
begründete  Museum  Ton  Gipsabgüssen  unter  dem  neuen 
iVofessor  der  Archäologie  an  der  Universität  München, 
Profe.ssor  Dr.  F  u  rt  wän  |^  1er,  zum  Hange  eines  selb.stän- 
(Ül'^'M)  ( 'onscrvatoriuiii^  erhoben  und  damit  einem  von  seinem 
Gründer  seit  langen  Jahren  gehegten  Wunsch  entsprochen 
wurde. 

Aus  dem  der  Akademie  gehörenden,  hauptsächlich  der 
Vermehrung  unserer  wissenschaftlichen  Sammlangen  dienen- 
den, leider  nur  allzu  kldnen  sogen.  Mannheimer  Reserre- 
fonds  haben  seit  meinem  letzten  Bericht  die  palSontologische 

Sammlung,  das  Botanische  Institut,  das  Antiquariiim  und 
die  matheinatisrb-phvKikabschr'  Sainmlnii^  bescheidene  Zu- 
s€hüi??e  erhalten,  theils  zur  \  emiehrun^  der  Sammlungen, 
theils  zur  AnschatTnng  von  Instrumenten.  »Sollte  der  nächste 
Landtaj?  unserer  bitte  um  Gründung  eines  neuen  akademi* 
sehen  Fonds  Gehör  schenken,  so  würde  uns  damit  die 
Möglichkeit  geboten,  diese  und  andere  ebensosehr  der  all- 
gemeinen Volksbildung  wie  dem  strengen  wissenschaftlichen 
Studium  dienende  Sammlungen  auf  eine  Stufe  zu  heben, 
welche  den  verwandten  Instituten  nnderer  Staaten  entspricht. 
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iDzwischen  fronen  wir  uns,  wenn  bin  nnd  wieder  — 
nnd  geeeliabe  es  nur  in  zehnfach  höherem  Maiusetab!  —  der 
patriotische  und  wissensMshaftliche  Eifer  Ton  einzelnen  Pri- 
vaten unsere  Staatssammlungen  bedenkt.    Von  dem,  was  im 

letzten  Jalire  uul  diese  Weise  denselben  znj^ekommen  iüt, 
gedenke  ich  dankbar  der  Geschenke,  welche  unsere  Lands- 
leute ,  der  kaiserliche  Gouvernenr  von  Kamerun ,  Eugen 
T.  Zimmerer,  dann  Herr  Hofraih  Dr.  Martin  in  Sumatra, 
weiter  der  Afrikareisende  Dr.  Holnb  in  Wien  dem  ethno- 
graphischen Museum  und  der  zoologischen  Sammlung  ge- 
macht haben.  —  Hochwillkommen  waren  auch  schöne  Ge- 
schenke, mit  welchen  die  HH.  Apotheker  Burg  er  und 
Zeicbnongslehrer  Heinrich  M^orin  dahier,  sodann  Professor 
Selenka  in  Erlangen  nnd  Apotheker  W  ispaner  in  Singa- 
pore  die  zoologische  Sammlung  bedacht  hüben. 

Die  7.oolf)tii>che  Sanmihing  hat  ihrerseits  gern  zur  wei- 
teren Verbreitung  nuturwisseiisctiaitlicher  Kenntni-se  im 
Lande  beigetragen  dadurch,  dass  sie  entbehrliche  Doubletten 
verschiedenen  Gymnasien  und  anderen  Mittelschulen  zu- 
theilte. 

Auf  ihrem  engeren  Arbeitsgebiet  hat  die  Akademie 
auch  im  Tergangenen  Jahre  besonders  nach  zwei  Richtungen 
hin  sich  th&tig  erwiesen:  einerseits  durch  eigene  wissen- 
schaftliche Poblieationen  philasophisch-philologiseher,  mathe- 

luaüsch-phjisikalischer  und  historiaclier  Art,  andererseits  durch 
Pflege  eines  sehr  ausgedehnten  Schriftcjitausches  mit  zahl- 
reichen anderen  wissenschaftlichen  Instituten  und  K-upcr- 
schaften  —  ein  l  ausch,  welcher  msbesondere  der  kgl.  Hot- 
und  Staatsbibliothek  zu  gute  kommt,  der  wir  nach  altem 
Herkommen  alle  uns  nicht  doppelt  zugehenden  Publicationen 
fibenreichen. 

Von  den  speciellen  Unternehmungen  unserer  Akademie 
gedenke  ich  heute  auch  noch  des  seit  einer  Reihe  von  Jahren 
theils  durch  Geldmittel,  theils  durch  Arbeitskräfte  der  Aka- 

18S4.  ]|«tb.-phyfl.  Cl.  4.  86 
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demie  geförderten  Werkes,  der  Herstellung  einer  hydro- 
graphischen Karte  des  Bodensees,  eines  Uaternebmens ,  zu 
dem  sich  die  fünf  UferBtaaten  Terbaoden  hatten  und  welches 
nun  Anfangs  dieses  Jahres  zn  einem  gewissen  Abschloss 
gelangt  ist  Die  gemeinsamen  Kosten  heüefen  sich  bis 
dahin  auf  etwa  56000  Francs;  auf  Bayern«  d.  h.  auf  unsere 
Akademie,  trafen  davon  etwa  7300  Francs  oder  5800  e/Ä, 
ungerechnet  die  von  uns  besonders  gedeckten  Keisekostei» 
einzehier  Mitarbeiter  an  dem  schönen  Ihiternehmen.  Wenn 
wir  uns  dabei  erinnern ,  wie  schwer  es  uns  manchmal 
gewesen  ist,  einen  an  sich  so  kleinen  Betrag  an  unsem 
laufenden  jährlichen  Ausgaben  gleichsam  abzusparen,  so 
mtlssen  wir  immer  wieder  mit  einem  gewissen  Neid  unserer 
Genossinnen  za  Berlin  und  Wien  gedenken,  welche  für  sich 
allein  zehnmal  grössere  wissenschaftliche  Unternehmungen  in 
die  Hand  nehmen  und  zu  Ende  fuhren  können. 

Ich  mochte  desshalb  schliesslich  hier  noch  beifÖgen, 
dass  die  reichen  Mittel,  welche  anderen  Akademien  zu  Gebote 
stehen,  nicht  allein  vom  Staate  koTiiraen,  sondern  dass  an- 
sehnliche Theile  auch  aus  Schenkungen  von  Personen  stam- 
men, welche  unaufgefordert  wissenschaftliche  Forschungen 
und  Werke  grossmUthig  zu  unterstützen  streben.  So  besitzt 
z.  B.  die  Wiener  Akademie  durch  mehrere  testamentarische 
Verfügungen  ein  Capital  von  nahezu  200  000  Gulden  öster- 
reichischer Währung,  d.  i.  gegen  400  000  dessen  Zinsen 
sie  im  Sinne  der  Stifter  flQr  verschtedene  wissenschaftliche 
Zwecke  verwenden  kann.  Unsere  Akademie  hat  nur  ein 
einziges  Mal  einen  reichen  Geber  gefunden  ,  der  aber  kein 
Münchener,  auch  kein  Bayer,  noch  aus  einem  anderen  Theile 
von  Deui^chliuul  ist.  im  Jahre  1877  schenkte  uns  ein 
Grieche,  der  Bankier  Hr.  Christakis  Zographos,  zur  Förde- 
rung des  Studiums  der  griechischen  Sprache  und  Literatur 
ein  Capital  im  Betrage  von  25000  Francs  oder  20000•4^• 
Mit  den  Zinsen  von  diesem  CSapitale  konnten  Preisangaben 
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gestellt  und  die  rtllimlichst  gelösten  hoDoiirt  werden.  Zwei 
der  Preisträger,  die  HH.  Oberhummer  und  Krumbacher, 

wurden  dadurch  veranlasst,  Reisen  nach  Griechenland  und 
in  den  Orient  zu  unternehmen  und  seltene  Handschriften  in 
auswärtigen  Bibliotheken  zu  untersuchen.  Der  Z<)gra])hos- 
Fonds  gehört  ausschliesslich  unserer  philosophisch -philolo- 
gischen Classe  sur  Verwendung;  aber  auch  die  historische 
Classe  und  namentlich  die  mathematisch-physikalische  hätte 
viele  Wfineclie  und  Angaben,  die  weder  durch  den  Zographos- 
Fonds,  noch  durch  den  Thesaurae  Ixnguae  latinae  gefordert 
werden  können. 


Wahlen. 

Der  Classensekretär,  Herr  C.  t.  Voit,  giebt  sodann  die 
Ton  der  Akademie  vorgenommenen  und  von  Seiner  König- 
lichen Hoheit  dem  Prinz-Regenten  bestätigten  Wahlen  be- 
kannt. Es  wurden  in  der  mathematisch-physikalischen  Giasse 
gewählt: 

Eum  ordentlichen  Mitgliede: 

Herr  Generalmajor  a.  D.  Dr.  Carl  v.  Orff,  bisher  ausser- 
ordentliches Mitglied; 

zu  ausserordentlichen  Mitgliedern: 

Herr  Dr.  Ferdinand  Lindemann,  o.  Professor  der  Mathe- 
matik an  der  Universität  München; 

Herr  Dr.  Alfred  Pringsheini,  a.  o.  Professor  der  Mathe- 
matik an  der  Universität  Mfinchen. 
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SittiiBg  TOm  1.  l)«iember  1894. 

1.  Herr  H.  Seeltokr  legt  eine  Abhandlung:  .über  den 

Schatten  eines  i'laneten"  vor. 

2.  Herr  FsRD.  Lindehann  spricht:  .über  die  eonforme 
Abbildung  der  Halbebene  auf  ein  einfach  zusammen- 
hangendes Flächenstfick,  das  von  einer  algebraischen 
Curve  begrenst  wird.' 

3.  Herr  A.  v.  Baeyer  hält  einea  Vortrag;  »über  die 
Natur  der  Terpentinöle  und  verwandter äubstanzen.* 

Die  Resultate  dieser  Untersuchungen  werden  an  einem 
anderen  Orte  verdffentlicbt  werden. 
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Ueber  die  conforme  Abbildung  der  Halbebene  auf 
ein  eiafech  zuaammenhängendes  Fläch(oi8tück,  das 
von  einer  algebraischen  Gnrve  begrenzt  wird. 

Von  F.  Lindemann. 

Schon  1869  hatte  Schwarz  gelehrt,  wie  man  das  Innere 
einer  Parabel  und  das  Innere  einer  Ellipse  auf  das  Innere 
eioes  Kreises  (oder  auf  die  Haibebene)  couform  abbilden 
kann;  bald  darauf  fügte  er  die  Al)bildnng  des  Aeusseren 
einer  Parabel  oder  Ellipse  hinzu.*)  Auch  fOr  ein  Flächen- 
stück, das  durch  eine  endliche  Anzahl  von  geradlinigen 
Strecken  oder  KreishOgen  begrenzt  wird,  kann  man  die  Ab- 
bildung nach  Schwarz  leisten,*)  d.  h.  auf  die  Loeung  einer 
gewissen  DifFerentialgleichung  (dritter  Ordnung)  zarfickfOhren. 
Sanio  hat  dann  m  seiner  Disäertation  *)  einen  Ansatz  zur 
Lösung  für  den  Fall  gegeben,  das-s  es  sich  um  ein  Polygon 

1)  Bordiardt*!  Jonnial  Bd.  70  nnd  Ammti  di  matenatica  IL  Serie 
t.  8.  Vgl.  Geiammelte  Abhandlnagea  fid.  IT,  p.  77  und  lOS. 

3)  VierteljahrMcbfift  der  natarforachenden  Oeiellaeluift  in  Zttrieh, 
15.  Jalurg.  1870.  Genammelte  Abbandlmigeii  Bd.  II,  p.  Hl. 

8)  BorcbardVa  Journal  Bd.  70  und  75;  vgl.  für  geradlinig  be- 
grenzte Flächen  Christoffel,  Aanali  di  matematica,  II.  Serie  Bd.  1, 
1867.  nnd  Bd.  1. 

4)  Die  Abbildung  des  AeuPHoren  eines  Kreiabogenpolygons  auf 
eine  Krei»üäche.   Königsberg,  1886. 
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handelt,  das  Yon  gleichseitigen  Hyperbeln  mit  gemeinsamem 
Mittelpunkte  begrenzt  wird ;  doch  lässt  dieser  Ansatz  nicht 
die  Richtung  erkennen,  in  welcher  eine  VeraUgemeinemng 
za  erwarten  sei. 

Andere  Bebpiele,  in  denen  die  Fläche  durch  einen 
stetig  gekrfimmten  Gnrven7.ug  begrenzt  wird,  waren  nicht 
bekannt.  Kürzlich  habe  ich  nun  eine  Methode  angegeben.^) 
nach  der  das  fraj^liclie  Problem  gelöst  werden  kann,  wenn 
sich  eine  rationale  Function  von  x  und  y  mit  reellen  Coef- 
ficienten  derartig  becstimmeu  lässt,  dass  eine  passende  Potenz 
des  Quotienten  (wo  <Z)  eine  rationale  Function  bezeichnet) 

eine  rationale  Function  von  m  wird,  Torausgesetzt,  daes  die 
Oleichnng  der  begrenzenden  Gurve  in  der  Form 

(1)  /(i^,O  =  0 

gegeben  ward ,  und  daas  ß  =  X'\'%y^  M^^x^iy  gesetzt 
wird,  wobei  x  und  y  rechtwinklige  Goordinaten  bedeuten. 
Dieser  Fall  liegt  in  den  von  Schwarz  behandelten  Bei- 
spielen (Ellipse  und  Parabel)  vor ,  ferner  bei  der  Hyperbel, 

bei  jeder  Curve  dritter  Ordnung,  welche  durch  die  imagi- 
nären Kreispunkte  hindurchgeht,  bei  jeder  Curve  vierter  Ord- 
nung, welche  in  jedem  der  imagiuären  Kreispuiikt»^  einen 
Doppelpunkt  hat,  und  bei  vielen  Carveu  nter  Ordnung,  z.  B. 
allen,  deren  Gleichung  in  der  Form 

a    £i  -\-  h  3^     hi  el  -];■  c  —  ^'^) 

1)  Sitzungsberichte  der  pbyBikalisch-ökonomischea  GeseUacbaft 
20  Königsberg  i.  Pr.,  7.  Juni  1894. 

2)  Früher  hatte  ich  nur  den  Fall  n  —  0  erwähnt;  Herr  A.  Löwy 
machte  mich  darauf  aufmerksam,  dat»»  man  dat»  Beispiel  in  der  jetzt 
gegebenen  Weise  ▼emllgemeineni  kann. 
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gesclnrieben  wexiden  kann,  wo  a  und  e  mU,  b  und  ta 
einander  ccmjngirt  sind. 

Wird  dagegen  der  Rand  des  absnbildenden  Fliclien- 
eifickes  dnrcb  one  belielnge  algebraiseke  Cnnre  gebildet,  so 
soll  durch  die  folgenden  Ueberleguiigen  ein  Ansatz  für  das 
betrefi'ende  Problem  gegeben  werden. 

1.  Wir  setzen  jr «  «  -|-  t g^^x  —  i  y,  wo  «  nnd  y 

die  orthogonalen  Cooniinatcn  eines  Punktes  des  Haiides  seien, 
und  schreiben  die  Gleichung  der  begrenzenden  Curve  niex 
Ordnung  wieder  in  der  Form  (1);  dieselbe  möge  keine  sin- 
gnlären  Punkte  besitzen. 

Wir  benutzen  im  Folgenden  vielfach  diejenige  Function 
fj^  durch  welche  sich  die  Ooordinaten  eines  Punktes  der  Gurre 
nach  Schottk  j,  Poincar^  und  Klein  als  eindeutige  Func* 
tionen  darrteilen  lassen.   Es  werde  allgemein 

gesetzt,  wo  =  '^^i  dann  ist  bekanntlich  nacb  Schottky 
und  Cajley^),  wenn  m  als  Function  ron  Z  gedacht  wird: 

(3)  {^z^^i'.yA-^-W.Ai^'^)- 

Ersetsi  man  bierin     und  a  durch      so  wird 

(4)  {-.>ea'— 

DuTcb  die  complexe  Variable  Z  ^  X  -\-  %  Y  werde  ein 
Punkt  der  Halbebene  7  >  0  dargestellt,  auf  welche  das  von 

der  Curve  (1)  umschlossene  Oval  abgebildet  werden  soll. 
Auf  dem  Rande  ist  daun  Z  =  X  reell,  während  e^^^x-^-iy 


1)  Vgl.  2.  B.  Schwarz,  Gesammelte  matb.  Abhandlungen,  Bd.  IT, 
p.  862. 
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und  =  X  —  iy  einander  conjugirt  sind.  Man  erkennt 
demnach  aus  (4),  dass  die  linke  Seite  nur  ihr  Zeichen 
wechselt,  wenn  man  t  mit  — %  yertaascht;  diese  linke 
Seite  ist  also  anf  dem  Rande  rein  imaginär.*) 

2.  Vermöge  der  Gleichung  (1)  fassen  wir  als  Func- 
tion Ton  £  auf.  Ueber  der  <er-Ebene  haben  wir  dann  eine 
Biemann^sche  Fläche,  deren  Vensweigungspunkte  mit  den 
Brennpunkten  der  Onrre  0  zusammenfallen.*)  Die  Aus- 
dehnung der  Abbildungs-Aufgabe  anf  diese  ganze  FlAcbe 
fahrte  mich  in  den  eben  bezeichneten  einfachen  F&llen  znr 
Lösung  und  wird  uns  auch  jet^  mm  Ziele  föhren. 

Das  auf  llalbf^ljene  abz-ubildeude  Flächerijs^ück  wird 
durch  eiu  Oval  der  Curve  /  ==  0  begrenzt.  Das  Blatt  der 
Fläche,  in  welchem  das  Oval  liegt,  bezeichnen  wir  als  erstes 
Blatt.  Dasselbe  ist  in  der  Begei  durch  mindestens  zwei 
Brennpunkte,  die  im  Innern  des  Ovals  liegen,  mit  einem 
zweiten  Blatte  Terbunden  (wie  man  durch  Grenzflbergang 
erkennt,  wenn  man  einen  Doppelpunkt  auflöst).  Ausserdem 
hangt  das  erste  oder  zweite  Blatt  vielleicht  durch  andere 
Brennpunkte  mit  noch  weiteren  Blättern  der  Fläche  zu- 
sammen.   Alle  Brennpunkte,  zu  denen  man  von  einem  im 

1)  Man  seigt  leicht,  dass  sie  gleich  4 1      •       ist,  wenn  k  das 

KrttmmangsmaaM,  und  ä$  das  Bogenelemeni  der  Cnrre  beseiehn^ 

2)  Bei  Constrociion  dieser  FIftehe  ist  es  nütslich,  sieh  deijentgen 
Vorstellangen  zu  bedienen,  welche  ich  in  den  »Vorlesangen  Aber 
Oeometrie*  (Bd.  II,  Theil  1,  p.  621  ff..  1891)  über  die  Interpretation 
der  complexen  Zahl  z  entwickelt  habe,  und  welche  den  ZuBammeii- 
bang  mit  den  imaginären  Kreispunkton  und  sonach  mit  den  Brenn- 
punkt n  sofort  erkennen  lassen.  Kh  in  erwähnt  neuerdings  in  einem 
Berichte  über  seine  Vorlesnnijen  11891—92),  dass  er  »ich  derselben 
Art  Riemann'scher  Flachen  bedient  habe  (Math.  Annalen  Bd.  46, 
p.  14S);  es  nei  '  cuii  rkt,  dasb  ich  die  oben  erwähnten  Bei8])iele  der 
Abbildungsauigabe  schon  1892  vorgetragen  habe,  vgl.  anch  Sitzungs- 
bericht der  ph7S.-(ncon.  Oes.  sn  Königsberg  i.  Ft.  TOm  6.  Oktober  1808. 
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ersten  Blatte  und  innerhalb  des  0?als  gewählten  Punkte  ge- 
langen kann,  ohne  das  Oval  oder  eine  in  anderen  Blättern 
fiber  dem  Oral  liegende  CSorve  m  überschreiten,  beseicbnen 
wir  als  innere  Brennpunkte,  alle  anderen  als  Süssere 
Brennpunkte.  Ein  Verzweigungspunkt,  der  zwar  im  In- 
nern des  Ovals  liegt,  aber  nicht  in  einem  Blatte,  in  das  man 
ohne  das  Oval  zu  überschreiten  aus  dem  Innern  des  Ovals 
(im  ersten  Blatte  genommen)  gelangen  konnte,  ist  also  auch 
ein  äusserer  Brennpunkt. 

Betrachten  wir  eine  Function,  welche  von  dem  Funkte 
innerhalb  dieser  untereinander  verzweigten  Blätter  ein- 
deutig abhängt  (wobei  9^  weder  den  Rand  des  Ovals  noch 
eine  darüber  liegende  Gurre  fiberschreitet),  als  Function  Ton 

X^iY  (wo  T >  0  die  als  Bild  dienende  Halbebene 
definirt),  so  erhalten  wir  Uber  der  ^Ebene  eine  Riemann*- 
scbe  Fläche,  in  welcher  jedem  „inneren*  Brennpunkte  der 
Ciirve  f  =  0  ein  Verzweigungspunkt  der  olieiLü  Halbehene 
entspricht,  und  bei  der  vermöge  dieser  Verzweigungspunkte 
ebenso  viele  Hiatter  zusammenhängen  als  bt'i  der  gegebenen 
Fläche  im  Innern  des  Ovals.  Es  fragt  sich  nun,  wie  ist 
diese  Kiemann'sche  Fläche  über  die  reelle  X-Aze 
hinaus  in  jedem  der  fraglichen  Blätter  fortzusetzen, 
wenn  der  Punkt  jv,  den  Rand  des  Ovals  in  einem 
der  über  der  jtr-Ebene  liegenden  Blätter  Über- 
sehreitet? 

Geschieht  dies  im  ersten  Blatte,  so  ist  klar  (da  die  be- 
trachtete Function  iiir  reelle  Werthc  von  X  im  ersten  Blatte 
reell  sein  muss,  um  für  das  Abbilduiigsprobleni  verwandt 
werden  zu  können),  dass  sich  über  die  untere  Halbebene  eine 
symmetrische  Riem  an  nasche  Flache  als  Fortsetzung  des  zu- 
erst betrachteten  Theiles  ausbreiten  wird ;  dieselbe  besteht 
aus  einer  gleichen  Anzahl  von  Blättern,  und  in  ihnen  nimmt 
die  betrachtete  Function  Werthe  an,  welche  denjenigen  con- 
jugirt  sind,  die  ihr  in  den  entsprechenden  Punkten  der 
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Blätter  über  der  oberen  Halbebene  zukommen.  Wie  sich 
aber  die  so  Uber  der  unteren  Halbebene  ausgebreiteten  Blätter 
nun  wieder  in  die  obere  Halbebene  forfcaetsen,  bleibt  eu  er- 
örtern.^) 

3.  Der  Eiufachheit  halber  nehmen  wir  an.  dass  die 
Curye  /'=0  aus  p \  reellen  Zügen  besteht,  wenn 
p  das  Geschlecht  der  Cnrre  bezeichnet.  Nach  Scbottky') 
kann  man  die  yom  Punkte  jr,  gebildete  Riem  an  nasche 
Flache  auf  eiuen  durch  2  Kreise  (von  denen  etwa  einer  die 
übrigen  umschliesst)  begrenzten  Tbeil  der  Ebene  conform 
und  eindeutig  abbilden.  Ist  ein  Punkt  der  letzteren  durch 
die  coniplexe  Zalil  bestimmt,  so  geschieht  die  Abbildung 
durch  Lösung  einer  Differentialgleichung  der  Form 

(5)  {n'e)  =  (p{e,2;), 

wo  fp  eine  gewisse  rationale  Function  von  9  und  be- 
zeichnet; es  wird  ab  Quotient  der  beiden  particulären 
Losungen  einer  linearen  homogenen  Differentialgleichiuig 
zweiter  Ordnung  mit  algebraischen  Coef&cienten  gefunden. 

Die  2  p  Kreise  sind  einander  pnarweise  zugeordnet,  so 
dass  der  Punkt  tj  von  dem  einen  Kreise  eines  Paare.s  zu 
dem  zugeordneten  springt,  wenn  der  Punkt  ^,  einen  be- 
stimmten von  den  p  -\-  1  reellen  Zflgen  der  Cnrve  üljer- 
scbreitet.  Jedem  reellen  Zuge  (einen  zunächst  au-sgenomnien) 
entspricht  so  ein  Paar  von  Kreisen;  jedes  Paar  besteht  aus 

1)  Bei  den  früher  von  mir  behandelten  Beiapielfn  cr*^^<'l5a>i  »h%^< 
einfach,  indem  die  über  ^'^0  liegenden  Uallibirittcr  sich  eämmtlich 
direct  in  die  über  Y<ZO  liegenden  Halbbiätter  fortsetzten.  Im  All- 
gemeinen ge.it  bieht  dies  indeflsen  nur  im  ersten  Blatte. 

2)  Vgl.  Bon  hardf  8  Journal  Bd.  83,  1877  (und  die  1876  erschie- 
nene Dissertation).  Schot tky  und  Klein  machen  daranf  ftiifmerk- 
sani  (Math.  Annalf^n  Bd.  20,  p.  300  und  Bd.  21,  p.  148),  dasa  sich  in 
dem  187(i  veröü'entlicbteu  Iii emaun 'sehen  Nachlasse  (Ges.  Werke, 
]>.  418)  bereits  ftbiiUobe  Uotertuehimgen  findea. 


Digitized  by  Google 


Linitmum:  U^ter  iie  conformt  ÄhMäun^  der  Sßtbebene»  409 

swei  Ereipen,  die  eiuaocler  in  Bezug  auf  einen  und  denselben 
{2p'\-  l)isü  Kreis  zngeordnet  nod  uod  durch  eine  aolehe 
lineare  TraDsfonnation  tou  (eigentlich  dnrcb  eine  »Spie» 
gelang')  ans  einander  entstehen,  welche  diesen  (2  p  -f  l)ten 
Kreis  nngeftndert  liest.  Der  letztere  geht  aas  dem  U>  -f  1 )  ten 
reellen  Zage  der  Curve  bei  der  Abbildung  hervor.  Die 
Function  »;  kann  öber  jeden  Kreis  hinaus  durch  den  be- 
kannten Process  der  , Spiegelung*  fortgesetzt  werden;  da- 
durch wird  die  Unsjmnietrie  beseitigt,  welche  in  Bezug  auf 
den  (|»+  l)ten  reellen  Zug  nach  der  soeben  gegebenen  Dar- 
legung zu  bestehen  scheinen  wOrde.  Auf  jedem  Kreise,  also 
auch  auf  jedem  reellen  Zuge  der  Oarre  / »  0,  nimmt  eine 
gewisse  lineare  Function  Ton  i;  reelle  Werthe  an. 

4.  Denjenigen  Kreis,  welcher  dem  Rande  des  gegebenen 
Ovals  entspricht,  denken  wir  uns  als  reelle  Axe  einer  JET- 
Ebene,  anf  welche  wir  die  i;-Ebene  mittelst  einer  linearen 
Transformation  abbilden.  Die  anderen  2  p  Kreise  liegen 
dann  paarweise  symmetrisch  zn  dieser  Axe. 

Die  Function  [H,  Z)  ist  hier  mich  reell  auf  dem 
Rande  des  Ovais;  für  sie  denken  wir  uns  über  der 
Z-Ebene  die  in  Nr.  2  erwähnte  mehrblättrige  Fläche 
constrairt. 

Die  reellen  Goordinaten  y  eines  reellen  Punktes  der 
Garre  lassen  sich  nach  Schottky  ak  eindeutige  automorphe 
Functionen  von  H  darstellen : 

welche  fBr  reelle  Werthe  von  H  reell  sind,  also  fQr  con- 
jugirte  Werthe  von  H  auch  einander  conjugirte  Werthe  an- 
nehmen.   In  den  Veränderlichen  0  und  jP,  haben  wir  die 

Parameter-Darstellung 

(6)     M~.g>W  +  i^(M), 

Eü  öei  nuu  Ur  -\~  ivr=  f  (//r),  tVr  -\r  i  tt>r  =    (//,)  ;  und  es 
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mögen  JJj,  H^y  . . .  Hß*  (wo  fi<fl  bei  einer  >2-blatthgen 
Fläche)  einen  und  denselben  Werth  von  0  (also  über  eiDander 
liegende  Punkte  der  Fläche)  ergeben,  so  da»: 

«j  —  ^1  =  ^1  —       =  ....  =  «/*  —  iJ^fii 

Vt  +  Wi'^^i  +  ^f^  —  -5  tv«  +  «y». 

Wir  behaupten,  dass  dann  die  den  con jugirten  Werthen 

von  H^,  .  .  .  Hn  zn eordneten  Punkte  der  Fläche  nicht 
eben  falls  über  einander  liegen  kuuneu,  falls  >  2 
ist.  In  der  Tliiit,  sollte  dieses  der  Kall  sein,  so  hütten  wir 
f&r  zwei  Terschiedene  Werthe  der  Indicee  r  and  9 

also: 

«» +  '^i  ~     +     =  =     +  «/»I 

—  «'1  =  »1  —  M'i  =  =  i^«  —Wfti 

nnd  es  wfirde  sich  ergeben 

M,  =  =....  =  M/i ,  Vj  =  =  ....  =  V/* , 
M^lSstOi^as  ....  Ctf^sBO/i  s  .  .  .  .  s  <il|(. 

Es  wClrden  also  auch  die  zugehörigen  Werthe  von  £^  (neni- 
lich  Ur — lOr i  (Vr -\- Wr))  sämnitlich  einander  gleich,  und 
der  fragliche  Punkt  wäre  ein  ((U— l)-taeher  Verzweijrnn^js- 
punkt  der  Ourve  f  =  0 ;  das  Auftreten  eines  solchen  aber 
kÖDueu  wir,  falls  /u>>2,  vorläufig  ansBchliessen.  Der  Fall 
fi^v  =  Z  ist  durch  die  früher  Yon  mir  bebandelten  Bei- 
spiele schon  Tollstandig  erledigt. 

5.  Kehren  ^vir  jetzt  zu  dem  Probleme  der  Fortsetzung 
unserer  über  iler  Z-KUane  ausgebreiteten  Fläche  zurück.  Mit 
dem  ersten  Blatte  der  uraprünglichen  Fläche  (in  dem  das 
gegebene  Oval  liegt)  mögen  Blätter  in  der  geschilderten 
Weise  zusammenhangen;  wir  denken  sie  uns  durch  Bänder 
r|,  r,,  ...  rft  begrenzt,  die  über  dem  Ovale  liegen,  während 
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Ti  mit  dem  0?ale  zusammenfallt.  Letzteren  entsprechen  fi 
gmdtinige  BSnder  über  der  reellen  X-Axe:  R^,  R^^  . .  .^/i, 
welche  ebenso  viele  Halbebenen  (F>0)  begrenzen.  Die 
conjugirten  Halbebenen  (r<0)  werden  durch  die  Rftnder 

El,  jRsi  ' ' .  Efi  begrenzt,  die  ebenfalls  ül)er  der  X-Axe  liegen, 
und  von  denen  R^  mit  7;^i  iJ-  ntisch  ist.  Diesen  neuen  Uand- 
curven  entsprechen  wieder  in  der  ursprünglichen  Fläche  ge- 
schloBsene  Gurven  r2t  rs,  ...r^,  die  zu  den  Ourven  r^,  r,, 
.  .  .r^  conjugirt  sind,  deren  Bilder  in  der  if-£bene  daher 
leicht  zu  bestimmen  sind;  sie  können,  wie  soeben  in  Nr.  4 
gezeigt  wurde,  nicht  fibereinander  liegen.  Wir  wählen  die- 
jenige Curve  r  ans,  welche  am  weitesten  fiber  die  anderen 
Gurren  r  hinfibergreift;*)  in  dem  ganzen  durch  sie  begrenzten 
Gebiete  ist  dann  e  als  Function  von  Z  definirt ,  also  auch 
Jede  algebraische  Function  von  und  zwar  letztere  zugleich 
in  allen  darüber  oder  darunter  liegenden  Theilen  von  Blättern 
der  ursprünglichen  Rie mann 'sehen  Fläche.  Diese  Cur ve  r 
und  die  ^  —  1  über  oder  unter  ihr  in  den  anderen  Blättern 
der  Fläche  liegenden  Curven  geben  neue  Ränder,  welche  das 
uisprfingUch  für  die  Variable  »  gegebene  Gebiet  wesentlich 
erweitem.  In  entsprechender  Weise  ist  damit  auch  über  der 
Z-£bene  das  Gebiet  der  Yariabeln  Z  und  der  zur  Darstel* 
lung  von  \U,  Z\  dienenden  Fläche  bis  an  neue  Rander 
Rl^  . , .  Rfi  über  die  Ränder  R2,  Rk,  . .  .  Rft  hinaus  fortge- 
setzt. Dasselbe  gilt  von  den  conjugirt  imaginären  Gebieten 
der  Fläche ;  sie  sind  über  die  Ränder  7?^,  i?,,  . , .  Rfx  hinaus 
in  die  untere  Hai  beben«  bis  an  neue  Ränder  Pg,  P^,  . . .  P^ 
fortgesetzt;  vielleicht  haben  einige  dieser  Ränder  dabei  be- 
reits die  ganze  untere  Halbebene  überstrichen  und  befinden 
sich  in  neuen  Blättern  über  der  oberen  Halbebene,  in  wel- 
chem Falle  die  entsprechenden  (conjugirten)  Bänder  S'  in 

1)  Statt  dessen  Kunnte  man  eine  neue  Curve  construiren,  welch»» 
sich  ans  möglichät  günstig  gewählten  Theilen  der  verachiedenen  Curven 
^3»  •  •  •  zusammensetzt. 
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der  unteren  Halbebene  Terlanfen.  Den  K&ndeni  P,,  Py« 
. .  •  Pft  entsprechen  über  der  «^Ebene  in  der  ureprünglicben 
Flftche  CnrTen  q^,  q^,  "  Qßf  welche  der  Gurre  r  und  den 
diiect  Uber  oder  unter  ihr  liegenden  Cnnren  oonjugirt  sind 

(immer  in  dem  Sinne,  das«  einander  entsprechende  Punkte 
durch  conju^irte  Werthe  von  H  gemäss  (6)  dargestellt  wer- 
den), und  welche  daher  selbst  nach  Nr.  4  niclit  übereinander 
liegen  können.  Mit  ihnen  kano  man  in  gleicher  Weise  die 
gemachten  Schlüsse  fortsetzen.  Jedem  von  M  beschriebenen 
Wege  entspricht  gemäss  diesen  Ueberlegungen  ein  angeb* 
barer  Weg  der  Variabeki  Z  und  umgekehrt. 

6.  Es  fragt  sich  zunächst,  ob  die  Variable  z  sich  viel- 
leicht einer  Grenzcurve  nähern  kann ,  über  die  hinaus  eine 
Fortsetzung  nicht  mehr  möglich  ist.  Sollte  dies  geschehen, 
so  mflsste  der  zum  conjugirten  Werthe  von  H  gehörige 
Punkt  /  sich  ebenfalls  einer  natürlichen  Grenze  nahern; 
und  dasselbe  müsste  für  alle  zugehörigen  fi  —  1  Punkte  in 
der  zur  Darstellung  von  {rj,  e]  dienendem  Flache  der  Fall 
sein.  In  jedem  Blatte  hätte  man  eine  solche  Grenzcurve 
über  derjenigen,  welche  in  einem  Blatte  als  natürliche  Grenze 
von  e  auftritt;  die  couju<i;irteii  Punkte  müssten  dann  in  den 
verschiedenen  Blättern  die  conjugirten  Grenzcurven  bilden, 
also  alle  übereinander  liegeu,  was  nach  Nr.  4  nicht  mög- 
lich ist. 

Das  Gebiet  der  Variabein  if  ist  also,  wenn  m  als 
Function  von  Z  betrachtet  wird,  in  keiner  Weise 
durch  eine  natürliche  Grenze  beschränkt. 

7.  In  analoger  Weise  zeigt  man,  dass  0  als  Function 
von  Z  keinen  wesentlich  singulären  Punkt  haben 
kann,  wenn  die  Variable  17  auf  das  in  Nr.  3  geschil- 
derte, von  2p  Kreisen  begrenzte  Gebiet  beschränkt 
bleibt 

Sollte  nemlich  an  irgend  einer  Stelle  m  die  Function  Z 


Digitized  by  Google 


Lmdemimn:  Utber  die  conforme  ÄVbüdwtg  der  HdlMeHe,  413 

weseniUeh  ringolftr  sdn,  so  mfiaate  aaeh  {9,  Z)  dort  eine 
weseutliche  Singalarität  haben,  und  es  mfisste  dasselbe  fQr 
alle  ftber  jr  gelegenen  Stelleo  der  aar  Darstellung  von  e) 
dienenden  F&sbe  gelten,  ebenso  flGlr  alle  conjugirten  Stellen. 
Die  let/ieren  aber  liegen  nicht  übereinander,  jede  von  ihnen 
gibt  also  7M  weiteren  Punkten  der  zuletzt  erwähnten  Rie- 
niann'schen  Fläche  Veranlassung,  die  ebeufalia  wesentlich 
singulär  sind,  u.  s.  f.  Einer  der  so  erhaltenen  singnlären 
Punkte  müäste  dann  in  das  Innere  des  nraprUngUcUen  Ovals 
fallen,  wie  folgende  Schlnssweise  lehrt. 

Nehmen  wir  z.  B.  an,  ein  solcher  Punkt  Zq  läge  im 
Innern  eines  durch  die  in  Nr.  5  benutzten  RSnder  P,,  P^, 

.  . .  Pfi  und  i?^,  .  . .  Rh  begrenzten  Gebietes ;  der  ent- 
sprechende Punkt  liegt  dann  innerhalb  des  durch  die 
Curve  r'  begrenzten  Gebietes ,  und  zwar  als  wesentlich  sin- 
gulär in  allen  übereinanderliegenden  Blättern;  die  gleiche 
Singularität  rauss  dann  in  den  conjugirten  Gebieten ,  d.  h. 
auch  innerhalb  des  ursprfin glichen  0?als  vorkommen,  was 
nicht  m5glich  ist.  Liegt  der  Punkt  Z^  ausserhalb  der  Bftnder 
P,  so  bat  man  die  frfthere  Schlussweise  in  gleicher  Weise 
rfickwarte  fortausetseen.  Wesentliche  Singularitäten  sind  also 
bei  der  Abhängigkeit  der  GT689en  Z  und  s  von  einander 
ausgeschlossen^  soweit  solche  nicht  schon  bei  der  Abhäntnit;- 
keit  der  Function  rj  von  e  vork<  ininien ,  d.  h.  si»  laii;^''  r 
(oder  U)  keinen  der  früher  besprochenen  2  p  Kreise  über- 
schreitet. 

8,  Wir  untersuchen  noch ,  wie  sich  die  reellen  Züge 
der  gegebenen  Curve  über  der  Z-Ebeue  abbilden,  d.  h.  wie 
sich  Z  ändert,  wenn  H  einen  der  2p  Kreise  über- 
schreitet, 

Oeht  H  von  einem  Punkte  der  reellen  Axe  aus  in  der 
oberen  flalbebene  au  einem  Punkte  des  Kreises  JT,  so  läuft 
gieichieitig  der  oonjugirte  Punkt       in  der  unteren  Halb- 
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ebene  dem  entsprechenden  Punkte  des  conjugirtea  Kreises 
ZVL  Diesen  beiden  Wegen  entsprechen  zwei  Wege  in  der 
unprfin glichen  (über  der  #-£beae  ausgebreiteten)  R i  e ni  a  n  n'- 
sehen  Fläche,  welche  Tom  Punkte  der  Baodcarre  des 
eisten  OyeIs  znm  Punkte  sl  eines  zweiten  reellen  Zuges 
hinfuhren,  nnd  ebenso  zwei  Wege  in  der  fiber  der  Z-Ebene 
ausgebreiteten  Flache,  welche  Tom  ursinrünglicben  Punkte 
der  reellen  X-Axe  aus  zn  einem  (in  einem  anderen  Blatte 
gelegenen)  Punkte  Z'  bezw.  zu  dem  Punkte  ZI  im  conju- 
girten  l^latte  führen.  Dabei  ist  /T  eine  Function  von  ^\ 
und  umgekehrt;  ebenso  ist  z\  eine  Function  von  ,  also 
auch  (da  eine  Function  von  #  ist)  Ton  Z\  und  nach 
Gleichung  (3)  haben  wir  identisch: 

[Kz'}-K^-}](^f)-{.'.'i}(^;. 

Bedeutet  t  einen  reellen  Parameter,  so  ist  die  rechte  Seite 
rein  imaginär  (vgl.  oben  Nr.  1) ;  es  ist  folglich  Z'}  [d  Z'^ 
conjugirt  zu  \z\,^\{ßi Z'Y\  andererseits  ist  derselbe  Aus^ 

druck  conjugirt  zu  \i\yZ'\l^d  Z'\f\  es  iolgt  aiäo 

{zu  2!\  (rf  Z*)»  -  {»i.  Z\\  (<1  Z\)>  -  0. 

Ferner  ist  nach  (o)  die  linke  Seite  der  letzten  Gleichung 

identisch  gleich  —  {Z\  Zi)  {d  Zi)*;  w  ist  somit  {Z\  Zi)  »  0, 
d.  h.  es  besteht  eine  Relation  der  Form 

(7)  aZ'  Zx-^ßZ:  '\-rZi'\-ö  =  Q, 

Dieses  aber  ist  die  Gleichung  eines  Kreises.  Anf  der  Ober 
der  Z-Ebene  ausgebreiteten  Riemann*schen  Flache 

ent;i|j rieht  daher  jedem  reellen  Zuge  der  Ciirve  f  ^0 
ein  Paar  von  finander  zugeordneten  Kreisen.  Ent- 
weder uiubf»  das  JnntMe  <nlvi  das  Aeussere  eiueb  solchen  Kreises 
als  durch  ihn  hegrenzt  betrachtet  werden. 

lieber  diese  Kreise  hinaus  kann  man  den  Verlauf  der 
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Fanetion  Z  dareb  den  Process  der  «Spiegelanf^*  verfolgen, 

genau  wie  es  mit  der  Function  H  durch  Spiegelung  an  den 
2p  Kreisen  der  ^-Kbene  geschieht.  Bei  wiederholter  An- 
wendung deb  Pr( >ce->ses  wird  man  sclilieöslich  eine  Flache  mit 
unendlich  vielen  Blättern  und  unendlich  vielen  Verzweigungen 
coDstroiren.  l^äbert  sich  der  Punkt  Z  einer  Stelle,  wo  sich 
diese  Verzweigungen  unendlich  häufen,  so  wird  der  Punkt  b 
nnendiich  oft  die  reellen  Zfige  der  Onrve  fiberschreiten, 
also  einen  unendlich  hingen  Weg  beschreiben.  Dnrcb  dieses 
Verhalten  ist  die  Abhängigkeit  der  Grössen  g  nnd  Z  von 
einander  als  eme  im  Allgemeinen  transscendente  charakterisirt. 

9.  Es  erübrigt  noch,  die  Versweignngspunkte  der  für 

{H^  Z)  construirten  Fläche  näher  za  untersuchen.  Als  solche 
treten,  wie  wir  bereits  wissen  (Nr.  2),  die  den  inneren  Brenn* 

punkten  von  /*=  0  entsprechenden  Punkte  und  die  ihnen 
conjugirten  Punkte  auf.  Vm  die  Frage  allgeuiein  in  An- 
griff zu  nehmen,  setzen  wir  wie  in  Nr.  4 

ä  =  u  -h  i »  + « (w  +  f  Cd)  =  II  —  cu  t  (f7  -|-  fff), 
g^^u-^  iv  —  i  {w     i  lo)  =:  u     (a -\-  i  {v  —  w). 

Der  coi^ugirte  Funkt  hat  dann  die  Coordinaten 

s  ™wiv-\-i(w  —  i m)  a=  «     w  —  $  (r  —  w), 

Seien  nun  z  =  a,  £^==  die  Coordinaten  eines  Punktes  der 
nrsprfinglicben  Fläche  und 

(8)     s^a-i-iZ-A/Sfi,   ß,==^a,'\-(Z-Af  ^, 

wo  9       9^  Potenzreiben  bedeuten.   Dann  wird,  da  #1  zu 
/  zu      conjugirt  imaginär  ist 

wenn  a\  ai,  '^i  be^w.  zu  a,  o,,  ^J,  conjugirt  ima- 
ginär tiind. 

im.  JMttb.-pbys.  Gl.  4.  27 
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Für  eiDGo  Punkt,  dem  derselbe  Werth  von  aber  ein 
anderer  von     zukommt,  sei 

£     ti'  —  w  + 1  (©'  +  w )  ==   =    —  w  +  f  (t?  +  w) 

r,   »  +  w'  + « (»  +  w')« 

Ihm  ist  dann  der  Funkt 

conjugirt;  es  ist  also,  du  ?/  --<■>'  =  —  \mi\  v  ~\- tv  ~  v w 
war ,  identiBcli  mit  Werde  =  a  für  Z^=s  A^^  so 
haben  wir 

(10)  r  =  a  4-  =  a  -t       -  J,/  iv 

Sei  nun  erstens  der  Punkt  a,  kein  ausgezeichneter  Pünkt 
der  Flache  f «  0,  so  ist  il « /i.  Ist  der  Punkt  G  eben« 
falls  nicht  ausge/.eichnet,  so  ist  auch  y  «  A     /i.  Sei  A  Ton 

1  verschieden,  so  haben  wir  nach  (8)  und  (9)  sowohl  in  A 
als  in  einen  Ver/-\veiL,nin<i:spunkt.  nach  nber  aiicli  in 
jedem  Punkte,  wek-lier  in  der  ur.s]irün<^lichen  Fläch«  über 
einem  zu  a,  conjurririen  Punkte  liegt;  das  aber  ist  un- 
möglich, wie  die  in  Nr.  7  angewandte  Schlussweise  sofort 
erkennen  lässt.  Wäre  der  Punkt  a,  a  zufallig  ein  Brenn- 
punkt, so  ist  in  der  folgenden  fietrachtung  nur  ^  durch 
a,  ttj  zu  ersetzen. 

Sei  zweitens  a,  a^  ein  Brennpunkt  von  f=0.  Dann 
hüben  wir  1  =  2  it.    Ist  auch  v  =  A  =  2  fi,  so  ergibt  sich 

fQr  A  ^  1  dieselbe  Unmöglichkeit ,  wie  Yorhin.  Für  it  =  1 
folgt  auti  (9) 

diese  Gleichung  sagt  aus,  dass  der  zum  Brennpunkte  con- 

df 

jngirte  Punkt  der  Gleichung  ^  =^0  genügt*  wie  es  auch 
direct  einleuchtet.    Aus  (10)  ergibt  sich  kein  Widerspruch; 
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A  =  1  ist  also  die  einzig  iii()Li:li  he  Annahme.  Ware  von 
Ä  verschieden,  so  wäre  der  Punkt  a,  a  zufallig  selbst  auch 

ein  Brenopiinkt  oder  ein  Kollpunlct  der  Function  dann 

wird  man  einen  anderen  über  liegenden  Punkt  be- 

nuteen  können,  dessen  conjugirter  kein  Brennpunkt  ist,  nnd 
analoge  Schlfisse  wiederholen. 

Nicht  nnr  die  ^inneren*,  sondern  auch  die  »äne- 
seren*  Brennpunkte  der  Curve  f^O  gehen  also  bei 
unserer  Abbildung  in  Yerzweigungspunkte  der  für 
{//,  Z)  constrnirten  Flftche  über.  Letztere  hat  ausser- 
dem nur  in  den  conjugirten  Punkten  Verzweigungs- 
punkte. 

10.  Wir  haben  jetzt  alle  Mittel  bereit,  um  die  LOsnng 
luiseres  Abbildungsproblems  ausznf^Ihren.  Die  Function  {H,Z] 
ist  in  der  ursprünglichen  Riem  an  n 'sehen  FlSche  überall 

holomorph,  so  laiij^e  der  Punkt -ff,  £^  keinen  der2>-i'l  reellen 
Curvenzüge  überisch  reitet. 

Beim  üebergunge  über  einen  solchen  Zug  aber  springt 
H  auf  den  conjugirten  Werth  ifj,  gleichzeitig  Z  auf  den 
conjugirfcen  Werth  Z^  Qber;  dabei  ist  nach  (7) 

^«'^cZ-M        ebenso  = 
also  nach  (3)  in  bekannter  Weise 

Die  Function  {i/,  ist  femer  reell  auf  dem  Bande  des  ab- 
zubildenden Ovals.   Auf  demselben  Rande  ist  die  Function 

rRell.    Das  Quadrat  der  letzteren  Function,  dividirt  durch 

27* 
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[H^Z],  gibt  daher  einen  Quotienten,  der  nngeändert  bleibt', 
wenn  der  Pnnkt  £r,      einen  reellen  Zug  von  f  =sO  auf  der 

Rieniun n 'sehen  Fläche  übersch reibet,  und  welcher  auf  dem 

d  z)  ^ 


überall  holomorph,  ho  lange  die  reellen  Züge  nicht  über* 
schritten  werden.  Es  besteht  daher  eine  Gleichung 
der  Form 

(11)  {u,z)^9M^-yj^* 

wo  <I>  eine  rationale  Ftinction  von  e  und  bedeutet, 
die  auf  dem  Rande  des  abzubildenden  Ovals  reelle 
Werthe  annimmt,  sich  also  aU  rationale  Function 
▼on  X  und  y  mit  reellen  GoSfficenten  darstellt. 

Die  nähere  Bestimmung  der  Function  <D  wird  von  traue- 
scendenten  Bedingt uif^^en  abhängen,  deren  Aufstellung  in 
pxph'cirter  Form  grosse  Schwierigkeiten  bereitet,  wie  dies 
ja  auch  für  die  eut^preclieride  l'^inction  (p  in  der  Dirterential- 
gleichung  (5)  eintritt^).  Wir  können  aber  das  Verhalten 
der  Function  Ö>  an  den  singulären  Stellen  angeben. 

Für  einen  Brennpunkt  a,  a,  ist  nach  Nr.  9 

also 

^  I  (zii?  +  ■  •  =(7^oT»+  ■  •  •  • ' 

wenn  C  eine  Constaute  bedeutet.    Ferner  iat 


=  C  {'» -  0.)  + 


I)  Tgl.  Poinearj,  Acta  mstematica  Dd.  4,  p.  292  fr.  und  (Ar 
das  Tnlialteii  tob  4>  in  dm  (ingnUren  Stelleo)  Bd.  I,  p.  378. 
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die  Fanetion  O  muaa  daher  der  Bedingung  genflgen: 

(12)  lim  0) .     —  a)  =  Const. 

Handelt  es  sich  um  einen  Punkt  a,  Oj,  welcher  zu  einem 
Brennpunkte  conjugirb  ist  (d,  h.  einen  Nullpunkt  der  Fudc- 

tioD  =^  ) ,  80  haben  wir  nach  Nr.  9 : 

djs/ 

^,  -  «1  =     -  M-a  =  yZ~A,  ^„ 


also 


ieruer     -  =  Const.;  für  0  ergibt  sich  also  die  Üedmgung: 

lim  0       —  «j)  =  Const. 
f  =  a 

Dieselbe  entspridifc  «rcnau  der  Bedingung  (12);  in  der  That 
hätte  sie  auch  aus  der  liealität  der  Function  ^  direct  ge- 
schlossen werden  können. 

Die  Gleichung  (11)  können  wir  noch  in  bemerkens- 
werther  Weise  umformen«  Ersetzen  wir  nemlich  in  (3)  g> 
dnreh  JET,  so  ergibt  sich  mit  Hülfe  von  (11)  unter  Benutzung 
▼on  (4): 

(13)  {Z.z}  =  ^f{^.i^,)-y^' 

Auf  diese  Differentialgleichung  dritter  Ordnung, 
in  der  q>  und  0  die  in  (5)  und  (11)  vorkommenden 
rationalen  Functionen  von  g  und  jTj  bedeuten,  ist 

hiernach  das  Problem  zurückgeführt,  ein  durch  ein 
Oval  einer  algebraischen  Curve  f=0  (die  keine 
Doppelpunkte  hat)  begrenztes  einfach  i^usammen'» 
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bängeiideä  Flächenstück  auf  die  Haibebene  abzu- 
bilden. 

II.  Insbesondere  kann  es  Torkommen,  dass  die  Kreise, 
welche  nach  Kr.  8  in  der     Ebene  den  reellen  Zfigen  der 

Curye  f=^0  entsprechen,  paarweise  mit  einander  und  mit 
der  reellen  Axe  zusammenfallen.  Dann  schliesst  sich  die 
für  {JET,  Z]  construirt«  mehrblättrige  Fläche,  und  {//,  Z\  wird 
eine  al>^e])raische  Function  von  Z.  Die  Gleichung  (13)  wird 
dann  von  der  Form 


wo  ip  eine  algebraische  Function  von  «,  W  eine  algebraische 
Function  von  Z  bedeutet. 

Von  dieser  Form  war  die  LÖsnng  in  den  frfiher  von 
mir  behandelten  Fällen.  Bei  denselben  tritt  noch  die  weitere 

Besonderheit  ein,  dass  die  Riem  an  nasche  Fläche  über  der 
ÄT-Ebene  mehrfach  von  dein  Bilde  der  über  der  Z-Ebene 
construirten  Fliiclie  überdeckt  wird.  Es  liegt  dies  daran, 
dass  die  ursprüngliche  Riemann'sche  Fläche  in  jenen  Bei- 
spielen nicht  nur  in  Bezug  auf  den  reellen,  gegebenen  Curven- 
zag,  sondern  auch  in  Bezug  auf  die  fiber  demselben  in  den 
anderen  Blättern  gelegenen  CarvenKtige,  gewisse  Symmetrie- 
Verhältnisse  zeigt.  Aehnliche  Besonderheiten  werden 
immer  auftreten,  wenn  die  2u  der  Garve  fsssQ  ge- 
hörige Fläche  solche  besondere  Symmetrieverhält- 
nisse aufweist. 

In  dem  einfachsten  Falle,  der  Abbildunfj  des  Innern 
einer  Ellipse  auf  die  Halbebene,  gefetalhMi  sich  die  Verhält- 
nisse z.  B.  folgendermassen :  Ucber  der  r-Ebene  haben  wir 
eine  zweiblättrige  Fläche  vom  Geschlechte  Null,  deren  beide 
Veraweigungspnnkte  mit  den  Brennpunkten  der  Ellipse  zu- 
sammenfallen, fiber  der  Z-£bene  eine  ebenfalls  sweiblättrige 
Fläche  mit  vier  Verzweigungen  (also  vom  Qeschlechte  Eins). 
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Zwei  TOD  diesen  liegen  in  der  Halbebene  Y  >  0,  die  beiden 
anderen  sind  die  eonjafprten  Punkte  der  Halbebene  F<  0. 
Den  beiden  Blattern  der  oberen  EEalbebene  entsprechen  die 
beiden  Blatter  des  Innern  der  Ellipse,  begrenst  dnreb  die 

Ellipse  selbst  und  durch  die  darüber  liegende  Curve.  Den 
conjufi^rten  Blättern  der  unteren  Halbebene  (F^O)  ent- 
spricht nher  der  z-Kheu^^.  ein  i^treifen,  der  von  der  gegebenen 
Ellipse  und  einer  zu  ihr  coniocalen  Ellipse  begrenzt  wird; 
überschreitet  man  die  letztere,  so  kommt  man  wieder  in  die 
beiden  Aber  der  Halbebene  X^O  gelegenen  Blatter,  denen 
nun  in  der  #-£bene  ein  weiterer,  Ton  der  Ellipse  und 
einer  zu  ihr  confocalen  Ellipse  JE^  begrenzter  Streifen  ent- 
spricht; u.  8.  f.  Sowohl  im  oberen,  als  im  unteren  Blatte  er- 
hält man  so  unendlich  viele,  von  confocalen  Ellipsen  begrenzte, 
ringrrörniige  Streifen ,  deren  jeder  auf  zwei  über  einander 
liegeiicie  Halbbliitter  derjeiiigrn  Flüche  abgebildet  wird,  welche 
über  der  if-Ebene  construirt  wurde. 

Auf  diese  und  andere  Einzelheiten  werde  ich  bei  anderer 
Gelegenheit  näher  eingehen*  Es  mögen  hier  nur  noch  fol- 
gende Bemerkungen  Platz  finden. 

12.  Wir  setzten  hei  unserer  Ahleitnng  Toraus,  dass  die 
Curre  /  0  das  Maximum  von  reellen  Zügen  besitze.  Hat 
sie  weniger  als  ^     ^  reelle  Züge ,  so  hat  man  statt  der 

Schottk y\«<chen  Untersuchungen   diejenigen  allgemeineren 
Hülfsmittel   ciii/jiwtnjLl(Mi ,    die   wir   Poinciire  verii.iiiken 
mau  wird  dann  ganz  analoge  Schlüsse  durchführen  können. 

Ist  das  Geschlecht  f»»  1,  so  hat  man  statt  {17,  Z\  die 
Function  ^^^^  zu  unteriäuchen,  wo  das  zugehörige  ellip- 
tische Integral  erster  Gattung  bezeichnet.  Die  in  Nr.  8  auf- 
tretenden Kreise  sind  dann  durch  gerade  Linien  zu  ersetzen. 

1)  Vgl.  Acta  Matematica,  a.  a.  0* 
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Das  Auftreten  von  Düppelpunkten  mu.s«^  vorläuüg  aus- 
geschlossen bleiben;  es  scheint,  dass  man  es  nicht  einfach 
durch  Grenzübergang  (d.  h.  durch  ZnsammeDfallen  von  Brenn- 
punkten) erledigen  kann.  Man  würde  dann  weiter  zum  Zer- 
&Uen  der  Carre  f^^^O  fortacbreiten  können  nnd  dadurch 
zn  AbbUdungsfiinctionen  mit  sehr  bemerkenswerthen  Eigen- 
schaften gefshrt  werden.  Ich  hoffe,  hierauf  bald  zarfick- 
kommen  zu  k5nnen.  Erledigt  habe  ich  zonSchst  im  den 
Fall,  wo  der  Rand  des  abzubildenden  FliLclienstöckes  durch 
eine  endliche  Anzahl  von  Kegelschnitten  gebil  lt  i  u  inl,  dt üeii 
die  Brennpunkte  gemeinsam  sind.  Auf  diese  Aufgaben  soU 
hier  nicht  mehr  eingegangen  werden. 
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Ueber  den  Schatten  eines  Planeten. 

Von  H.  Seeliger. 
iSimttlottfim  1,  JDtetmbtr,) 

Für  einen  leuchtenden  Punkt  ist  die  Schattenfläche  eines 
Planeten,  der  als  ein  abgeplattetes  Rotationsellipsoid  ange- 
sehen werden  darf,  ein  Kegel  zweiter  Ordnung.  Infolge 
der  Ansdehnong  der  kugelförmigen  Sonne  entsteht  das  Phä- 
nomen des  Balbsehattens.  Die  Schattenflache  gieht  in  diesem 
Falle  die  Grenze  des  Kern-  bezw.  des  Halbschattens  an  und 
ist  die  KiuhüUende  aller  gemein^jchaftlichen  Tangentialebenen 
an  die  Kugel  und  das  Ellipsoid.  Die  (»leiLbüiig  dieser  Fläche, 
welche  vom  8.  Grade  ist,  ist  bekannt  und  u.  A.  in  dem  ver- 
breiteten Lehrbuche  der  analytischen  (leoiiictrie  Ton  Salmon 
gegeben,  auch  besitzt  man  Modelle,  welche  ihre  wesentlichen 
Gestaltungsverhaltnisse  zur  Anschauung  bringen.  Zu  Ver- 
wendungen auf  astronomische  Aufgaben,  bei  denen  es  sich 
lim  wirkliche  numerische  Ausrechnungen  handelt,  wird  in- 
dessen diese  Gleichung  nicht  sehr  geeignet  sein.  Laplace 
hat  in  der  Mec.  cel.^)  an^e<(eben,  wie  mau  die  Gleicliung  der 
ScliattenHäche  als  das  Kesultat  der  Elimination  eines  Para- 
meters aus  2  Gleichungen  erhält  und  es  i.st  bei  vielen  An- 
wendungen bequemer  an  diesen  Gleichungen  die  erlaubten 

1)  Livre  ViU,  Uhap.  VUX. 
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imd  erwfliMcbten  Tereinfacliungen  auszufubren.  Laplacc  bat 
nur  emen  Terhahnissmässig  einfachen  Fall,  der  sich  bei  den 
Verfinsterungen  der  Jnpitertrabanten  darbietet,  wirklich  im 
Einzelnen  verfolgt.  Es  blieb  hier  demnach  noch  manche 
Ldcke  aussufttllen  und  dies  ist  zam  Theil  durch  die  Arbeiten 
Ton  Hall*),  Souillart*),  Bruns*)  geschehen.  Die  folgenden 
Zeilen  verfoltren  auf  anderer  Grundlage  dasselbe  Ziel,  näm- 
lich die  Vonschnften  für  die  liereehnung  von  einij^en  Phä- 
nomenen, die  mit  der  Schattenfläche  zusammenhängen,  mög- 
lichst einfach  zu  gestalten  und  die  bereits  bekannten  auf 
einfachem  Wege  zn  begründen.  — 

Es  werde  in  den  Mittelpunkt  der  Sonne  der  Anfang 
eines  rechtwinkligen  Goordinatensjstemes  gelegt.  Seine  xy^ 
Ebene  sei  parallel  zum  Aequator  des  Planeten,  dessen  Mittel- 
punkt in  der  xg  Ebene  liegen  und  die  Coordinaten  .4  und  C 
haben  möge.  Es  sei  ferner  Ii  der  Radius  der  Sonne,  M  der 
äquatoreale  uud  E\  der  polare  iuidiui»  des  Plaueteu.  Nennt 

man  noch  «  die  Elliptieitat  e  « -  ^/  - ,  so  wird  die  Gleichung 

der  tSouoeu-  bezw.  der  PlanetenoberÜäcbe; 

-)-    "f>  j?*  SS  K^; 

(X  -   4-  + ( i  +  ^) » [(^  -  c')'  -  J^'n =0   (1 1 

Eine  gemeinsame  Tangentialebene  an  Sonne  und  Planet 
wird  offenbar  ausgedrQckt  durch 

xy  -  ya  —  zß  —  li  =  0 

wo  <Xt  —  die  Kicbtungscosinus  der  Normale  der  Tan- 
gentenebene sind,  welche  parallel  sein  muss  zur  Normalen 
des  Ellipsoides. 

1)  Astron.  Nachr.  Band  90  S.  305  flF. 

2)  Astron.  Nachr.  Band  91  S.  129. 

8)  Vergl.  J.  Hartmann,  die  Vprj^sserung  de8  Erdschattens  bei 
Mondtinateroissen.  Ai>bandlungen  der  aächs.  Ge«ell8ch.  d.  Wissensch, 
Leipsig  1891  S.  13.  (375). 
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Man  bat  also 

f  =  N{x  —  A)',    er  =  — \ 

Schreibt  man  die  Ebenengleichung  so: 
80  ergiebt  sich  mit  Hülfe  von  (2): 

Setzt  man  andererseits  (2)  in  die  EUipfioidgleicbuDg  (1) 
ein,  80  wird: 

Man  kommt  also  sa  den  zwei  Gleichungen 

^  +  ^  +(1  +  .)^  

y»  +  a»  +  /J»«l 

und  man  kann  demnach  a  und  /  durch  ß  auädracken. 

Behält  man  ß  als  einen  Parameter  bei,  so  wird  die 
ScbaHenflScbe,  d.  i.  die  Einbflilende  aller  Tangentenebenen, 

sich  ergeben  durch  Elimination  von  ß  aus  den  Gleichungen: 

yx  —  ay^ßg  —  Ä  =  0 
dy  da 

odiBTf  was  dasselbe  ist,  durch  Elimination  von  ß  aus: 

— — U)*  — aV^O  und  ^^=0  (3) 

^ß 
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Indem  man  nun  y  und  a  durch  ß  ausgedrückt  in  (3) 
einsetzt,  ist  es  vortheilhafb  die  Grösse 

.„1  i_ 

(1  +  e)* 

einzuführen.  Es  ist  auch  e  oder  das  Quadrat  der  Excen- 
triciföt  a  2«!  — tti,  wo  die  Abplattung  im  gewöhnlichen 
Sinne  bedeutet.   Die  obigen  Gleichungen  geben  nun: 


1 


-dl*  A' 


7?  7?'  ______   


Ffihrt  man  nun  die  Hfilfsgrossen  ein: 


n=2 


»»"-■^^  L*  — 


so  werden  die  Gleichungen  (3)  sich  so  darstellen: 

m  +  nß-^  jpß^  =  {fi  -r  fiy)  Vi  —  /^'c 
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Die  Elimination  von  ß  macht  non  keine  Scbwierigkeit 
und  man  könnte  das  Reraltat  in  Form  einer  Determinante, 
welche  die  Gleichung  der  gesuchten  Schattenfläclie  durstHllt, 
sofort  hinsehreiben.  Diese  Gleichnn^r  hat  aber  einen  viel  zu 
hohen  Grad  und  die  Absonderunu  der  unnöthigen  Factoren 
ist  verwickelt.  In  mathematischer  Beziehung  ist  demnach 
die  Form  (5)  nicht  befriedigend.  Für  die  zur  Anwendung 
kommenden  Fälle  aber  ist  sie,  wie  aus  dem  Folgenden  her- 
vorgehen dOrfte,  recht  geeignet.  Wenigstens  gelangt  man 
dnrch  Yerhältnimmiiflstg  nicht  sehr  complicirte  Rechnungen 
ZQ  den  fiesnltaten,  welche  ahgeleitet  werden  sollen. 

Die  Schattenflftche  wird  gebrancht,  wenn  man  die  Ver- 
finsterungen der  Trabanten  in  unserem  Sonnensystem  genauer 
zu  verfoljTeu  lüit.  Suchen  wir  die  speciellen  Erfordernisse 
auf,  welche  hi*'r  auttreten.  Bei  der  Verhn>t i  rnng  des  Erd- 
raondes  ist  eine  ziemlich  weit  gehende  (Genauigkeit  in  den 
Angaben  über  den  Verlauf  der  Schattenfläche  erwüni^cht. 
Hier  ist  aber  e  rund  j^^j,  also  eine  sehr  kleine  Grösse  und 
man  wird  demzufolge  mit  Vortheil  nach  Potenzen  von  s  ent^ 
wickeln  und  wie  sich  leicht  ergiebt  mit  der  Mitnahme  nur  der 
ersten  Potenz  ausreichen.  Unter  diesen  Voraussetzungen  ist 
die  Aufgabe  von  den  Herren  Hall,  Souillart  nnd  besonders 
im  Anschluss  an  Herrn  Bruns  von  Herrn  Hartniann  voll- 
ständig gelöst  worden.  Im  Folgenden  wird  das  Resultat  des 
lierrn  IJartmann  ebentalls  auftreten. 

Bei  den  Jnpitertrabauten  ist  e  nicht  so  klein,  dass  man 
hier  ohne  Weiteres  vernachlässigen  kann.  Hier  tritt  aber 
der  Fall  ein,  dass  die  Trabanten  sich  sehr  nahe  in  der 
Aequatorebene  bewegen  und  demzufolge  der  Verlauf  der 
Schattenflftche  nur  in  der  Kähe  dieser  Ebene  gebraucht 
wird.  Die  Aufgabe  ist  Ton  Laplace  a.  a.  0.  behandelt  wor- 
den und  die  dort  gegebene  Lösung  wird  wohl  den  Anforde- 
rungen der  Praxis  genügen. 

£a  bleibt  noch  die  Sehattenfläche  des  Saturn  zu  be- 
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tracbten  übrig.   0  ist  hier  (rond      doTcbana  nicht  klein; 

eine  Entwicklung  nach  Potenzen  yoq  e  ist  jedenfalls  nicht 
einwürfe  frei,  wenn  man  schon  die  zweiteu  Potenzen  fort- 
Ias.sen  will.  Thnt  man  Letzteres  aber  nicht,  so  worden  die 
Entwicklungen  äusserst  complicirt,  wenn  sie  auch  durch- 
führbar sind.  Es  finden  bei  den  Saturntrabanten  aber  an- 
dere ümeUinde  statt,  die  sehr  weitgehende  Vernachlässigungen 
gestatten,  besondere  da  hier  eine  grosse  Genauigkeit  der  For- 
meln fSr  die  Praxis  ziemlich  bedeatangslos  sein  dürfte. 

Nach  dem  Gesagten  werden  also  die  Verfinsterangen  des 
Erdinonde«  und  der  Satnmtnibanten  zu  bebandeln  sein. 

Zuerst  soll  die  Entwicklung  von  (5)  nach  Potenzen 
von  e  vorgenommen  werden. 

Setzt  man 

«>(/^J  =  -  (z'  -f  »'A  iiß'^  +  iß*^'  +  ....) 

so  wird  (5): 

(m  — /i)  +  (n  -v)ß  +  pp' 

d0 

Wird  nun  noch  gei>etzt: 

80  ist  Jß  eine  Grösse  vom  Range  s.   Nimmt  man  zunichst 

überall  noch  e'  mit,  so  erhält  man 

*P (m-ti)-(n- ,y - ip  {0 (ß^  +  0' (ß^  Jß -pjß') 

und  da  bis  auf  Glieder  vom  Range  8 

ist,  so  wird  die  Gleichung  der  Schattenfliiche 

4 p  («     tt)  -  («  _  vf  «  4p0  (ß^)  +  [0' (jß^)y  (6) 
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Wenn  man  nun  die  Glieder  Tom  Range  e*  fortltei,  so 
ist  das  aweiie  Qlied  reelite  zu  etreiclien  und  zu  «etsen 

(/>=  ^l(p^rß^)ßl£ 

Den  Grössen  fA  und  y  kann  man  auch  durchweg  das 
n^tive  Vorzeichen  vorsetzen. 

Dieses  doppelte  Vorzeichen  bezieht  sich,  wie  leicht  za 
sehen,  anf  die  beiden  Schalen  der  Schattenfl&cbe,  welche  den 
Kern-  und  Halbschatten  begrenzen.  Man  braneht  nur  das 
eine  Vorzeichen  zu  berücksichtigen  nod  dann  im  Resultat 
mit  —  R'  zu  vertauschen.  Für  die  Anwendung  auf  Mond- 
tinsternisse  ist  e.^  .uu  zweckniässigsten,  wenn  man  den  Durcli- 
."ichiiitt  der  i^chatteiifläche  mit  einer  Ebene  aufsucht,  die  senk- 
recht auf  der  Veri  iii  lunf^slinie  Sonne-Erde  steht  und  nicht 
weit  vom  Mondmittelpuukte  entfernt  ist.  Nennt  man  die  Ent^ 
femung  Sonne- Erde  D,  iasat  in  diese  Richtung  die  f-Axe 
eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems  fallen,  dessen  An- 
fang im  Erdmittelpunkte  sich  befindet,  dessen  y-Aze  zn  der 
froheren  parallel  lauft  ond  dessen  C-Axe  senkrecht  daranf 
nach  Norden  zeigt,  so  hat  man: 

Wird  noch  zur  Abkflrzung  gesetzt 

B-B'  „ 
;  X  — a?«'  — ■« 


so  wird 


Ä 

D  C 
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Die  Gleicbang  (6)  wird  jetzt: 

4p  (w  -  ^0  -  (n  - 1')' =»  -  4 «     (a:»  +     («i  -  i«) 

+  +       oy  -  (y^  4-  £  ;  (^i  -  a')] 

=  -  (a*  +  yßo)  •  ^Pßo^ 

In  den  mit  e  miiltiplicirtea  Gliedern  darf  aber  ange- 
nommen werden: 

(n—vy     m  — 

«--4^-  IT 

und  es  wird  also,  wenn  der  Auedruck  in  der  eckigen  Klammer 
für  den  Augenblick  mit  I  beaseichnet  wird, 

49»/-.  tpßl  J  4  J  (*"  +      -  2  0«  +  r/J^  j, 

was  man  nacb  leicbter  Zwischenrechnung  und  mit  Ver* 
naehlässiguDg  von  ^  schreiben  kann: 

Iii  dem  Ausdrucke  /  ist  aber  weiter 

X  +  2)  ^     — iß) 

wenn  num  mit  den  Radius  der  Kugel  l)e/.eichnet,  die 
mit  dem  Mittelpunkt  in  B  den  im  Falle  e  =  0  eiitstebenden 
Scbatteukegel  berührt;  ferner  ist  in  (7)  einzusetzen: 
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Man  kann  sich  nun  Uberans  leicht  da^on  ttbeneogen, 

dass  man  von  der  Erde  gesehen  die  Scbattenfläche  in  der 
Entfernung  des  Mouclfs  nur  uiii  ciuigc  iuiudertstei  Secunden 
verschieben  kann,  wenn  man  einfach  setzt 

ferner  in  der  Klammer  der  Formel  (7)  als  urimerklich 
fortstreicht  das  erste,  vierte  und  sechste  Glied,  schliesslich 

^  S^^^i^  "Ti      Aosdnicke  von  I  Ternachlftasigt  Auf  diese 

Weise  wird 

Mit  Hülfe  der  im  Vorigen  enthaltenen  Gleichungen  kann 
man  diea  auch  schreiben 

oder  auch,  ohne  Fehler  zu  begehen,  die  mehr  als  wie  die 
Hundertstel  der  Secunde  alteriren  können, 

und  fQr  x  kann  man  für  alle  Fälle  genOgend  genau 

setzen.  Die  Gleichungen  (8)  und  (9)  geben  nunmehr  die 
Scbaitenfläche  bei  Mondfinsternissen  in  der  Nähe  des  Mondes 
mit  fast  vollkommener  Strenge. 

Der  Durchsei) jiitt  derselben  mit  der  Ebene  5  =  const. 
iht,  wie  mau  öoforl  >ii'lit.  eine  Ellipse.    Die  beiden  lialbaxen 
und  B  liegen  in  der  Uichtung  der  y  bezw.  der  4'.  Und 
es  ergiebt  sich  sofort 

I^.  Ifath..pli7i.  Gl.  4.  'iö 
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B  —  K 


(10) 


Diese  Formeln  sfcimiueo  vollständig  Uberein  mit  den  von 
Herrn  Hartmann  gegebenen,  die  in  der  That  die  denkbar 
grosste  Einfachheit  bei  wirklichen  Ausrechnungen  darbieten. 

Wenn  man  nun  die  sweite  oben  erwiUiQte  Aufgabe,  die 
Schattenfläche  des  Saturn,  wie  sie  bei  den  Verfinsterungen 
seiner  Trabanten  gebraucht  wird,  zu  entwickeln,  dadurch  in 
Angriff  nehmen  wollte,  dass  man  in  der  begonnenen  nach 
Potenzen  von  t  fortschreitenden  Kiit wicklaiig  weiter  geht, 
HO  wäre  dieser  Weg  durciiiuis  be>ehreitbar,  aber  äusserst  um- 
ständlich; auch  ist  nur  schwer  auf  diese  \\  t  ise  /.n  übersehen, 
welche  Vernachlässigungen  begangen  werden.  l>atregen  stellt 
sich  eine  einfachere  Lösung  der  Aufgabe  dar,  die  den  prak- 
tischen Erfordernissen  genügen  dürfte,  wenn  man  berfick" 
sichtigt,  dass  an  den  Stellen,  an  welchen  die  SatumtrabanteD 
in  die  Schattonflache  des  Planeten  treten,  diese  sich  nicht  weit 
Yon  dem  Tangentialkegel  entfernt,  den  man  vom  Sonnen- 
mittelpunkt  ans  an  Satnrn  legen  kann. 

Man  wird  demnach  von  diesem  Kegel  als  erster  Näbe- 
ruii;^  auspellen  küimen  und  die  iiiHhij^'en  Correctionen  auf- 
zusuchen haben.  Den  ^»"enannten  Tantjentialkegel  erhält 
man,  wenn  man  in  den  Gleichungen  (5)  ^  =  0  annimmt. 
Setzt  man: 

= j^t  1-^'  +  — /  i  »*i = — +  y'j 

X{ß)  s=  u  VY^fe  —  fw,  -  nß 
so  kann  man  (5)  scii reiben 


l^-^ß'B)  ,  .^.^^^  \  (II) 

1^1 -.^^ 
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Wenn  As^'aO  angenommen  wird,  ao  ergiebt  die 

Elimination  von  (i  aus  diesen  Gleichungen  den  erwähnten 
TaugentiaikegeL    Setzt  man  noch  zur  Abkün^uug 

so  wird  mau  ieieljt  die  Correetioneii  bestimmen  kijnnen. 
welche  an  die  den  Tangontialkei^el  hest.ininienden  Coordi- 
naten  angebracht  werden  müssen,  um  den  Bedingungen  der 
Schattenfläche  zu  genügen.  Denkt  man  sich  Polarcoordinaten 
in  einer  zur  f-Axe  des  oben  benutzten  Ooordinaiensjstems 
senkrechten  Ebene  eingeführt  und  setzt  demgemiiss 

^  =  o  cos  9};    £  =  ^ sin  qp;    ?  =  const. 

so  kann  O  als  Function  von  Q  und  9  angesehen  werden.  Einem 
bestimmten  Werthe  von  ip  entspricht  in  der  Schattenfläche 
ein  Werth  C  =  Co  +  ^0       demselben  Werthe  yon 

tp  entsprechende  ^  ftlr  den  Tangentialkegel  ist.    Aber  zu 

gleicher  Zeit  niuss  auch  li  ^  J ß  gesetzt  werden,  wenn 
ß^  der  Werth  von  ß  für  A  =  0  ist.  Entwickelt  man  nun 
die  Uleichungen  (11),  welche  sich  so  schreiben  lassen 

«»(/».»)=■*(/»,«) 

0-  m  =  i-  ((I) 

vmi  bedenkt  man,  dsas  «>(/*„.  e«)  =  0,  ^"-  =  0,  w  er- 

giebt sich  * 


90 


(12) 


So  wird  man  durch  snccos-ivr  Xäiierungen  zu  den  rich- 
tigen Wj'rthon  von  und  Jß  gelangen  kOunen.  In  erster 
Näherung  ist  aber 

=  (13) 

2B* 
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und  da  man  bei  den  SaturntnibaDteii  hierdurch  den  Yerlaaf 
der  Schaltenfläche  (vom  Satam  am  gesehen)  anf  einige  8e- 
conden  genau  erhält,  so  wird  man,  wie  noch  erörtert  werden 

soll,  dabei  stehen  bleiljL'ii  können.  Es  soll  nur  diese  Nähe- 
rungsfonuel  entwickelt  werden. 

Die  und  werden  aus  den  beiden  Gleichungen  be- 
stimmt: 

Hieraus  folgt: 

Die  Gleichung  des  Tangen tiaikegeU  ist  hiernach 

^-^^m^(p  +  n^B)  (U) 

Für  die  weiteren  iieductionen  sind  noch  vou  Werth  die 
Relationen: 

Will  man  (14)  voli>Utii<liü'  entwickelt  liinschreiben,  so 
muss  man  die  Hülfsgrössen  ni^,  m^,  n  etc.  nach  (4)  ein- 
führen.  Man  kann  diese  aber  so  schreiben: 
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Die  GktchuDg  (14)  gestaltet  sieb  jetzt  so: 

Ii 

Wenn  man  aber  bedenkt,  dass  fOr  Saturn  -7  sehr  klein 

A 

\&i  (<  ^0^00)  und  ?/  sowohl  al«  auch  'Q  gegen  a;  ebenfalls, 
so  wird  man  mit  hinreichender  Genauigkeit  setzen  dOrfen 

Hierdurch  ist  nnn  Qq  bestimmt.  Um  auch  (13)  Tollständig 
zu  entwickeln,  wäre  jetst  eine  etwas  umständlichere  Rech- 
nung aosznftthren.  Man  Tereinfacht  aber  die  Sachlage  durch 
weitere  Vernachlässigungen,  welche  die  Schattenflache  in  dem 
betrachteten  Falle,  wo  es  sich  um  die  Verfinsterung  der 
Satumtnil)antL'n  bandelt,  ebenfalls  höchstens  um  einige  Bugen- 
secnnden  verschieben  kiainen.  Diese  VernaL-lil;l.Nsiö;iino;en  und 
deren  Berecbtii^unsr  eri^'el)en  sich  au-  li  -n  folgenden  Werthen, 
die  man  den  üüifsgrössen  m^,       etc.  geben  kann: 

«S-'-if«'  — »I,  =  0;  ««-  — 


(16) 


Hierdurch  wird,  weil  auch  x  m  den  vorstehenden  Gleich- 
ungen nahezu  unabhängig  von  iät: 
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Man  kann  aber  die  rechte  Seite  mit  UQife  der  oben  an- 
{gegebenen  Relationen  so  darstellen: 

^  yl^U^  "v*^ 

Für  die  rechte  äeite  von  (13)  ergiebt  aich  zunächst: 

und  wenn  man  (lüj  bunuUL,  so  wird  ächUesälicli  mit  aua- 
reicbender  Genauigkeit 


Diese  Formel  läset  an  Einfachheit  nichts  zu  wlinschen 
übrig.  Wollte  man  auch  nocli  die  zweiten  Potenzen  von  e  fort- 
lassen, 80  ergäbe  sich  einfach      =  ±  ^  £«  was  eigentlich 

auch  schon  der  Genaui$:;keit,  welche  die  hier  in  Frage  kom- 
menden Beobachtungen  verlangen,  voraussichtlich  genügen 
dürfte. 

Wils  den  letzteren  Punkt  butriÜl,  so  ist  vor  allem  /.u 
bemerkt  n,  dus^»  die  ^irenze  sowohl  des  Keraächattens  als 
auch  des  Halbschatten-,  line  rein  mathematische  Fiction  ist, 
welche  in  den  Beobachtungen  nicht  klar  hervortreten  kann. 
Wie  der  Halbschatten  in  unmerklichen  Abstufungen  in  die 
YoUe  Helligkeit  übergeht,  so  bedeutet  die  Grenze  des  Kern- 
Schattens  nichts  anderes,  als  den  Ort,  wo  der  Halbschatten 
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anfängt,  sich  in  stet^er  Weise  aufzuhellen.  Ich  habe  die 
VerhftltDiase,  wie  sie  sieb  in  Folge  dieser  Umstände  bei 
Mondfineterniesen  deistellen,  an  einem  anderen  Orte*)  be- 
sprochen und  gezeigt,  daes  sieb  die  Grenze  des  Eemscbattena 

in  Folge  physiologischer  Einwirkungen  fÖr  das  beobaebtende 
Auge  in  den  Halbschatten  hinaus  scheinbar  verschieben  rauss. 
E-s  entsteht  so  das  bekannte  Phänomen  der  scheinbaren  Ver- 
grosserung  des  Erdschattens.  Icli  habe  dort  einen  Ausdruck 
abgeleitet  für  das  Ycrhältuias  der  Heiligkeit  c/,  welche  in 
der  scheinbaren  Entfernung  x  (hier  gesehen  von  Saturn  aus) 
von  der  Grenze  des  Kernschattens  stattfindet,  zu  der  unge* 
schwächten  Helligkeit  «f^  und  den  Ausdruck  gefunden: 

Ji'  U 

worin  ^  =  -;,  *  c  •   Nimmt  man,  was  in  runden  Zahlen  un- 

gefahr  den  Verhältnissen  entspricht,  wie  sie  bei  deu  Ver- 
finsterungen des  Japetus  durch  Saturn  stattfinden,  X  =  60, 
=  xVw'      ^^'^'"^^  wenn  x"  den  Werth  von  x 

in  Bogensecunden  bedeutet: 

V  =»[6-672-  10]  («V 

Hieraus  folgt  für  a;"  =  5  :  ^  =  0.005  und  für  10: 
•1  0.015. 

Mit  Hülfe  dieser  Zahlen  wird  man  leicht  ermessen 
können,  dass  die  Beobachtung  des  Eintritts  nicht  sehr  sicher 
sein  kann  —  bei  Japetus  entspricht  einer  Zeitminute  ein 


1)  Vierte^jahnMhrift  der  Aitronomitchen  GeBellschaft  Jahr- 
gang 27.  S.  197  ff. 
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Bogen  von  11'  vom  Saturn  aus  gesehen  —  uad  dass  es 
auf  die  Feststellung  der  Schattengrenze  auf  einige  Bogen- 
secunden  auch  dann  nicht  ankommen  kann,  wenn  sehr 
grosse  Fernrohre  zar  Verfdgung  stehen.  Wesentlicher  Ein- 
flnss  kommt  hierbei  auch  noch  dem  Umstände  zn,  dass  die 
Trabanten  keine  Fnnkte,  sondern  ausgedehnte  Massen  sind. 
Doch  ist  hier  nicht  der  Ort,  auf  diese  Gegenstande  naher 
einzugehen. 
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Yeneiehniss  der  eing^ftafenen  Dnickschriften 

Juli  bis  Deoember  1894. 
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Koninkl.  uatuurkutKlifiv  i-ci  rt:ni;iti>f/  in  Xethrl an/lach  lud iv  £u  JiiUuvtn: 
Natuurkuudig  TijdscluifL.    Deel  53.    1893.  b^. 

Historischer  Verein  in  Bayreuth: 
Archiv  Mr  Geschichte  von  Oberfranken.  Band  19.  Heft  1.  1803.  8^. 
Serhist^e  Akademie  der  Wissenschaften  in  Belgrad: 

Godischnjak.       VII.   ISSl-dS.   1892-94.  8". 

Glas.  No.  43.  44.    1894.  80. 
Spoinenik.  No.  23.  24.    1894.  40. 

K.  preussisclie  Akademie  der  Wissenschaften  in  Berlin: 

8itzung8l>pricbtp.    1S94.    No.  1—38.    1891.    '^r.  H». 

Acta  Boru;>aicÄ.    Band  l  der  liöhördenorgttniiäation.    1894,  ti^. 

Abbandlungen  ans  dem  Jahre  1898.    1888.  4*^. 

Pnlifisrh'' Korrespondenz  Frlfdiiciii  ilo<  Crossen.   Bd.  XXI.   1894.  8^, 
Corpus  in.srriptionum  Iiitiii;iruni.    l  um.  Vlll.  pars  U.  Sappl.  1894.  foL 
Tom.  VI,  pars  1,  üi^c.  1.    Iä04.  fol. 

K,  geolofj.  Landesanstalt  und  Bergakademie  in  Berlin: 

Abhandlungen  zur  geologischen  Spezialkarte  von  Freussen.  Band  X, 
Heft  6  Q.  7.   1894.  4<». 

Permanente  Commissian  der  intemaiionaien  JSrdmessimg  in  Beriin: 

VerfaAndlungen  der  1898  in  Genf  abgehaltenen  Gomfereni.  Berlin  1894. 4P. 

Deutsche  dtemische  Gesellschaft  in  Betiin: 
Berichte.   27.  Jahrg..  No.  12    18    1894.  8». 

Deutsche  geologische  Gesellschaft  in  Berlin: 
Zettechrift.   Bd.  45.  Heft  4.    Bd.  46,  Heft  1.  2.    1893/94.  8^. 

Physiologische  Gesellschaft  in  Berlin: 

Centiulblatt  för  Physioloffio.    Bd.  VIII,  No.  7~19.    1894.  ö^». 
Verband I Uli Lf eil.    Jahrg.  1893/94,  No.  11  —  18.    1894.  8«. 

Kaiserlich  deutsches  archäologisches  Institut  in  Berlin: 
Jahrbuch.  Baad  IX,  Heft  2.  8.   1894.  4*. 

K.  Geodätisches  Institut  in  Berlin: 
Jahregbericht  181)3/94.    1894.  8«. 

Feier  de.^  100  j  tliri^en  Geburtstage«  des  GeneralUeuteaants  Dr.  J. 

J.  ßae^t  r.    1894.  40. 

7\.  jtrciiss.  tneteoruhßiiiscliis  Jn.stttut  in  Jicrlin: 

Ergebniäse  der  Beobachtunt^en  an  den  Stationen  il.  und  III.  Ordnung. 
1894,  Heft  I. 

firgebni.s^^e  d<  i  ma^'ne tischen  Beobachtungen  in  Potsdam  in  den 

Jahren  imO  u.  1891.    1894.  4''. 

Jahrbuch  Uber  die  Fortschritte  der  MathematUc  in  Berlin: 
Jahrbuch.   Bd.  XXIII,  Heft  3.    1894.  8". 

Cnrniorium  der  Sarifpry-Stiftuug  in  Berlin: 

Vocalmlarium  juri^prudentiae  liomanae  juaso  instituti  SaTigniaui. 
Fase.  i.    1894.  4". 
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Verciv  für  OrscJn'chh'  Jer  Marl:  Jirti)i>h  ),hi(i;i  in  BerUii: 

Furschungen  zur  Bran<leni*ur)^i»ehen  und  Freussiscben  Geschichte. 
Band  VU,  2.  HOlfte.    Leipzig  1894.  8». 

Naiurwi88en»f^ftlidte  Wioätemehriß  in  Berlin: 
Wocbenscbrift.  Bd.  IX,  Heft  7—10.  Juli  bis  Oktober.  Berlin  1894.  fol. 

Zeitsduriß  für  Jnatrumentenkunde  in  Berlin: 
XIV.  Jahrgang  189t.   Heft  7-11.  4". 

Allgemeine  fjeftehichtsforschende  Oesellschaft  der  Schiceiz  in  li<  i  n: 
Quelien  zur  Schweizer  Oeschichto.    Band  XIV.    Ba-el  1804.  B". 

Schweizerisch r  Niü nrforitchr  inh-  Gi  Hellschafl  i»  limi: 
Verhandlungen.    76.  Jahreaversammhing  in  Lausanne  1893.  Nebst 
frKDBOsiscber  Uebersetsang.  Lausanne  1698.  8**. 

Nüturforgd^ende  GeseUidMft  in  Bern: 
Mittbeilnngen.   Jahrg.  1893.    189i.  6«. 

Schweizerische  geolofjische  Kommission  in  Bern' 
Beiträge  zur  geologischen  Karte  der  Schweis.    Lief.  VllI,  8oppL  1. 
Lief.  XXIV,  Theil  3.    1893/94.  4". 

Historischer  Verein  des  Canlom  Bern: 
Arebiv.   Band  XIVp  d.   1894.  8<>. 

Gewefhe»dwiU  in  Bisiritt: 
XIX.  Jabresbericht  f&r  1893/94.   1884.  Bf^. 

B,  Deputatüme  di  eioria  patria  i)er  U  IVoDwiae  dt  SomagfM 

in  Ttoh^'nm : 

Atti  e  Memorie.   IlL  Serie.    Vol.  Xil,  fasc.  1—3.    1894.  8» 

Universität  in  Bonn: 
Schriften  ani  d.  J.  1898/94  in  4^  u. 

Verein  «on  ÄUerthumfreunden  im  Bheinlande  zu  Bonn: 
Jabrbacber.  Heft  96.  1894.  A\ 

Societe  de  (jeographie  eommereiale  in  Bordeaux: 
Bulletin.    1894.    No.  11-22.  8*. 

S{hh'<>'<>-hc  GeseJlschaft  für  vaterländische  Cultur  in  Brejtitw: 
71.  Jahresbericht  für  das  Jahr  1893.    1894.  B*^. 

Historisch -statistiscfie  Sektion  der  »u'üuisdien  Ackerbau- Gesell. ichuft 

in  Brünn: 
.Schriften.    Band  28.    1894.  B^^. 
Noti7.enblatt  1893.  No.  1—12.  4». 

Kunstarch&ologische  Aufnahmen  aus  Mähren  von  Alui«  Franz.  1894.  4^ 

Academic  Jioyalc  de  Medecinc  in  liriissd: 

Bulletin.   IV.  SAie.   Tome  8.  No.  6-10.   1894.  Bf*. 
M^oirea  cooronn^.  OoUectioa  in  8^.  Tome  XII  [.   1894.  6^ 

Acaäimie  Boycde  des  Sriinirfs  i)t  lirih-^srh 
BnUetin.   ««Sör.    Tome  27,  No.  6.  Tome  28,  No.  7-11.    1894.  8^. 

Soeif'fe  (/'  V  I{(i!!(iiuh\fr<!  in  Brüssel: 
Analecta  üoUanaiana.    Tom.  Xlii,  läse  3,  4.   1894.  8^. 
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Sociite  entoiu"lnjii,jHe  de  Belgique  in  Brüssel: 
Anualea.    Tome  37.    1893.  8P. 

Htooun»  II.  E.  Brenake,  Die  Melolontbiden.   1894.  Sfi, 

K.  Ungariedie  Akademie  der  Wissemehaften  in  Budapest: 

Hatheiiiutisthe  u.  natarwisaeiudiaftliche Berichte ftiuUogani.  Bd. XI,  2. 

Borlin  1894.  8^ 
Ungarische  Hevue.    1894.    Heft  5—8.  8°. 

K.  l'ttijarisrhi  (jvoloqischa  Ansfrilt  in  Budapest: 

FüldUni  Küziüny.    Band  XXIV,  Heft  6— lü.    1894.  8*^. 

BvkOayo.  Band  X,  6.  XI,  1.  2.   1894.  Bf*. 

Mittbeilnagen  ans  den  Jahrbflchern.  Band  X,  6.  1894.  8^. 

Statistisches  Bureau  der  Hauptstadt  Budapest: 

Publikationen.    XIX.  XXV,  1.    189t.  4^ 

Gust.  Thirring,  Geschiclite  des  statisüschen  Bureaus  von  Budapest. 
Berlin  1894.  80. 

Botaniseher  Garten  in  Buitensorg: 

Veralag  over  het  jaar  1898.   1894.  49. 

Mededeelingen  Dit'alands  Plantentoin.  No.  XI— Xni.  1894.  4<». 

IntHtut  MUeorciogique  de  Soumauie  in  Bukarest: 

Analele.  Tom  8.  anal  1892.   im.  4^ 

Societi  Linneemie  de  Normandie  in  Gaen: 

M^oires.   Vol.  18,  fa^c.  1.   1894.  4f*. 

Metcorohyical  Department  of  the  Government  of  India  m  Ciüeutta: 

Mnnthly  Weather  Roview,    Februarv— .Tun»'.    1894.  fol. 
-Meteorolog.  (Observation«.    Febru.iry    June.    1691.  fol. 
Memorandum  on  tbo  snowfall  in  tbe  mountain  districts.  Simla  1894.  fol. 
India  Weather  K.-view.    Annual  Summary  1898.    1894.  fol. 
Report  on  the  Adminiätration  1893—94.    1894.  fol. 

Asiadc  Society  of  Bniqnl  in  ('afctdtd: 

Ribliotheca  Indica.    N   Ser.    No.  834-846.    1893/94.  8^. 
Proceedings.  1894.  No.  II— Vll.    1894.  8». 
Jonmal.  New'Seriea.  No.  888—887.   1894.  8^. 

GeeHogieal  Surcey  of  India  in  CaUeutta: 

Record«.   Vol.  27,  part  2.  Vol.  XXVIIl,  part  8.    1894.  8''. 

Memoirs.  Palaeontolo;.,na  Indica.  Serica  IX,  Vol.  II,  ]>aj-t  1.  1393.  fol. 
Manual  of  the  üeoloK'y  by  Ii.  D.  Oldham.  2.  Edition.    1893.  4*>. 

Philosojihical  Society  in  Cambridge: 
Proceedinfjs.    Vol.  VIll,  part  3.    1894.  8^ 

Miist'inn  of'  inmpiirattrr  zooiogy  in  Cambridge,  Mass: 

Bulletin.    Vol.  25.  No.  7—11.    1894.  8». 

K.  Säch.tischfs  meteoroloyisclies  Ifisfiiut  in  Chemnitz: 

Deutsches  meteorologisches  Jahrbuch  für  1893.    Abtheilung  I  u.  II. 
1894.  4«. 
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Fidä  Coiwmibian  MitBeum  in  Chicago: 
Qnide.  16M.  SP. 

ZeUtehrift  „Tke  Open  Court"  in  C/uea^: 
The  Open  Coart.   Vol.  VIU.  No.  866-868»  366—861.   1894.  4<». 

Zeitschrift  „The  Monist"  in  Chicago: 
The  Monist.  Vol,  IV,  No.  4.  Vol.  V,  No.  1.  1894.  8». 

K.  Gesellschaft  der  Wissensduiften  in  Christiama: 
Forhandlinger  for  1893.    No.  l— 21,    1894.  8*>. 
0?eraig(  i  1898.   1894.  8P. 

Norwegische  Commission  derEuropäist^  Gradmessung  in  Christiania: 

0.  B.  Schlötz,  Resultoto  der  1893  aosgeführten  Pendelheobachtnngeu. 
1894*  8®. 

Universität  in  Christiania: 
Aaraberetniiig  1891—92.    1892   93.    189ö~y4.  8®. 
Jahrbuch  des  metcorolog.  In&tituta  fiir  1891.    1898.  A^. 
Archiv  for  Mathpmatik.    Hiind  XT,  4.  XV\,  1— -J.    1S92-93.  8^. 
Njrt  Magazin  for  Naturvidenskabeme.    Vol.  33,  Heft  1—5.   Voi.  84 
Heft  1  n.  2.   1892—98.   &>.  ' 
Annaler  1892.  1893.  8". 

Tb.  Kjerulf,  En  Raekke  norske  Ber<,Mrtt  r.    1892.  i^. 
A.  Chr.  Bang,  Dokumenter  og  Studier,  den  lutherske  Katekiamas* 
hütorie.  L  1898.  8». 

Historis^antiquaristhe  CfesdUdiaft  in  Chur: 
88.  Jahieebttricht.  1898.  8. 

Haturforsdtende  Gesdlsdhaft  Graubündens  in  Ohwr: 
Jahresbericht.  N.  F.  37.  Band.   1894.  8^. 

Chemiher-Zeitung  in  Göthen: 
Cheraiker-Zeitong  1894.  48.  49.  52.  68—76.  78—101.  fol. 

Aeademia  naeional  de  cieneias  in  Cördoba  (lüp.  Argentina): 
Boletm.  Tom  XII,  1.8.4.  Xlil,  1— 4w  Baenoft  Aires.  1890.  1892/98.  8^. 

Ofieina  mtteonitogica  ArgenHna  in  C&rdoba  (Hep.  Argent  j: 
Analea.  Tom  IX.  parte  1.  2.  Bneno«  Aires  1698/94.  4^. 

ümversität  Csemomts; 
Yerzeidmias  der  Vorlesungen.  W.  S.  1894/96.  1894.  Sf^. 
Uebersicht  der  akadem.  Behörden  im  Stndieigahre  1894/96.  1894.  8^. 

Naturforsdiende  GeseUsehetft  in  Banzig: 
Schriften.  N.  F.  Bd.  VITI,  Heft  8.  4.   1894.  8^. 

Hitiorischer  Verein  in  Darmstadt: 
Archiv  ftr  Hessische  Geschichte.  N.  F.  Band  I,  Heft  2.   1894.  ^. 

Jßeoie  pottfteduuque  in  Ddft: 
Annalea  Tome  YIII,  livre  1.  2.  Leide  1894.  40. 
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Colorado  Scietitific  Sncl/'h/  in  Denver: 

K.  C.  llilU,  Ore  deponis  of  Camp  Floyd  Diatrict,  Tooele  Couniv, 

Utah  1894.  8'. 

F.  C.  Enigbt,  A  »aspected  new  mineral  from  Crippie  Creek.  1894.  8^ 

Verein  für  Änhaltieühe  Gesthii^e  in  Detutau: 
Uittlieiliingen.   Band  VII,   1.   1894.  8**. 

Naturforscher-Gesellschaft  hei  der  Universität  Ttivjett  (DorptO): 
Sitzungsberichte.    B<I.  X.  2.  1893     1891.  8'>. 

Archiv  für  die  Naturkunde  Li?-,  Esth-  und  Kurland«.    Bd.  X.  3,  4. 
1893-94.  dc. 

Umrnvität  Turjeut  (DorptU): 
Schriften  nun  dem  Jahre  1898/94.    4«  u.  8«. 

Union  (leograiihique  du  Nord  de  la  France  in  Dowii: 
Bulletin.    Tohjp  XV.  triraestre  1   2     1894.  8«. 

A'.  Sächsischer  Alterthuimverein  in  Dresden: 
Jahresbericht  1893/94.    1894.  8^ 

Neoei  Arehiv  fiBr  sächsische  Geschichte  und  Alterthonukunde.  Bd.  XV. 
1894.  8^. 

l'frein  für  Erdkunde  in  Dreeden: 
XXIV.  Jährt slHMicht.    1S'.)4  8*^. 

A.  it</rsJ:e  VideiiHkidjers  ScUkab  in  Drontheim: 
Skrifter.  1692.   1893  8". 

Boy  cd  Irish  Academy  in  Dublin: 
The  TiansactioDs.  VoL  80,  part  18.  14.   1894.  4<'. 

Natnrwisscnschnfttieher  Verein  i^h'dkia  in  Düriheim: 
Mittheilungen.    51.  lalirgan^',  No.  7.    189.3.  8^. 
Der  Drachen fels  bei  Dürkheim  n.<\.  11.  von  (  '.  Mi-hlis,  Neustadt  1891.  8". 

Jxoyal  College  nf  Physicians  in  Editdfurgh: 
Reports.   Vol.  V.   1894.  &\ 

Soyal  Soeietp  in  Edinburgh: 
Proceedings.   Vol.  20,  pag.  161—804.   1894.  8». 

&eologieat  Societjf  in  Edivhwrph: 
Transactions.   Vol.  VH.  1.   1894.  8*. 

Srottish  Microecopical  Society  in  Edinbuff^: 
Proceedinga.    Session  1893—91.    1894.  8°. 

lioi^il  J'hysical  Society  in  Edinburgh: 
Proceedings.    Session  1892—93  u.  1893—94.    1893/9».  S^. 

Lehf'  und  Erz ichuny samt (Ut  in  Mana-Eitmcdcin: 
Jahresbericht  flQr  da^  Jahr  1898/94.   1894.  49. 

Verein  für  Geschichte  und  ÄHerthümer  der  Grafschaft  Mansfeld 

in  Eisleben: 

Mansfelder  Blätter.    8  .lahr;?.    1891.  8«. 

NalurfirscJurmlr  (1<  <<  flschaft  in  Emden: 
78.  Jahresbericht  p"»  1892/9H.    1894.  8^ 
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Unwenität  Erlangen: 
S<Arift«D  der  Univenitilt  iMt  dem  Jfthie  1608—94  in  4<»  u.  8°. 

JR^#  ilccoiieiiita  dei  Georgoßi  in  Ftortnt: 
Atfci.  IV.  8er.  Toi.  17.  ditp.  1.  2.  1894.  8^. 

BWioteca  nazionnlc  centrale  in  FhrenB: 
Catalogo  dpi  manoscritti  'giani«  i  della  Biblioteea  nazionale  centrale 
di  Firen/«-  per  Franc   I,.  Pull.-.    No.  l-  4.  16-J4. 

Senck€nl>eryis€he  nntnr forschende  Genellschaft  in  Frankfurt  aJM.: 
Bericht.  1894. 

Abhandlungen.  Band  XYIII,  8.   1894.  4^ 

Verein  für  GescJiichie  uud  Alterthumskunde  in  Frankfvart  ojM,: 
Inventare  des  tVankfurter  Stadtarchivs.    HaTid  IV.    1894.  gr.  8^. 

Physikalischer  Verein  in  Fraitkftirt  afM,: 
Jahreabericht  für  das  Jahr  1892/93.    1894.  8». 

NntunvissemclMftlicher  Verein  in  Frankfurt  aJO.: 
Helios.    1Ö94.   No,  1-6.  8*. 
Societatum  Liteiae.  1894.  No.  4—9.  8P. 

Univereität  F\reiburg  i.  Br,: 
Schriften  der  UniversiUtt   1898/94  in  4^  n. 

Breisgau-Verein  Schau  iV«  Land  in  Freiburg: 
Sehao  in's  Land.  20.  Jahrlauf,  Heft  1.  2.   1894.  fei. 

Insiitui  National  Oenh>o%s  in  Genf: 
BnUettn.   Tome  82.   1894.  8». 

Ohsert'fitotrf  in  Genf: 

Bösum^  metoorologique  de  Tannee  1893  pour  üeueve  et  ie  lirand 
Saint-Bernard.   1894.  8*. 

ÜniversUät  in  Genf: 
Schriften  ans  dem  Jahre  1898/94. 

Botanischer  Garten  in  Genii 
Botaiiiach  Jaarboek.    VI.  Jaargaog.    1894.  8<>. 

Universitäts-Bibliothek  in  Giesseu: 
Schriften  der  Universität  Gie^^^^en  aus  dem  .lahre  1893/94  in  4®  u.  8*. 

OberJau.nt:risrht'  Gf'.^rllfichnft  (h  r  Wissenschaften  in  Görlitz: 
Neues  Lausitxi.sLhes  Ma^Mzin.    Hand  70.  Heft  1.    I8*»l,  8". 

K.  Gesellschdft  df-r  Wissenschaften  tn  Gottingen: 
Abhandlungen.    Band  3D. 

a)  Historisch-philologische  Classe. 
h)  Matlu'm.-phv.-?.  Cliisse.    1894.  4". 
Gelehrt«  .\nzeigen.  1894.  No.  7  —  12.   Juli  bis  Dezember.   1894.  4**. 
Nachrichten.  Mathem.-phys.  Glane.  1894.  No.  8.  4^. 
»  Philol..hitt.  Claete.  1894.  No.  2.  8.  4^. 

K.  Gesellsdhaß  der  Wissenschaßen  in  Gothenburg: 
Handlingar.   Heft  26—29.   1891—94.  8^. 
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Hie  Jourmd  of  (kmparatwe  Neuroloffy  in  Oranviüe  (Ohio): 
The  Journal.  Vol.  IV,  p.  7S-192.   1694.  8". 

Steiermärlischer  Landebauatdmu»  in  Qrax: 
82,  Jiüireiibe rieht  de-^;  Stciermärk.  Landefimnseums  .Toanneum.  1894.  8^. 

Ihsiorischer  Verein  für  Steiermark  in  Grau 
Mittbeilungen.    Ueit  42.    Iöu4.  Ö^. 

Beifarftge  mr  Kmide  steiennärkischer  GeschichtaqnelJeii.    26.  Jahrg. 
1894.  8«. 

üebersicbt  der  in  den  periodisclien  Schriften  des  historischen  Vereins 
für  Steiermark  bis  1892  verOltentlichten  Aufsätze.    1894.  kfi. 

NatuniiissemchaftUcJier  Verein  für  Steiermark  in  Gi-az: 
MittheilongeiL  Jahrg.  1893.  {Heft  30.)   1894.  8<*. 

Geseihehaß  f&r  Pommerethe  QeadwshIU  in  Oreifewnid: 
PoinmeiBche  Genealogien.  Bd.  4.  Heransg.  von  Tb.  Pjl.  1885.  8". 
Fürsten-  und  Landesuchule  In  Orimma: 

A.  W>  inhold,  Bemerkungen  zu  Piatons  Gorgias  als  Scbollektüre. 

aVogramm.)    1894.  4«. 

A.  Inuhluut  voor  de  Taal^  Land-  en  Volkenkunde  van  NcderlandscJi 

Inäie  im  Haag: 
Bijdragen.    V.  Reeks.    Deel  X,  afl.  8,  4.   1894.  8P. 

Naamlijst  der  leden  op  1   .Juni.    1S01.  8® 

Alb.  C.  Kruyt,  Woordeulij.-»t  vau  de  Barcti-Taal.    1894.  8^. 

Ministerie  van  Kolonien  im  Haag: 

PitfaecanthropuB  erectos:  Eine  menscben&hnliehe  Uebergangtform  ans 
Java,    von  Eng.  OuVois.   Batavia  1894.  4^. 

Nova  Scotian  Institute  of  Science  i»  ILififa-r: 

The  Proceeding8  and  Tran-^aptionf?.  IT.  Seriea.  Vol.  I.  part  3.  1893  8^. 

Leopoldinisch-Carolinihche  Deutsdie  Akademie  der  Naturforscher 

in  HaUe: 

Leopoldina.   Heft  30,  No.  11—20.   1894.  4^ 

Deutsdie  margetdändisdie  GeseUsdiaft  in  Haüe: 
Zeitscbrift  Band  48,  Heft  2  3.   Leipiig  1894.  8^. 

Universität  Halle : 
Schriften  der  Universität  a.  d.  J.  1893/94  in  4"  u.  8«. 
Thüring.-Säclui.  Verein  für  Erforschutig  des  vaterländisdien  AUerthuws 

in  Halle: 

Neue  MittheHungen.  Band  XVIII,  der  II.  Hälfte  Seblossheft.  1894.  8». 
NaUirwissensehaftlieher  Verein  für  Sachsen  und  Thüringen  in  Haüe: 

Zeit8c!iiift  fiir  Nuturwisscnschaften.   Baad  86.  Heft  5.  6.   Band  67, 
Heft  1-4.    Leipzig.    1894.  8^ 

Sfftfft-Bihliofhrk  in  Ifamburtj: 
Von  den  Hamburger  wiasenschaftiichen  Anstalten  im  J.  1893  henuis- 
gegebene  Schriften  in  4^  nnd  8". 

Verein  für  Hanthurgisdte  GesehidUe  in  Hamburg: 
Zeitschrift.   Band  IX,  8.    1894.  8». 
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GesdiidUwerein  in  Hemmt: 
Feitscbrilt  tu  seiner  öOjfthrigen  Tnli« m  ier.    1894.  4^ 

Naturhistorixchr  Gesellschaft  in  Hannooer: 
42.  und  48.  Jahresbericht.    isOl.  8». 

Uiston'srher  Wrtm  fiir  Niedersachsen  in  Hanmcer: 
Zeitschrift.    Jahrgang  1094.  6^. 

Tef/len  twetde  &enoot9dtap  in  Hariem: 
Verhandelingeii.    N.  R.  deel  III,  cttik  B  in  8*^  und  Aklaa,  6^  stak 
in  foh  1694. 

Mtm'.e  'J'ri/Icr  in  Ilarlem: 
Archive»,    öer.  II.    Vol.  IV,  Partie  2.    1894.  4'\ 

Scciete  HoUandaise  den  Sciences  in  HaHem: 
Arehhes  NMandai««!.  Tome  28,  liyre  2—4.  1894.  8». 

OnioeniUU»-3illiiwOtek  in  Heide^kerg: 
Schriften  der  UniTei«it&t  a.  d.  J.  1698/94  in  8». 

Historisch- philosophieeiheT  Verein  in  Heidelhenj : 
Nene  Heidelberger  Jahrbücher.    Jahrg.  IV,  Heft  2.    1894.  8^. 

Cnmmisfii'in  (p'nfoffique  de  la  J'^iiilnnde  in  Uel>nnf/fnr<f : 
Carte  geolof^iquo  dv  la  i'inlande.  Livr.  25.  20.  avre  2  cavte>.   18^>1.  8". 

Kitdändische  (resellschnft  der  WiHsenschaften  in  Hihingfors: 
Acta  societatis  seientiarum  fennicae.    Tom.  XIX.    Ib98.  4°. 
Oefrersifft  af  F5rbandlingar.  XXXV.  1899-98.  1898.  6^. 
Bidrag  üUktenedomafFmlukda  Natur  och  Polk.  Heft  52. 68.  1893.  8^. 

Societe  de  fieorjraphie  de  Finlande  in  Heisingfon: 
Fennia.    IX.  XI.    1894.  8» 

A.^trnphu-'iJ'iiIi'^rhrv  Oh<rr>'atririum  ZU  Ilereni/  (Jhtgarn): 
Meteorologische  IjeoUarlitun^'on  im  Jahr  1891.    Budapest  1894.  4®. 

Verein  für  siehcubunjischt  Ltindcskunde  in  Jlermannstadt: 
Jahresbericht  für  das  Jahr  1893/94.    1894.  8^ 
Archiv  de«  Vereins.  H.  F.   Band  XXVI,  1.  2.   1894.  80. 
Siebenhürgisdter  Verein  für  Naluncissenschaften  in  Hermaun^adt: 
Verhandlungen  und  Mittheilungen.    43.  Jahrgang.    1891.  S**. 

Vntjtlüudiacher  AffnfliHinsfurschender  Verein  in  Ilohenietdien: 
61.— 64.  Jahresberi.-lit.    1891.  8^. 

UiiTtri^ilirr  Karpathen' Verein  in  IgUf 
Jahrbuch.    21.  Jahrgang.    1894.  8^. 

Ferdimmdeum  in  Innsbruck: 
Zeitachrift.  3.  Folge.  Heft  38.   1898.  8». 

NatitrmissensehaftUch-niedisinischer  Verein  in  Innu^ruck: 
Beriehte.  XXI.  Jahrg.   1892/93.   1894.  8^ 

Medic>ni.<ich-nutnnrisf!rnsch(iftlich<'  GrseUsch(tft  in  Jena: 

Jenaiscbe  Zeitschrift  für  Naknrwisvensohaffc.    Bd.  28,  Heft  4.   Bd.  29, 

Heft  1.  1891. 

lOM.  Math.-phys.  Ci.  4.  29 
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Centralhureau  für  Meteorologie  in  Baden  tu  Karisnike: 
Jahreabericht  für  das  Juhr  1393.    1894.  4<^. 

Orosftherzoglich  technische  Hochschule  in  Karleruhe: 
Scbnfteu  üud  d.  J.  1893/94  la  4»  u.  8*. 

Societe  physico-iiMthcniati^ue  in  Kasan: 
Bnlletiii.  2«  Serie.  Tom.  17,  No.  1.  2.  1094. 

Kaiaerli^  Unwenität  in  Kaean: 
Jubilftamsschrift  zu  der  hundeHjährigen  Geburtiitagafeier  N.  Lobftt»ch- 

Utscbenia  bajL>iöki.    Tom.  61,  Heft  4-6.    1894.  8«. 
3  Diiteitationen  (toh  Troisky  and  Golnbeo)  in  roHiseher  Sprache. 
1894.  Bfi. 

Universität  in  Kiel: 
ISchriftea  aua  d.  J.  1893/94  in  4^  u.  8«. 

K.  Universität  in  Kteic: 
Iswesiija.   Tom.  34.  No.  6-10.    1894.  8« 

üniversiti  Imperiale  in  Kharkow: 
Annalea.    Tome  3.    1894.  8» 

Annale«.  1894.  Heft  2.  Neb.st  2  Äl.bandlimgcn  in  rn<i<*.  Sprache.  1894.  BP, 
Geschichtsverein  für  Kämthen  in  KlagenfuH: 

Jahresbericht  für  1893.    1894.  8«. 

Archiv  für  vaterländische  üeschicbte.    17.  Jahrg.    1894.  8®. 
Carintbia.  I.  $4.  Jahrg.»  No.  1-6.   1894.  ^, 

AertÜich'naturwiesenedtafUit^  Verein  in  Klaueenburg. 
Ertento.   U.  Abtb.  Band  19,  Heft  1.  2.   1894.  8». 

Stadtarchiv  in  KlUn: 
Miitheilungen.    Heft  25.    1694.  8». 

Physikalisch-ökonomische  Geeeüedwft  in  Kömg^rg: 
Schriften.    34.  Jahrgang.   1893.  4®. 

L  iuiersität  Könitjsberg : 
Sehriften  der  Universit&t  aus  d.  J.  1893/94  in  4^  n.  8^. 

K,  AJcademie  der  Wiaeene^ften  in  KopetAagen: 
Oversigt.  1894.  No.  2.  8». 

Geeeüsdifif}  für  nordische  AHerthumskunde  in  Kopenhagen: 
Aarböger.    II.  Hackko.    9.  Band.  2.  Hälfte.    1894.  8^. 

CfH'-ftlo.-jIsl:  Jnsf'itut  in  Kopenhnq^n: 

L.  H.  F.  de  Kine  olivanua,  iätamtavler  o?er  Slaegteme  Olivariu»  og 
de  Ftne.   1894.  40. 

Akademie  der  Wieeensdtaßen  in  Krakau: 

Monumentu  medii  aevi  historica,    Tom.  XIU.    1894.  4". 
Sprawozd.  komisyi  tizyograf.    Tom.  28.    l^^OB.  8**. 
iioxprawy  wjds.  matemat.    Tom.  26.    1893.  8<>. 
Zbior  wiad.  do  Antropolopii    Tom.  17.    1898.  8^. 
Anaeigpr.    1894.    Juni,  Juli,  (Oktober,  November.  8*. 
Biblioteka  piaarzöw  polskich.  Tom.  28.   1893.  8". 
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HistoriteHer  Verein  in  Landthut: 
V6rfaandluDff«o.  Band  80.   1894.  8^. 

Sodit^  d^hiiioirt  de  Ja  Suisae  Bomande  in  Lausanne: 
M4moire3  et  Documenta    Tome  38.    1694.  8^ 

MaatschupjjiJ  rcof  X-  lerhnuische  Letlerkinule  in  Leiden: 

Tijdscbrift.   XIII.  Deel.  Aüev.  3,  4.  und  Kegister  zu  Deel  I-XII. 

1894.  80 

Handelingen  en  Mededeelingea  1898—1894.  1894.  8^. 
LeTentbericbien  der  aige»torren  medeleden.   1894.  8*^. 

Ärchio  der  Mathematik  und  Phi/ttik  in  Leipsig: 
Archiv.    II.  Ecihe,  Theil  Heft  1.  2.    1894  8". 

Astronomische  Gesellschaft  in  Lripziff: 
Vierteljahrsschrift.    Jahrgang  29,  Hell  2.    189  8". 
Katalog  der  astronom.  OeBellschaft.   I.  Abtb.,  6  StQck.  1894.  4^ 

Deuting  Gea^hehnß  zur  Erforsdiung  vaierländittsher  Sprache  und 

AHn  fhümer  in  Leipzitf: 
MittheilunKen.    Band  iX,  Heft  1.    1894.  8^ 

A".  mchsitsche  Gesellschaft  der  Wissenschaften  in  Leipzig: 
Abbandlungen:  a   Philo!  -Inst.  Chiasa.  Hand  XIV,  6.  7.    XV,"  1. 

b)  luutii.-pliys.  (Jiaase.  Band  XXI,  2.  1894.  49. 
Berichte  der  philoL-hut.  Clasee.   1894.  I.  8^. 

Joumiü  für  praktiecKe  Chemie  in  Lfipiig: 
Jouraal.   N.  Folge.   Band  49,  Heffc  10-12.    Band  &0,  Heft  1—12. 
1894.  Ö". 

A'.  A'.  Bergakademie  in  Leoben: 
Programm  für  das  Jabr  1894/96.   1894.  9^. 

J^ticidtural-Krpenment  Station^  üniversity  of  Näbraska  in  Lineoin: 
1^  annaal  Report  for  1898.   1894.  Sf*. 

Zeüsd^rift  „La  CeUtde**  in  Loewen: 
La  Cellule.   Tome  X,  2.   1894.  4«. 

7fw.  Affent-ßeneral  for  .V'  //  SnntJi  - Wales  in  London: 
An  Aii4ralinn  Fianguiige  as  spoken.  by  the  Awabakal*  by  L.  Threlkeld. 
Sydney  1892.  8^. 

British  Association  for  the  Adcancement  of  Science  in  London: 
Report  on  tbe  68    Meeting.   1894.  8^. 

The  English  Bietoricäl  Review  in  London: 
Hiitor.  Review.   Vol.  IX,  No.  85,  86.   Jnly  and  October  1894.  8°. 

Boifol  BoeiUy  in  London: 
Fhilosophical  Tranaactions.    Vol.  184.  A.  B.    1894.  4^ 
Liat  of  Fdlows.  80.  Novhr.  1893.  4". 
Catalogue  of  Scientitir  Papers.    Vol.  X.    1894.  4®. 
Prooeedinge.  Vol.  65,  No.  984,  835.  Vol.  66,  No.  886-889.  1894.  8^ 

M.  Ästronomical  Society  in  Tjondon: 
Montbly  Notioes.  Vol.  54,  No.  89   Vol.  55,  No.  1.   1894.  Bfi, 
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Chemical  Society  in  JLondon: 
Journal.  No.  380-385.    July-December  IfiOi.  8*». 
Proceeding«.   No.  141.  142.    8e>*8ion  l80;;-94  and  1894-95.  ÜP. 

J.iniican  .SnriVff/  tu  IjOndon: 

The  Journal;  »)  Zoologj,  No.  150—157. 

b)  Botany,  No.  177  und  205—206.    1894.  Bfi. 
Tbe  TtanaactioDs :  Serie: 

Ii)  ZoologY.  Vol.  V,  party  -ll.  Vol.  VI,  part  1.  2. 

b)  Bot4my.     Vol.  Iii,   part  9  —  11.    Vol.  IV.  part  1. 
1893—94.  40. 
Pr      i;t><:s    (^ctober  1808.  Kay  1804.   I80B/94.  8<^. 
List  1003/y4.  «o. 

Catulogue  of  the  Library.    Part  II.  PeriodicaU.  1893. 

Medical  and  vhiruvgicaX  Society  in  London: 
Medico^Chinirffical  Traoutctioiis.   Vol.  76.  77.   1898/04.  8*». 
CaUloipie  of  the  Library.  Supplement  VII.   1803.  8^. 

Royal  Microscopicai  Society  in  X/mdon: 
Jonrnai.  1894.  part  4.  6.  8°. 

Zoological  Society  in  London: 
l'rocceding^.  1894.  Part  II.  III.  8«. 
Transactions.  Vol.  XIII.  9.    1894.  4^ 

Zeitsehriß  „Naiure"  in  London: 
Nfttnre.  Vol.  60,  No.  1266—1808.   1894.  A^. 

SocUU  gMoffique  de  Belgique  in  Lüttidi: 
Annaleti.   Tome  21,  Uvr.  1.  2.   1898/94.  8*. 

ITistorischf^r  Verein  der  fünf  Orte  in  Luzem: 
Der  GeacbichtBfreund.    49.  Band.   Slum  1894.  8^. 

Gorernment  Museum  in  Madrm: 
Bulletin.  No.  1.  2.    1894.  8*>. 

l{e(d  Acaäemia  de  In  hintnria  in  Madrid: 
Boletin.    Tomo  25,  cuad.  l—G.    1894.  8^. 

Natur wiiSisenachaftlicher  Verein  in  Magdeburg: 
Jahretbericht  tind  Abhandlungeu.  1893/94.  I.  Halbjabr.   1894.  8^. 
FesUchrift  mt  Feier  de«  26 jähr.  Stiftuugataf^e«  de«  Vereins.  1894.  8^. 

Fondazione  scientifiC'i  Cagnda  in  Mmtand: 
Atti.    Vol.  XI,  1891/92.    1893.  8» 

Ueah:  IstUxtn  Lombardo  di  Scienze  in  Maüand: 
Uendiconti.    Ser.  II.   Vol.  25.    16!)J.  8^ 
Memorie:  a)  Claase  di  scienze  .>toriclie.    Vol.  19,  faac.  1. 

b)  Classe  di  sciense  matematiche.  VoL  17,;faac.  2.  1892.  4**. 

Sodetä  Storiea  Lombarda  in  Mailand: 
Arcbivio  storico  Lombarde.   8er.  lU.  Anno  XXI,  fams.  2. 8.  1894.  Bfi. 

TAterary  and  j^üoaopiUetü  Society  in  Mandteeier: 
Memoira  and  Proceedto^.  IV.  Ser.  Vol.  8,  No.  3.   1804.  fl^. 
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Verein  für  NatKrkunde  in  Mannheim: 
66.— 80.  JahMsbericht.    1894.  8°. 

Univcrititäffi- Bibliothek  in  Marburg: 
Öchriften  der  Univfrsitnt  Marburj?  a.  d.  J.  189S/94  in  4<»  u.  S^. 

Hennebergi scher  (illi'rthuin>;fi>isrlif)tder  Verein  in  Meininyen: 
Neue  Beiträge.    Lieferung,'  XI II.    181)4.  8'. 

Verein  für  Geschichte  der  Stcuit  Meissen  in  Meissen- 
Mittheilungen.  Band  3,  Heft  2.  8.   1893.  8^. 

AeadSmie  in  Metz: 
Memoire«.  7S*  aan^e  1891/92.   1894.  8^. 

OeeeUseluifi  f&r  JoArtM^iscfte  OeadudOe  in  Mein: 
Jahrbuch.  5.  Jahrgang,  2.  HUftie.   1894.  4^. 

ObserDatorio  meleornloffiat  central  in  Mexico: 
Boletin.   Mensaal.    Tomo  III,  No.  6.    1894.  4^ 

SocieJad  cientifica  Antonio  Ahate  in  Mexico: 
Memoria«.    Tomo  VII,  No.  11-12.    1894.  8». 

Sociedad  de  geografia  y  estadistica  in  Mexico: 
Boletin.  IV»  öpoca.  Tomo  2.  No.  11.  12.  Tomo  3,  No.  1.  2.  1894.  8«. 

Sociefft  dfi  vaturdlisti  in  Modenn: 
Ätti.    Ser.  III.  Vol.  XII,  Anno  27,  fasc.  3.    1894.  8». 

Sociite  Imptriale  des  Naturalistes  in  Moskau: 
Bulletin.  1894.  No.  2.  8^. 

StatitHsdiea  Amt  der  Stadt  Münthen: 
Die  Bficheraammliing  der  stftdtiachen  Kollegien  Münchens.  1894.  8**. 

Deuiethe  Gee^edkaft  für  Axünop^  fodir  und  Urgeednchie  in  BerUn 

und  München. 
Correapondenzblatt.  1804.  No.  6   8.    München.  4^. 

K.  Tfokmftche  Hochsfhidp  in  München: 

Programnj  für  das  Studienjahr  1894/95.    1894.  8*'. 
Bericht  fiir  das  Studienjahr  1893/94.    1894.  4«. 
PeraonaUtand.  Winter.-Sem.  1894/96.   1894.  8^. 

Metrop<AUaH'Kapitd  Mündicn-FreiHnff  in  MüniAeti: 
Amteblait  der  ErzdiOcese  München  und  Freising.  No.  15—28.  8*^. 

K.  Staateminieterium  des  Innern  für  Kirchen^  und  Sehulanifdeffenheiten 

in  München: 

Geojfnostiflche  Jahreahetie.  .Jahrg.  VI.  1893.  Caaael  1894.  gr.  8^. 
5.  Bericht  über  die  Thäti^keit  der  pbysikal.-techn.  Reichsanstalt 
Berlin  1894.  8<>. 

(Iniversität  in  München: 
Schriften  der  Univeraitüt  aus  dem  Jahre  1894  in  4P  u.  8^« 

Äerztlichcr  Verein  München; 
Sitsnngsberichte.  UI.  1698.   1694.  8«. 
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Bfitf frischer  Dampf kessel  KeiHmtm' Verein  in  München: 
24.  Jahresbericht  1803.    1894.  8^. 

Bisturhicher  Verein  irt  Munclu  n . 
MonatsachrifL    1894.   No.  7—12.   Juli— DeaemUer.  S". 
Obcrbftyerischei  Archiv.   Band  48,  Heft  1.  2.   1893/94.  ^. 

Westfälischer  Proeingiaherein  in  Müntter: 
21.  JahreaWcht  für  1892/93.    1893.  8". 

Accaticviia  ttclh;  seiende  fisiche  in  Neapel: 
Rcndiconko.   Serie  II.   Vol.  VIII,  fasi.  8--10.  1891. 

Societn  Uealc  in  Neapel: 

Atti  deUa  iL  Accademia  di  scienz«  morali  e  ^liticbe.    Vol-  2G. 
1898/94.  80. 

Uendiconto  delT  Accademia  di  sciense  morali  e  poÜticbe.  Anno  81.  32. 

1892/93.  8^. 

Atti  della  R.  Accademia  delle  Hcien/e  tiBiche.  Ser.  11.  Vol.  6.  1894.  4^. 
Rendiconto  deir  Accademia  delle  seiende  fisiche.    Ser.  II.    Vol.  8. 
faec.  8  e  7.   1894.  4«. 

Zmlo(ji-^ehe  Stafi'-n  in  Neapel: 
Mittheilungen,    bd.  XI.  3.    Berlin  1M>1.  8<^. 

American  Journal  in  New- Haren: 
Tbe  American  Journal  of  Science.    Vol.  48,  No.  283  -268.   Juljr - 
December.  1894.  8^. 

ObHttaionj  of  tfte  YaU  Unicersily  in  NeW'Haveni 
Uepori  for  tbe  year  1898/94.   1894.  8^ 

American  Orientäl  Sneiety  in  New'Haven: 
Proceediags  at  New-York.  March  39-81.   1894.  S*». 
North  of  England  Institute  of  Mininn  and  Methanical  Engineers 

in  N^irrijutfe-njittn-  Tijnc: 
Transactions.    V  ol.  48,  No.  5.  ö.    Vol.  44.  No,  l.    1893  94.  8». 
Annual  Report  of  tbe  Council  for  1898/94.  1894. 
Report  of  tbe  Proceedtngs  of  the  flameleM  explosivei  Committee. 
Part  1.    1894.  8". 

Araflfmtf  of  Sciences  in  New- York: 
Annal».    Vol.  VIII,  No.  4.    1891.  8". 

American  Mmcum  of  iSatural  lliatory  in  New- York: 
Annual  Report  for  the  year  1893.   1894.  8^. 

State  MuMum  in  New-York: 
4^  and  46U>  annual  Report  for  the  year  1891  and  1892.  Albauy. 

1S92/93.  8^. 
Bulletin.    Vol.  3,  No.  11.    Albauy  18 '3.  8^ 

Avirricnn  Chemical  Societif  in  Nin  •  l  ni  k : 
The  Journal.    Vol.  XVl,  No.  6—12.    Easton  1894.  S«. 

Anivncun  Geugraphical  Soaety  in  Neu  - York: 
BoUetin.   Vol.  26,  No.  2,  3.   1894.  &\ 
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NedeHandath  Botaniadte  Vtnmiging  in  Nijmegen: 
Nederlaadaeh  kraidkiindiff  Arcliief.  II.  Ser.  Deel  VI«  Stak  3.  1894.  8<>. 

NaturhistoriscJie  Gesellschaft  in  NürtUtefg: 
Abhandlungen.   Band  X,  Ueft  2.    1894.  8». 

Knmite  für  ilie  Hans-Sa fhs-7'^fier  in  Nitnihrrff: 
Uani)  Sacbs  zum  400jiihrigen  Geburtsjubiiäum  des  Dichten.  Von 
Ernst  MumeDhoff.   1894.  8^. 

Neuramisi^  wUurfmrsthende  Oetdltdtaß  in  Odessa: 
Sapiski.   Tom.  XVIII,  2.    1894.  8«. 

Organ Tf'ation  de  l'^tude  climateriqae  de  la  Rossie  par  KlonaoTsky. 

1894.  40 

Eojfal  Soeietif  of  Canada  in  Ottawa: 
ProceediagB  and  Transactions.  Vol.  XI,  for  the  year  1898.  1894.  i^. 

The  IhulcUff'e  Observatorp  in  Ch^d: 
Raddiffe  Catalogue  of  Stars  1890.    1894.  40. 

Societn  Vt  neto- Trentinn  (Ii  scienze  nalurali  in  Padua: 
Atti.    Ser.  U.    Vol.  2,  fme.  1.    1895.  8». 

Circoio  matemalico  tn  Palermo: 
Rendiconti.  Tom.  VIII,  6.  6.  1894.  gr.  9. 

CoUegio  degli  IngegneH  in  Peäermo: 
Atti.    Annata  17.  1894.  Oennaio— Äprile.  4^ 

Acadanie  de  mededne  in  Faiis: 
Bulletin.    1894,  No.  27-51.  S». 

Acadi'mic  den  sciences  in  Paris: 
Comptes  rendus.   Tome  119,  No.  1—25.   1894.  A^. 

SocOti  mathimatiqtte  de  France  in  Paris: 
Balletio.  Tome  XXII,  No.  5-8.   1891.  8». 

Societe  de  giographie  in  Paris: 
Bulletill     VII.  Srr.   Tom.  15    ler  et  2«  trimestre.    189t.  8". 
Coujpte:*  rendus  189i,  No.  14—17.  80. 

MonUeur  ScieiUißque  in  Paris: 
Moniteur.'  4*  8tfr.  Tome  VIII,  2«  partie.  livre  881— 686.  Juiliet-Düc. 
1894.  40. 

Zi'itsfhnfl  „Vilectricifn"  in  Paris: 
L'Electrici.  11     1^  6^t.   Tntno  VIII,  No.  184— 208.    Paris  1894.  4". 

Acaäcmie  Imprnale  des  scietices  in  St.  Petersburg: 
Bulletin.    Nouv.  S^r.    Tome  IV,  No.  l.  2.    1894.  4» 
Bulletin.    V«  Seno.    Tomo  1,  No.  1-3.    1894.  4«. 
Memoir.  s.    Tom.  39.  41.  No.  6-9.    42,  No,  1  -11.   1893/94.  4". 
B>*antina  Chronika.    Tom.  l,  Heft  1.   1894.  4**. 

Comite  geologique  in  St.  Petersburg: 
Bulletins.   Vol.  XII,  No.  3—7  et  Supplement  an  T.  XU   1898.  BP. 
Memoire«.  Vol.  IV,  No.  8.   1893.  4^. 

Kais»  rus».  mineralogische  Gesell -ich  ufi  in  SV  .  Pettriburg: 
Verhandlnngen.  II.  Serie.  Baod  XÜl.   I89a.  8^ 
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Physikal. -chemische  Geselhchaft  an  der  kais.  ÜnitBermtäi  St,  Peier^urg: 

SchurnaL   Tom.  XXVT,  4-7.  1894. 

SaeUU  des  naturäli^e»  in  8t,  PetenAwy: 

Travaux.    Section  de  Botanique.    Vol.  XXIV.    1893/94.  Sfi, 
GhemiUcbeskaja  Labor.itoria.    1894.  8*^. 

Knis^rltrhc  UuivfirsUät  in  St,  PeUriAwrg: 
Sapiski.    Tom.  34.    1094.  8° 

Üebenleht  der  Wirkaftinkeit  d«r  natarwiaaenschafttiohen  Geaelladiaft 

in  St.  Pet^rsbiir«  1868  -1S98.     In  ru«s.  Sprache.)    1893.  8*. 

Oboucenie.   (Vorlesunfr^kntalof:  l.S!) ]/'.tr> )    1804.  8» 

Acadeni}/  of  natural  Sciences  in  Philaäeljthia: 
Proceedings.  1894,  part  I.  1894. 

The  Orienial  Ciitb  of  Philadelphia: 
Oriental  Studie«.   1888-1894.   Boston  1894.  e/>, 

Hiatoriciid  Society  of  Pennsjßvama  in  Philadelf^: 
The  Peoiwylvania  Magasine.  Vol.  18,  No.  1.  1804.  8" 

American  philosophical  Society  !>>  Philadt^phia: 
Proceedings.    Vol.  33.  No.  144.  145.    1801.  S». 

iSucietn  Toscana  di  «r'Vn-T  mi'Krah  in  Pisa: 
Atti.    Processi  verbali.    Vol.  IX,  pag.  63-  132.    1894.  4*^. 

Älterthumt'Verein  in  Plauen: 
MittheiluQgen.   10.  Jabres«chrifb  auf  die  Jahre  1893/94.   1893.  8^. 

K.  geodäAi$ehe»  Institut  in  Potsdam: 
Polhöhenbestimmungen  im  Harzgebiet.  1887—1891.  Berlin  1894.  A^, 

Böhmische  Kaisn  Franz  Josefs  Akademie  in  Prag: 
Rozprawy.   Tfida  II.  Kocnik  III,  ^islo  1.  2.    1894.  4<^. 

,    III.       .      III.    .  2. 
Hi«torick^  Archiv.   Cfslo  4.  5.   1894.  4<». 
Bulletin  interna tional.  Cl.  des     iencos  math^m.  I.    1894.  4^. 
Veatnik     Rorm'k  III.  HAc  fi     1801  1". 

Sbirka  ptamt'nuo  etc.    Skupina  1.  Kaihi  2.  Cislo  1.    1694.  4''. 

OeseUtM^aß  sur  Förderttng  deutadier  Wistenachaftt  Kunst  tmd 
Literatur  in  Birnen  in  Prag: 

UeberHicht  über  die  Leistungen  der  Deutschen  Bohmene  im  Jahre  189i. 

1894.  80. 

Mathematisch-phyifikalLsche  GeseÜHcliait  tn  Prag: 
Casopie».   Band  23,  Heft  8—6.  1894. 

K.  hiShmisdies  Museum  in  Prag: 
Pam&tky  archaeologick^  a  mlstopint^.  Bd.  XVI,  8-HI.   1898.  4^, 

K.  K.  Sf'  r/:U'arle  in  Prag: 

MagnetiHche  und  meteorol(^iüche  Beobachtungen  im  Jahre  1888. 
64.  .lahrj?.    1894.  40. 

K.  K.  deutsche  ('arl-Ferd%nandi>- I  nict  rHÜäi  in  Prag: 
Ordnung  der  Vorlesungen.   Winter-Sem.  1894/95.  8^. 
PerapnaTstand.  Studienjahr  1894/96.  8^. 
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Vrrri)!  für  Geschichte  der  Deittf>dhfin  in  Böhmen  in  Prag: 
Mittheilungen.    Jahrg.  32.    Xo.  1893.  8''. 

Historiachcr  Verein  m  Reyensburg: 
Verbandlungeii.   Bd.  46.  1894.  8*. 

NatMfwiuwtehafaid^  Verein  tn  lUgentburg: 
Bericbte.  17.  Heft.   1894.  8^. 

IiMifdito  hiHorieo  e  geographAeo  in  Bio  de  Janeiro: 
Bevista  trimenaal.  Tomo  56*  parte  1.  1698.  8^. 

(holngical  Society  of  America  in  Hoeheeter: 
Bulletin.   Vol.  6. '  1891.  8"." 

lieale  Accademia  dei  TAncei  in  Horn : 
Atti.  Jiene  V  .  ria-xc  di  scionzp  niorali.  Vol.  II,  parte  2.  NoÜzio  degli 

scavi.    Genniuu  — Ago«ito.    18^4.  4*^. 
Atti.  Ser.  V.  Clawe  di  seiente  fisicbe.  Reodiconti.  Vol.  III.  Semestre  1, 

fasc.  12,    Semestre  2,  fasc.  1    8.    1891.  4« 
Rendiconti.    Classe  di  sciense  morali.   Serie  V.    Vol  3,  läse.  5—9. 
1894.  8^ 

Kendieoati  deir  adunanaa  eolenne  del  8  Giugno.   1894.  4^. 

Accademia  Poiüificia  di^  Nnavi  Idncei  in  Rom: 
Atti.   Adqo  47.    Session»}  I.  II.  III.    1894.  4®. 

Biblioleca  Apostolica  Vaticana  in  Ji^mi: 
.Studi  e  documenti  di  storia  e  diritto.   Anno  XIV.  f.i9c.  1  —  4.  1893.  4<'. 
Codices  maauäcripti  graeci  Ottoboniaui  iiibiiothecae  Vaticanae,  re* 
eeiuneraiit  E.  Peron  et  F.  Battaglini.    189S.  4^. 

Comitato  gedogieo  d'Italia  in  Born: 
Bollettino.   Anno  1894,  No.  2.  8.  8^. 

Kaie»  deutsi^B  archaoloffisches  Institut  in  Koni: 
Mittheilungen.    Uömi.sche  .Xbtheilun^.    Band  IX,  2.  3.    1894.  8^. 

Swietn  Italiaun  delle  scienze  in  Bant: 
liemorie  di  Matematica.    Serio  TTI.    Vol.  8.  9.    Napoli  1892/93.  4P. 

Ji.  Soctrtä  Itomann  di  stnria  patria  in  Born: 
Archi?io.    Voi.  XVII,  fasf.  1.  2.    1894.  8®. 

f^ffiri^t  Cfnlrnlt'  tn^i corifloffico  Uaiiano  iit  Horn: 
Annan.    Vol.  XX U,  parte  1.  1890.  Vol.  XIV,  p.  1.  1892.  Vol  XV, 
p.  1.  1898.    1894.  40. 

Univertität  Boatock: 
Schriften  aue  dem  Jahre  1893/94  in  4°  u.  Sfi. 

Lick  Obeervatory  nf  the  fJnivcrgitif  of  Colifofnia  in  Sacrtmenlo: 
Fabücattons.    Vol.'  II.    1894.  4» 

Acadevxtt  of  Scipnc^  >t>  St.  L/tuin: 
Transaction«.    Vol.  VI,  No.  9-17.    1^93/91  H». 

Essex  Institute  tn  Salem: 
Bttlleün.    Vol.  26.    1894.  BP, 
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i'rogramui  für  dan  .hihr  ]893/'.t4.    1894.  ö^. 

Ges^Usehnft  für  SuJ :hi(rrii  r  J.andes'l'mide  in  SüisUurg: 
Mittheiiungen.    34.  Vereinsjahr.    1ÖÖ4.  8*^. 

Historischer  Verein  in  St.  Gallen: 

Mittheilungen  zur  vaterländischen  Geschiebte.    XXV.    18U4.  8**. 
Urkandenbuch  der  Abtei  St.  Gallen.   Theil  lY»  S.   1894.  4«. 
Abt  Berohtold  von  Falkenstein  TOn  Placid  BflÜer.   1894.  4<*. 

7*i^iito  y  ObteretUorio  de  marina  de  San  Fernando  in  Caäix: 
AlmADfiqne  n&utico  para  1895.    Madrid  1894.  8^. 

GfnffrofiJdcal  Society  of  California  in  San  Framdsco: 
Bulletin.    Vol.  il.    1894.    May.  8° 

Oh^iprrntnrin  astronthmco  in  San  Salvador: 
Observaciones  meteuroloj^icas,    Oct.— Dez.  1892.    1894.  ö®. 

Societe  sätiUifiqite  du  Chili  in  Santiago: 
Act«i.   Tome     Kvr.  4.  5.   Tome  4,  livr.  1.  2.    1894.  40. 

Commhsao  geographica  e  geologiea  t  8ao  Panh  (Brasilien): 
Boletin.   Dado«  climatologicog.  1890—1692.   S  Hefte.   189S.  8. 
Coiitribtt9oes  para  a  arcbeologia.  Heft  1.   1898.  S**. 
HiHor,  Verein  für  da»  Württembergisdu  Franken  in  Sehwälwdi^HaU: 
WflrfctemberKiacb  Franken.   Neue  Folge  V.   1894.  B9. 

Verein  für  mecklenburgische  Geeehichte  in  Sducerin: 
Jahrbücher.   59.  Jahrgang.    1894.  8®. 

China  Brandl  of  the  lim/'d  Asiat ir  Society  in  Shanghai: 
Joanial.   N.  S.    Vol.  26.    1891/92.    1894.  8». 

Meteorf*^nqisrhe  Centralstation  in  Sojthia  fBidr^nrifn): 

Bulletin  menHiiel  in*  t< utoloj^'icjue  de  Bulf.,'aiie.   1894.  Jan. — Sept.  4". 

liO(.>iistli-ll,'r:i'i(iniits ch^'s  Lan d es m ii.<rH m  i n  Sa raje co : 

Die  prähistorischen  Fondstitten  von  V.  Kadimsky.    1891.  4®. 
Römische  »Strassen  in  Boanien  nnd  der  Hercegovina  Ton  Ph.  Ballif. 
Th.  I.   Wien  1898.  Ibl. 

K.  K.  archäologisches  3fns''iim  in  Spalato: 
BnUettino  di  archeologia.    Änno  17.  1894.  No.  5—7.  6^. 

Historisch'  r  f  '  /i  der  Pfalz  in  Speier: 
Mittheiiungen.    XVI  II.  I.s.m. 

Si'Jnrfffi'^rhe  Al'ail<' m ir  <lrr  WiKsenschaften  tu  StocUiolm: 

Handlmgar.    Band  25,  Heft  1.  2.    1892-94.  4*>. 
Bihang  tili  Handlingar    Band  XIX  in  4  Abtheil.   1894.  8^. 
Meteorologiska  iakttagelser.    Bd.  32.  (1890.)    1894.  4« 
Lefhadstoekningar.    Band  III,  2.    1894.  8». 

K.  öffetillichc  Bibliothek  in  Sfnrkhohn: 
3vei'iges  oüeutUga  bibiiotek  Accessious^Katalog  Vill.  1693.  1894.  0^, 
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SocieU  des  sciemes  in  Strasshurif : 
Bvitetin  menniel.  Tome  28»  fasc.  5.  6.   18U4.  8^. 

UniversitiV  S! ntssli \>rg : 
.Srhnft.  n  auä  dem  Jahre  1898/9-i  in  4"  u. 

Ausitalatiian  Association  (or  the  Ädcanccment  uf  Üciencc  m  iiydney- 
Report.    Vol.  V.  Adelaide  Session.  1893.  8®. 

Department  of  Mine»  in  Sydney: 
Records  of  the  Geological  Sar^ey  of  New-South-Wales.   Vol.  IV, 
pari  1.  Idd4.  4^ 

Gcoloyical  Suroey  of  N  u  South' Wales  in  Sydney: 
Records.  Vol.  IV,  part  2.   1894.  4«. 

Ohsercatorio  astrotu5mico  nacional  in  Taci^aya  (MeMCo); 
Boletiii.    Tom.  I,  No.  17-19.    1894.  4^. 
Anuurio.    Ano  XV.    Mexico.    1894.  4*'. 

College  of  Science,  Imperial  Unicersity^  Japan,  Tokio, 
The  Journal.  Vol.  VI,  4.  VII,  1.  VIII,  L   1894.  4«. 
Detttsehe  OeeeUsehaft  für  Natur-  und  Vdikerkunde  Ostaaien»  in  Tokio: 
Mittheilnngen.   Band  VI.  SuppL  Heft  1.  Heft  64.   1884.  fol. 

Tuffs  CoUrnr  ^r<iss.: 
Tufti  College  Siudies  No.  III.    1894.  4«. 

Universitäts-Bihliothek  in  7'iihingcni 
Schriften  der  Universität  Tttbinjren  a.  d.  J.  1893/94  in  4*  u.  ^, 

B.  Accademia  delle  scieme  in  Turin: 
Atti.    Vol.  29,  disp.  11—16.    1894.  8^ 
Memorie.  8er.  II,  tom.  44.   1694.  i^, 

Oomüi  mitioroiogique  intemationtU  in  Upeala: 
£xbrait  des  proc^>?erhaiuc  de  la  Ir>  r^anion  k  Upeal  en' Aoüt  1894.  8^. 

SoeiitS  Soyiüe  des  Scieneee  in  Upsala: 
Nova  Acta.  Ser.  III.  Vol.  XVI.   1893.  4«'. 

Universität  in  Up$aia: 
Schriften  aas  d.  J.  1893/94  in  4<>  n.  8^ 

Son^f*'  proviin^ale  det  Ärta  et  Sciences  in  Utrecht: 

Verslajf.    1893.  8». 

Aanteckeningen  van  Sectie-vergaderinf^en.    1893.  8*. 
L.  A.  van  Langeraad,  De  Nederlandschc  Ambaaaade*Kapel  te  Pargs. 
2.  Voll.  e'Gravenhage.    1893.  8". 

Amrrirdt'  Historicnl  Assoriiidnit  in  Wusliiurjfov : 
Annual  Keport  tor  the  year  1892  and  189^.    1893/94.  8«. 

Bnrfnu  of  Elhnohgy  in  Wa^hinr/ton : 
Tenth  annual  Keport  1888  -89,  hy  J.  ^V.  Powell.    Iö93.  4^'. 
The  Maya  Year,      ( yru§  Thomas.   1894.  9f>. 

Bibliography  of  the  Wakaahan  Languages,  by  F.  C.  Pilling.  1694.  8<^. 
The  Pamunkey  Indian»  of  Virginia,  by  J.  U.  Pollard.   1894.  8. 
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Strnfhsmmnn  Tnstifution  tu  WadtmgtOH: 
Annual  lieport,  to  July  1«92.    1893.  8". 

Snrfjeon  General,  U.  S.  Artny  in  Washington: 
Index  Catalojru,>.    VoL  XV.    \mi.  4«». 

Ilar.rrrii II  fiir  (irsrhichte  in  Wernigerode- 
Zeitachrift.    27.  .labri,'.    1801.  s". 

K<iis> )  hrfif  Al  'i'h  nii''  'Irr  Wtstsenschnßen  in  M'ien: 
Mittheilungen  juir  «lern  \'iitikiiiii';clif»n  Archive.    ]Uim\  II.    1894.  tJ®, 

K.  K.  (jculiHjiöche  lieich-tanstalt  tu  Wien: 
Verhandlungen.    1894.    No.  6—9.  4» 

K.  K.  Gesflhchaft  der  A>r:h  i„  Wwn: 
Wiener  klini.-^che  Wochenschrift.    1894.    No.  27-52.  4". 

Anthropnloffischc  Gesellschaft  in  Wien: 
MiUheilungen.    Band  24,  Heft  8—5.    1894.  4^ 

Zo(üogigdt4>otanische  GeseUschaß  in  Wien: 
Verhundlungen.  Jahrg.  1894.  Bnnd  44,  L  a.  II.  Quartal.  8^. 
OtsterreuMfcihe  Oradmessm^Kommshn  in  Wien: 

Verhandlangen  Ober  die  am  11.  and  18.  April  1894  abgehaltenen 
Sitenngen.   1894.  8^. 

K.  K.  naturkistorisdtea  Hofmusewn  in  WUn: 

Annalen.   Band  IX,  No.  2.   1894.  4^ 

r,  Kuffnerische  SternwarU  Wien: 

Pnblikationen.   Band  III.    1894.  4<'. 

K.  K.  Cnirer.silät  in  Wien: 

Jahrbuch  für  du.  Stixli.  niahr  1803/91.    1894.  8". 
Uebcrsicht  der  akadeiuischen  tiehördcD  für  das  Studienjahr  1894/95. 
1894.  ^. 

OeffentHche  Vorlesungen.  Sommer-Sem.  1894.  Winter-Sem.  1894/95. 

1894.  8^ 

Die  feierliche  Inaui?nr.it ion         Kekt^r.s  am  8.  Nov.  1894.  S^. 
Verein  zur  Verbreil n iki  iml uru  t.'ist  HMhtiiiiu  In  i  hcnntnisse  in  Wien: 
Schriften.    34.  Bd.    .Jahif<.  1893/94.    189  t  8". 

Nnf imriitsentchaftlichrr  Verein  an  der  llniccr^sität  Wien: 
Mittheiltingen  für  das  Jahr  1893/94.    1894.  8". 

Nassfinischer  Verein  für  Naturkunde  in  Wiesbaden; 
Jahrbücher.   Jahrg.  1847.    1894.  8®. 

NeUurfort^cliende  Geaelhchuft  in  Zürich: 
Vierteljahrsschiift.  Jahrg.  89,  Heft  2.   1894,  8^. 
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Von  folgwdAii  Fihntpwioiieii; 

Franz  Ludteig  Ba/umainn  in  DonamiistMi^gm: 
Qeflchiehto  dfls  Alfffttts.  Band  III-   Kempten  1894. 

A.  Brill  in  Tübingen: 

Die  KntwickluDg  der  Theorie  der  algebraischen  Funktionen.  Berlin 

1893.  8*>. 

Front  Büdider  in  Bonn: 
Anthologia  latina.  Pars  II,  fiuc.  1.  Leipsifr  1B95.  8*^. 

Bartmann  Cametel  in  Chwr: 
Litteratora  v^lia  (rhaeto-romanscha).   1894.  8^. 

Carlo  Cipolla  in  Turin: 
ßicerche  soll*  aniica  biblioteca  del  monaatero  della  Novaleaa.  1894.  8^. 

Snlrntnrf  de  Crescenzo  in  N'^itprl: 
Saggio  di  una  dcala  normale  dpi  penaiero  astratto.    1803.  8^\ 

R.  fVefteiiius  in  Wiesbadri» : 
Ueber  die  Schwankungen  im  Gehalte  der  Miueralwasüer.    1894."  8''. 

jBmti  Saeekd  in  Jena: 
Systematische  Phylogenie  der  Protisten  und  Pflanzen.  Th.  I.  Berlin 

1894.  80. 

L.  Hdiperath  in  Cördoba.  (Rep,  Argeniji 
Die  Weltl)ildung.    Köln  1894.  8^. 

P.  de  Ueen  in  Bmssel: 
5  Separatabdrücke  aus  dem  Bulletin  de  l'Acad.  K.  des  Sciences, 
phjeikalischen  Inhalts.  1894.  8^. 

Professor  Hegewald  in  Meiningen: 
latrodnction  au  diseoon  rar  Tunit^  de  Täspäce  bumaine.  1894.  8^. 

W.  J.  Hoff  mann  in  Philadelphia  : 
Oshicht  tun  d&  alt&  Tsaitä  in  Pensilfuni.  By  W.J.  Hofmann.  1894.  8». 

J.  B.  Jack  in  Konshin:: 

Hepaticae  in  inoulis  Vitiensibui»  et  Samoaois  lectae.  Sep.-Abdruck. 
1894.  go. 

James  E.  Keder  in  London: 
On  tbe  Spectra  of  tbe  Orion  Nebula.  s.  1.   1898.  8^. 

Friedrith  Keim  in  München: 
Han»  Sat  hHpn<  Zeitgenossen  und  Nachfolger  im  Meistergesang.  Nürn- 
berg 1894.  ö*. 

Albert  von  Kdlltker  tu  Wanhnrff : 
Der  feinere  Bau  des  sympathischen  Nervensystem?*.  Würzburg  1894.  8*. 
Ueber  den  Fornix  longu^  von  Foral  und  die  Riechstrahlungen  im 
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Mathematisch-phTsikalische  Classe. 

Sitsmig  Tom  5.  Januar  1885. 

1.  Herr  Walter  Dyck  trägt  vor:  „Ueber  die  Be- 
stimmang  der  Anzahl  der  einem  System  von  »-Glei* 
chuDgen  mit  n>Variabeln  gemeinsamen  Wurzeln  und 
Über  die  Berechnung  der  Summe  der  Werthe,  welche 
eine  weitere  Funktion  dieser  Variabein  in  diesen 
Nullstellen  annimmt." 

Er  bespricht  die  Stellung  der  hieniuf  bezüirlichen  Ar- 
beiten von  Krön  eck  er  zu  den  anschliessenden  von  Picard, 
und  gibt  die  Weiterführung  dieser  Untersuchungen  im  Sinne 
der  ursprünglichen  Gauchy'schen  Theoreme. 

Die  Resultate  sind  in  einem  Schreiben  an  Picard  (ver- 
öffentlicht in  den  Gomptes  rendus  de  TAcad.  francaise  vom 
81.  Dezember  1894  und  7.  Januar  1895)  niedergelegt  und 
werden  später  iu  ausgeführter  Form  veröffentlicht. 

2.  Herr  Johannes  Ranke  macht  eine  Mittheilung:  «Zur 

Anthropologie  der  Halswirbelsäule;  Beitrag  zur  Ent- 

wickelungsmechanik  der  menschlichen  Körperform.'' 
im.  ]uui.-|ihj«.  Ol.  1.  1 
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3.  Herr  E.  T.  Lomiibl  legt  eine  NoÜz  des  auswärtigen 
Mitgliedes  der  Classe,  Herrn  LodwigBoltzmann  in  Wien, 
yor:  , Nochmais  das  Mazweiri^che  YertheilnngsgesetR 

der  Geschwindigkeiten." 

4.  Herr  Job  ANN  ES  Rückert  bespricht  seine  ünter- 
suchnngen :  ,Zur  Kenntnias  des  BefruchtungsTor- 
ganges.*  Ein  Auszug  daraus  folgt  in  den  Sitssungsbericfaten. 

5.  Herr  HüGO  Skki.kjfr  /.»'igt  eine  An/.alil  iistroimnii-clier 
Photographien  von  Herrn  Prof.  Wolf  in  Heidelberg  vor. 
Genaue  Zeichnungen  von  5  dieser  Photographien  erscheinen 
mit  dem  erläuternden  Text  in  den  Denkschriften. 

T).  Herr  Alfred  Pringsheim  s^pricht:  ,Uel)er  den 
Cauchy'schen  IntegraUatz.* 
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Zur  Anthropologie  der  Halswirbelsaule. 
B«itrai:  rar  EBtwfMiBgBiiiMluuiik  der  meiMUieh«  Urperfm. 

Von  JohAoneB  Kaake« 

{Mktgdm/tm  JimmarJ 

Bei  f^pf  Fortsetzung  der  Studien  zur  Entwickelunj?.s- 
mechanik  der  menschüchea  Körperform  wurde  ich  von  der 
UntersQchung  der  anthropologischen  BauTerbältnisse  der 
Schädelbasis^)  zu  jenen  der  Halswirbelsaule  geführt. 

Hier  fesselt  sunächst  die  Bildung  des  Atlasgelenkes 
die  Aufmerksamkeit.  So  ähnlich  der  Bau  dies^es  Gelenkes 
bei  dem  Meusclien  und  den  uienschenähnlipheii  Affen  auch 
ist,  8o  zeigt  sich  doch  ein  inecliauisch  wichtii^er  Tlnter- 
schied  in  dtT  Stellung  der  im  Gelenk  vereinigten  Knochen- 
ilächen.  Die  beideu  Gelenkhöcker  des  Hiuterhauptbeins,  die 
Condylen,  welche  sich  mit  dem  Atlas  in  einem  zweifachen 
Gelenke  vereinigen,  sind  bei  dem  Menschen  bei  normaler 
aufrechter  Kopfhaltung  direkt  nach  unten  gerichtet,  während 
ihre  Richtung  bei  den  menachenühnlichen  Affen,  wie  bei 
allen  Wirbelthieren,  mehr  oder  weniger  nach  hinten  geht* 

Bei  dem  Menschen  steht  daher  der  Hauptkrümmungs- 
radius der  Geienkiiäche  der  Condylen  auf  dem  Scheitel  ihrer 

1)  Ober  welche  Hezx  Professor  Dr.  Ton  Kupffer  in  der  Sitvung 
der  k.  b.  Akademie  d.  W.  vom  8.  Jttli  169S  berichtete  unter  Vorlage 
meines  Baches:  Ueber  einige  gesetuniasige  BeKiebongen  zwischen 
SchSdelgrund»  Oebirn  and  GesichtMohädel  ^o.  182  S.  Mit  80  Tafeln. 
IfAnehen  ld02.  Fr.  Bassermann. 

1* 
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Convexitali  senkrecht,  sodass  der  noch  vorn  und  der  nach 
hinten  gewendete  Abschnitt  des  von  der  Gelenkflache  gebildeten 

Bogens  gleit  Ii  ^^ross  ist.  Bei  dem  (loriihi  bildet  der  Krüra- 
mnn^r>rti<]iu-  (ler  ( ielenklläche  unter  dfii^elbeu  \  eihältüiöcien 
einen  Winkel  von  oa.  45*^  mit  der  Horizontal»»!!  und  des 
Bogens  sind  nach  hinten  gewendet.  Dabei  sind  die  Gelenk- 
fliichen  der  Condjien  bei  dem  Gorilla  viel  stärker  gekrümmt, 
bei  dem  Menschen  entsprechend  flacher.  Bei  beiden  hat  der 
von  der  Gelenkflache  gebildete  Bogen  eine  Lange  von  circa 
28 — 30  mm.  Der  Krümmungsradius^)  beträgt  aber  bei  dem 
Gorilla  nur  10,  bei  dem  Menschen  dagegen  18  mm,  also  fast 
djis  Doppelte.  Ganz  enteprecheud  verhalten  sich  die  Gelenk- 
gruben des  Atlas,  sie  sind  bei  dem  GurilU  enUpret  Ijeml 
tieier  und  uuigreiteu  die  Condyieu  in  weiterer  Aiisdehtinn^ 
als  bei  dem  Menschen,  das  Gelenk  i^t  bei  dem  GorilU  daher 
fester  und  weniger  frei. 

Der  eben  bencbriebenen  Stellung  der  Gelenkflächen  der 
Condjlen  entspricht  die  Stellung  der  fSr  ihre  Aufnahme  im 
Schadelatlasgelenke  bestimmten  Gelenkgruben  des  Atlas.  Der 
Vorder-  und  Hinterrand  dieser  Gelenkgruben  ist  bei  dem 
Menschen  bei  horizontaler  Stellnng  des  Wirbels  etwa  gleich 
hui  Ii.  Bei  dem  Atlas  des  Gorilla  erhebt  sich  der  Hinterrand 
wi<*  die  l.f'lme  eines  Stuhles,  wählend  der  Vtirdurrüiid  niedris? 
ivt.  iMucb  diese  Lehnenbildung  wird  für  die  nach  hinten 
gewendeten  Gelenkfortsätze  des  Schädels  ein  Widerlager  ge- 
schaffen. 

Auch  die  seitlichen  Gelenke  zwischen  Atlas  und  aweitem 
Halswirbel  sind  bei  dem  Gorilla  weniger  frei  als  bei  dem 
Menschen.  Bei  letzterem  gleiten  fast  ebene  Fi&chen  an 
einander  hin,  wahrend  die  betreffenden  Gelenkflachen  bei 

dem  (jorilla  au  ge-^procben  gewölbt  sind  mit  einem  Radius 
von  etwa  05  mm. 

>)  Durch  Abnahme  der  Krflmnmngen  mittelAt  Bleekdiaht  ge- 
messen. 
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Der  ganze  Bau  der  Halswirbelsäule  überhaupt  ist  hei 
den  menschenähnlichen  Affen  weit  mehr  auf  Festigkeit 
ond  Stabiliiät  gerieh tet  als  bei  dem  Menschen.  Auf  Festig- 
keit zielt  schon  die  tiefe  zapfenförmige  oder  gelenk  kopfartige 
Einaenkung  der  einzelnen  Körper  der  Halswirbel  in  einander 
bei  dem  Gorilla  wie  bei  allen  Affen.  Bei  der  menschlichen 
Hakwirbelsäule  ist  eine  solche  Einsenkuiig  der  einzelnen 
Wirl)t>lkr)rj»er  in  eiuauder  viel  geringer,  worauf  z.  Tli.  die 
hohe  H('\v»^ir|iclikpit  de«  Menschenhalses  im  Ganzen  beruht. 
Die  untere  convexe  Kandcurve  des  menschlichen  2.  Hals- 
wirbeis bat  in  der  Mitte  einen  Krüiinnungsradias  von  circa 
11  mm  und  flacht  sich  nach  beiden  Seiten  za  noch  weiter 
etwas  ab;  die  KrOmmungscurve  bildet  im  Ganzen,  einschliess* 
lieb  jener  seitlichen  Abdachung,  ziemlich  genau  einen  Halb- 
kreis^) mit  dem  Radius  von  11  mm.  Bei  dem  männlichen 
Gorilla  misst  der  Krfimmnngsradiiis  nur  ca.  6  mm,  die  Erfim- 
mungscurve  ist  eine  sehr  ge-treckte  Ellipse*):  der  Bogen 
beträtrt  mehr  als  einen  Halbkreis,  sodass  der  obere  Wirbei- 
körper /apfenartig  in  den  unteren  einj/e^enkt  ist. 

Der  gesteigerten  Festiirl^^it  der  Halswirbelsäule  entspricht 
auch  das  im  Ganzen  beträchtlichere  Volumen  der  einzelnen  Hals- 
wirbel bei  den  grossen  men8cheniihn]i(  iien  Affen  (Gorilla),  wäh- 
rend bei  dem  Menschen  gerade  die  Halswirbel  besonders  wenig 
▼oluminds  sind.  Dieses  höhere  Volumen  der  Oorillabalswirbel 
spricht  sich  für  die  Süssere  Betrachtung  vor  Altem  in  den  extrem 
lang-  und  starkentwtekelten  Domfortsatzen  aus,  welche  an- 
nähernd senkrecht  auf  die  Längsachse  des  Halses  gerichtet 
sind.  Ganz  ent-^precliend  sind  die  Verhältnisse  bei  allen  Anthro- 
poiden. Während  bei  dem  Menschen  die  Halswirbel  und  na- 
mentlich ihre  Dornturtsätze  (mit  .\usnahme  des  7.)  besonders 
schwach,  die  Dornfortsätze  gabelförmig  ausgeschnitten  sind, 
sind  die  Dornfortsatze  der  Halswirbel  bei  den  grossen  Anthro- 

^)  In  Wahrheit  eine  Parabel. 
*)  Beip.  Parabtl. 
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poiden  besoüders  stark.  Der  4.  Hal-iwirbel  des  Mensi  hen 
hat  oft  einen  besonder«  schwachen  gewijhnlicli  ^[abelij^  hus- 
geschnitteneo  nach  abwärts  gebogenen  Dornforisatz,  der  sich 
nur  etwa  10  mm  oder  wenig  mehr  Ober  die  Hinterflache 
des  Wirbels  in  senkrechter  Projection  erhebt;  bei  dem  GoriUa 
ragt  er  dagegen  ca.  80— dO  mm  hoch  fiber  den  Bogen  hervor. 

Der  erste  Halswirbel  hat,  wviel  icb  sebe,  bei  keinem 
iiien.^cheimhnlicheu  AtFen  einen  Iiln<4eren  nornfortsatz;  beim 
iiorilhiiiiiiniichen  ist  auch  der  /.weite  relativ  knr^,  dn  die 
Hinterfläehe  des  Srliärlels  bei  vorwärts  gewendetem  liesu  ht»- 
direkt  auf  dessen  Spit/e  aufruht,  soda$.s  er  sich  schon  aus 
diesem  <j runde  nicht  höher  entwickeln  kann.  Bei  allen, 
weiche  ich  nnterancben  konnte,  ist  der  Domfortsats  des 
4.  Halswirbels  am  grdssten  und  endigt,  wie  das  beim  Gorilla 
alle  Halsdornfortsatze  zeigen,  in  eine  Art  von  Knopf.  Huzley^) 
hebt  als  eine  menschenähnliche  Bildun^^  des  Schimpanse 
(Troglodytes)  den  {rabelipfen  Ausschnitt  .seines  2.  Halswirbel- 
dornfortsatz* >  hi'rv(  r.  indem  er  satrt:  ,  Aber  dieser  menschliche 
Charakter  fehlt  den  üljritjeJi  Anthropoiden."  Die  Sache  vcrlililf 
sich  doch  etwas  anders.  Bei  dem  von  mir  untersuchten  Schim- 
panse umgreift  die  gabelig  au.sgeschnittene  Spitze  des  Dom- 
fortsatzes  des  zweiten  Halswirbels  zangenartig  die  Spitze  des 
dritten,  sodass  beide  zusammen  eine  einheitliche  breite  und 
hohe  StStzfläche  fär  Band-  und  Muskelansatz  bilden.  Aehniich 
zeigt  sieb  eine  Einrichtung  bei  dem  zu  den  Halbaffen,  Lemuren, 
gezählten  grossköptigen  und  namentlich  extrem  grossäugigen 
.plumpen  oder  faulen  Lori",  Stenops  (III.)  oder  Nyctieebu'j 
tardigradus  ((ieoffr.).  Bei  diesem  umgreift  der  ebenfalls  gabel- 
förmig oder  besser  gesagt  zaugenartig  ausgeschnilteiu*  Dorn- 
fortsatz des  zweiten  HaUwirbels  sogar  die  Spitzen  der  Dorn- 
forti»ifcze  des  dritten  und  vierten  Halswirbels,  offenbar  um 
die  Festigkeit  und  Tragfähigkeit  der  Hatswirbelsäule  zu 

^)  Hiindimch  der  Anatoiiiif  d»*r  VVirbelthiere.    üebersetat  von 
F.  Hauel.    iS.  399. 
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steigern.  Auch  bei  nieder«'!!  Säugetliieren  komiuen  ähnliche 
und  mechanisch  ähnlich  wirkenrle  Bildungen  an  der  Hab- 
wirbelsäule vor.  So  bilden  die  Üornfortsätze  des  2. — 5.  Hals- 
wirbels bei  einigen  gwchickt  kletternden  mitiel-  nnd  sQd- 
amerikanischen  Bentelratten  (Didelphts  eancri^ora  und  Azarae) 
eine  in  gewiaeem  Sinne  gemeinschaftlicbe  Bildung,  indem 
die  Halsdornforteiltze  ?oni  2.  Halswirbel  an  eine  relatiye  bohe 
und  dicke,  eonvexgewölbfce,  annähernd  geschlossene  ^  gegen 
Kopf  und  Hrnst  /u  abfallende  Leiste  bilden. 

Dit}.He  hi'sondere  Fe.sti'^'keit  liedarf  die  HalswirbeL^äule 
der  grossen  antliropoiden  Atfen  zum  Tragen  und  Halten  ihres 
schweren  Kopfes  und  zwar  in  ihrer  der  menschlichen  auf- 
rechten Körperhaltung  angenäherten,  wie  man  gewöhnlich 
sagt,  halbrechten  Stellung. 

Die  moderne  Zoologie  erkennt  ab  ein  den  Menschen 
yon  den  menschenähnlichen,  sowie  den  niederen  Affen  unter- 
scheidendes systematisches  Merkmal  den  aufrechten  Gang^)  an, 
aber  es  wäre  ein  M iss verstand n iss ,  wenn  man  annehmen 
wollte,  nur  der  Mensch  sei  zu  dem  .aufrechten  (lanir"  be- 
fjihiirt.  Auch  die  smthropuideji  Atl'en  haben  diese  l'^ähigkeit 
m  auügeöprochener  Weise  und  benützen  sie  gelegentlich,  am 
besten  veretehen  diese  Kunst  die,  eine  Mittelstellung  zwischen 
höheren  und  niederen  catarrhinen  AJien  (den  Anthropoiden 
und  (^nomorphen)  einnehmenden  Gibbonarten,  die  Langarm- 
affen. Gelegentlich  aus  Bed&rfniss  oder  durch  Dressur  dazu 
gezwungen,  sehen  wir  viele  der  Säugetbiere  den  aufrechten 
Gang  annehmen.*) 

Die  speciellen  Skeleteinrichtungen,  welche  soeben  von  den 
grossen  anthropoiden  Aflen  Ljescliildert  worden  sind.  l)e/-iehen 
.sich,  wie  die  nähere  1  ntersuchung  ergibt,  specieli  auf  das 
Bedürfniss,  den  grossen  und  schweren,  an  der  Wirbelsäule 

>)  B.  HertwiK,  Löhrbach  der  Zoologie.    II.  Aufl.   8.  666  I. 
>)  Wie  die  auf  den  beiden  Hinterf&sflen,  die  VorderlttMe  in  der 
Luft,  sweibeiaig  einheraebreitendea  Blephanten  Hagenbeok^s  u.  a. 
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seitlicli  bel"es!ti<j^ten  Kopf  in  der  mehr  oder  weniger  auf- 
rechten Körperütelliin^  zu  halten. 

Bei  den  wirklich  vierfüssig  gehenden  Thieren  sind  die 
HalteeinrichtoQgen  fOr  den  Schädel  am  Skelet  anders  als  hei 
den  menschenähnlichen  Affen.  Den  betreffenden  niederen 
Sängethieren  fehlen  die  mächtig  entwickelten  Dornforteätze 
der  Halswirbel  der  Anthropoiden,  ebenso  wie  dem  Menschen. 
Dagegen  ragen  bei  den  eigentlichen  ,  Vierfösslern*  die  Dom- 
fortüät/.e  der  ersten  Brustwirbel,  welclie  bei  dem  Menschen 
wie  bei  den  ineiiächenälinliclien  Alten  dachzieu:eltörnii<2:  naeh 
abwärts  geneigt  sind,  mächtig  in  die  Höhe,  um  den  starken 
ehistischen  und  muskulösen  Haltorgaoen  des  Kopfes,  dem 
Nackenband  und  der  Nackenmuskulritnr  ah  feste  Angrifib-  und 
Stützpunkte  zu  dienen.  Von  diesen  Nackendomen  ans  spannt 
sich  das  elastische  Nackenband  zur  Hinterfläche  des  (2.  Hals- 
wirbels und)  Kopfes.  Der  letztere  wird  dadurch,  wie  der 
Querbalken  eines  Galgens  oder  eines  Krahns  seitlieh  an  der 
Spitze  der,  vom  Nacken  vielfach  uii;a,hernd  senkrecht  sich  aut- 
richtenden Mals  Wirbelsäule  gehalten.  Je  schwerer  der  Kopf  ist, 
desto  mäi  htiger  sind  auch  die  Nackendornen;  bei  dem  Skelet 
eines  erwachsenen  Bison  ^)  fand  ich  die  Dornfortsätze  der 
ersten  Brustwirbel,  der  Nackenwirbel,  län<r«'r  als  irgend  einen 
der  langen  Extremitäteoknochen,  speziell  der  Domfortsatz 
des  4.  Brostwirbels  hat  eine  Länge  von  470  mm. 

Dass  diese  auffallende  Bildung  der  Nackendornen  wirklich 
mit  dem  Tragen  eines  scliw^ren  Kopfes  correspondirt,  ergibt  sich 
bekanntlieli  daran»,  dass  bei  den  Geweih-  oder  Hörner-tracren- 
den  bäugethieren  ihre  Tföhe  und  Stärke  im  Allgememen  be- 
deutender erscheint,  und  dass  sie  einerseits  bei  den  hornlosen 
Weibchen  der  .'^chafe,  der  Hirsche  u.a.  schwach  bleiben,  wäh- 
rend andererseits  die  gehörnten  Männchen,  der  weit  schwerern 
Last  des  Schädels  entsprechend,  besonders  hoch  und  stark 

^)  Mfinchener  zoologinche  Sammlang. 
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ausgebildete  Nackendornen  aufweisen.  Die  Dorntortsiitze  der 
Halswirbel  sind  dagegen  bei  all  den  eigentlich  vierfüssiggehen» 
den  Sängethieren  ^)  aaffallend  klein  und  in  diesem  Sinne  men- 
schenähnlich, nur  der  zweite  Hakwirbel  hat  entwickeltere  An- 
satzflachen  för  die  elastisch-muskalösen  Haltapparate  des  Kopis. 

Schon  ohne  nähere  Untersuchuii'^  erweckt  diu  Betruoh- 
tnng  der  niiiclstiiren  Hal-dornen  de^  Gorilla  ninl  der  andern 
gnjs>sen  nieiisclunähnlichen  Ati'en,  Oran<4iitiin  und  Schim- 
panse, den  Eindruck,  dass  man  es  hier  mit  einem  den  eben 
geschilderten  Nackendornen  entsprechenden  Halteapparat  für 
den  schweren,  ebenfalls  seitlieh  an  der  Spitze  der  Wirbel- 
saule, befestigten  Kopf  zu  thnn  habe.  Entsprechend  der 
halbrechten  Stellung  dieser  Affen  könnte  ja  der  Halteapparat 
▼on  dem  Nacken  auf  die  Halswirbelsaule  verlegt  sein:  das 
ist  die  Frage. 

Wie  i;ps;if^  sind  die  Dorufurtsätze  der  Kücken wirbel 
bei  den  Antiircjioideti  r<dativ  sehwach  und  menschenähnlich, 
dagegen  bieten  die  Dorn  fort  sätze  der  Halswirbel  die  nöthigen 
Angriflfeflächen  für  Ansatz  oder  Ursprung  der  mächtigen 
Band-  und  Muskelmassen,  welche  nothwendig  sind,  um  den 
gewaltigen  Kopf,  trotz  seines,  wie  wir  sahen,  seitlichen  An- 
satzes an  der  Spitze  der  Wirbelsäule  bei  der  halbrechten 
oder  aufrechten  Korperhaltung  des  Thieres  beim  Gehen  und 
Klettern  mit  parallel  zur  Bodenfläche  gerichteten  Augen- 
achsen geradeaus  vor  sich  hinsehen  /u  lassen,  gan^  ähnlich 
wie  letzteres  beim  Menschen  fler  Fall  i^t. 

Um  die  eben  gestellte  Frage  nach  der  mechanischen 
Bedeutung  des  Ualsdornenapparates  der  Anthropoiden  zn 
I5een,  gibt  es  eine  einfache  Betrachtung.  Ist  die  besondere 
Grüssenausbildung  der  Halsdomen  bei  den  menschenähnlichen 
Afien  wirklich  eine  mechanische  Bedingung  für  die  halb- 
rechte  o<ler  mehr  weniger  aufrechte  Körperhaltung,  so  muss 

Aussabmen  s.  oben  S.  7  und  unten  S.  11,  Amnerkaiig. 
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sie  sich  bei  allen  Thieren  find<^n,  "He  sich  darin  den  menschen- 
ähnlichen Alfen  ähnlich  verhalten,  dagegen  denen  fehlen, 
welchen  die  mehr  weniger  aufrechte  KörperhaltuDg  fehlt. 

Das  Charakteristische  der  Halsdomenbildung  der  Anthro- 
poiden besteht  darin,  dass  im  Gegensatz  gegen  das  bei  dem 
Menschen,  wie  bei  der  fi bergrossen  Mehrzahl  aller  Süuge- 
thiere,  bestclHMKlc  VHrhiiltiii-> .  dass  die  Donitortsätze  der 
Halswirliel  kiir/.tT  sind  •,i\>  die  L)orntV)i-t.silt/.H  dnr  liru^twirbel, 
bei  den  Anthropoiden  dagegen  die  Brust  wir  beldorufortüätze 
kürzer  sind  als  die  UalswirbeldoroforlsätKe. 

Bei  den  relativ  kleinköpfigen  Qibbons  und  der  Mehr- 
zahl der  niederen  Affen  der  alten  und  neuen  Welt  besteht 
insofern  eine  Annäherung  an  die  Halsdomenbildnng  der  An- 

t lirojioiileii .  als  die  Doriifortsätze  der  Hals-  und  der  Brnst- 
\virl»t'l  wenig  an  Grösse  uiiU;r»chiedeü  siiid,  vielfach  .sind  -o- 
gar  die  Halsdornen  etwas  länger.  Es  stimmt  das  in  dem 
fraglichen  Sinne  mit  der  Lebensgewohnheit  der  niederen 
Affen  gilt  Überein. 

Unter  den  Lemuren^)  gibt  es  aber  ein  Thier,  welches 
vielleicht  in  noch  höherem  Grade  als  irgend  ein  menschen- 
ähnlicher Affe  es  liebt,  eine  ganz  oder  halb  aufrechte  Rumpf- 
haltung  anzunehmen.  Es  ist  das  der  Licbanotus  Indri  Oeoff., 
der  Madagassische  Jagdutlr.  wehdier  gern  und  gut  aufrecht 
geht  und,  iiaiiientlich  in  Hiiililirk  auf  dif  Liin'_rfü|jr(>pi)rti(tn«'Ti 
der  Beine  und  Anne,  eine  auttallende  Meiischenähnlichkeit 
zeigt,  nur  der  klein»»  Kopf  mit  der  thierischeu  Schnauze 
n.  n.  a.  passt  nicht  zu  diesem  Eindruck.  Abgesehen  vom 
Kopf  sieht  das  wunderliche  Thier  ganz  wie  eine  menschliche 
Puppe  in  Pelzkleidern  aus.  Obwohl  nun  der  Kopf  f&r  die 
KörpergrÖsse  verhältnissmäi»ig  klein  und  wenig  volaminOd 
ist,  sind  bei  dern  Indri  doch  die  Halsdomen  länger  und 
breiter  aLe>  die  Nackendornen,  und  entsprechen  in  der  Form 

Uebei  deu  faulen  Lori  s.  oben  S.  6. 
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weitgehend  den  Dornfortsätzen  der  Lendenwirbel.  Vom 
dritten  Halswirbel  an  nimmt  die  Höhe  und  sagitiale  Breite 
seiner  Halsdomen  bis  zum  siebenten  Halswirbel  zu,  von  da, 
vom  ersten  Nackenwirbel  an,  wieder  ab,  sodass  der  erste 

Nackenwirbeldom  fortsatz  in  Grosse  und  Form  etwa  dem 
VH  i  l*  n,  der  zweite  und  dritte  dem  dritten  Halswirbel  ent- 
.sprechpii :  vom  vierten  Nackenwirbel  an  beji^innt  die  typische 
dachziegelioruiige  Abwärt«neiguug  der  ßrustwirbeldornfort- 
sätze. 

Unter  den  Vögeln  iribt  eine  Anzahl  aufrecht  sitzender 
und  gehender  Formen:  die  Pinguine  (Aptenodytes),  Eistaucher'' 
(Colymbtts)  und  Steissfuss-  (Podiceps)  Arten,  auch  bei  diesen 
findet  sich  eine  entsprechende  Bildung  an  den  Halswirbeln. 
Namentlich  die  Pinguine  besitzen  im  Gegensatz  gegen  die 
mit  horizontaler  liuiupt'haltung  gehenden  und  sitzenden  Vögel 
wie  7.  die  Hühner  und  (länse  u.  v.  a.  an  den  id)Pren  Hals- 
wirbeln starke  Dornfortsätze  neben  noch  andf'ien  zeitlichen 
knöchernen  Halteinrichtungen,  welche  der  weit  überwiegenden 
Mehrzahl  der  Vögel  felilen.  Eine  Andeutung  davon  zeigt  sich 
sonst  nur  noch  bei  solchen  Arten,  bei  welchen  der  Hals 
einen  ganz  besonders  schweren  und  grossen  Kopf  auch  an- 
nähernd aufrecht  zu  tragen  hat,  wie  Buceros,  AIcedo,  grosse 
Vnitur- Arten. 

Aus  dieser  L  mschau  ergibt  es  sich,  dass  die  oben  ge- 
stellte Frage  im  bejahenden  Sinnf»  beantworte!  werd^m  darf: 
die  mächtig  entwickelten  Ilal>il«>rnen  der  ffro^sen  Anthropoiden 
sind  ein  den  Nackendornen  der  eigentlich  vierfüssig  gebenden 
Säupethiere  entsprechender  Halteapparat  für  den  schweren 
Kopf,  welcher  im  mechanischen  Zusammenhang  mit  der 

MerkwfixdigerweiBo  findet  i<  ]^  auch  bei  den  niedrig^sten 
S&ngethieren,  dem  Schnubelthier  und  dem  Ameisonis^el,  das  Verhiilt- 
nisa,  dass  die  Halsdornfert^ützc  liinj^er  sind  dio  P.rn-tf]ornfAH??ätze, 
offenbar  auch,  wie  bei  cinif^en  der  üben  erwiihnten  \Si^'<  l:  Buceros  etc., 
zur  Ualtang  and  Bewegimg  ihres  relativ  schweren  Köpfet). 
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mehr  oder  wenipfer  aufrechten  Kiimpfhaltun^  der  höchsten 
Affen  Hilf  die  Halswirhelsäule  verle^?t  ist.  Hier  findet  sich 
eine  entsprechende  Skeleteiiirichtung  bei  allen  sich  Jiufrecht 
haltenden  Wirhelthieren.  Die  jjrossen  Halswirbeldornen  er- 
«^änzen  sonach  die  zuerst  j^eschilderten  knöchernen  Einrich- 
tunijen  zur  Kopfhaltung'  am  Hals  der  Anthropoiden,  wofür 
am  Schädel  selbst  die  mächtij?  entwickelten  Ansatzflächen 
am  Hinterhaupt  mit  dem  Hinterhauptkamm  an  der  oberen 
Grenze  der  Hinterhauptschuppe  u.  a.  zählen. 

Aus  dem  Gesagten  ^eht  hervor,  dass  die  mehr  oder 
weniger  aufrechte  Kürperhaltung  der  Anthropoiden,  in  wel- 
cher man  in  älterer  Zeit  manchmal  eine  Art  von  l^eber- 
gang  zu  der  typisch  menschlichen  Kr)rperhaltung  finden  wollte, 
mechanisch  auf  principiell  verschiedenen  Trsachen  wie  letztere 
beruht. 

Der  schwere  seitlich  an  der  Wirbelsäulenspitze  befestigte 
Kopf  der  Anthropoiden  wird  durch  elastische  und  Muskel- 
kräfte in  seiner  bei  der  halbrechton  Körperstellung  horizon- 
talen Lage  gehalten,  die  aufrechte  Körperhaltung  wird  bei 
ihnen  mechanisch  ermöglicht  durch  eine  namentlich  zwischen 
Hinterkopf  und  den  Dornfortsätzen  der  Halswirbel  specifisch 
entwickelte  Haltevorrichtung  für  den  Schädel,  für  welche, 
abgesehen  von  den  ela-stisch- muskulösen  Apparat-en,  specielle 
Skeleteinrichtungen  (am  Schädel  und  <ler  Hals  Wirbelsäule)  vor- 
handen sind.  Die  aufrechte  Körperhaltung  der  anthropoiden 
Affen  beruht  sonach  zum  grossen  Tlieil  auf  Muskelarbeit. 

Bekanntlich  ist  das  mechanische  Verhältniss  der  Kopf- 
haltung bei  dem  Menschen  ein  anderes. 

Die  Verbindungsstelle  des  Kopfes  mit  der  Wirbelsäule  ist 
bekanntlich  an  allen  Schädeln  dort,  wo  das  Rückenmark  aus 
der  Schädelhi»lile  durch  das  grosse  Hinterhauptsloch,  Foramen 
magnum,  aus-  und  in  die  Rückgratshöhle  eintritt.  Zu  beiden 
Seiten  der  Vorderhälfte  des  Hinterhauptsloches  betindeu  sich 
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die  beiden  oben  besprochenen  convexen  Geienkhöeker,  die 
Gondylen,  znr  Verbindung  des  Schädels  mit  dem  ersten  Hals^ 
Wirbel,  dem  Atlas.    Bei  dem  Menschen  sehen  nnn.  wie 

gesuLTt  (S.  8),  die  GelenkHäohcn  der  Condylen  bei  noroialtu-, 
hori>'.üntal*'r .  K()])flialtuii;i:  direkt  ]i;nh  unten,  während  sie, 
wie  wir  oben  .salien,  auch  l»ei  dem  ilorilla,  dem  menschen- 
ähnlichsten Affen,  wie  bei  allen  anderen  Wir))elthieren  bei 
der  normalen,  d.  h.  für  die  Anthropoiden  auch  horizontalen 
Kopfhaltung  nach  hinten  gewendet  sind.  Ist  der  Menschen- 
Schädel  an  dieser  Stelle  onterstQtKt,  so  genfigt  nacbweifdich  ein 
Minimum  von  Kraftaufwand,  um  ihn  in  seiner  für  den  lebenden 
Menschen  normalen  Ruhestellung  zu  erhalten,  während  ein 
Gorillaschädel  dabei  nach  vorne  herabsinkt.  Der  mechanische 
Grund  dufür  ist  bekanntlich  der.  djis,s  das  ForjiniHii  niai^nmm 
mit  den  Condylen  bei  dem  Men^i  lieii  selir  anniilKTiid  in  die 
Mitte  der  Untertiüche  des  Schädels  gerückt  int,  soda*«  bei 
senkrechter  Unterstützung  der  Condylen  der  Schädel  auf  diesen, 
wie  ein  Wagbalken  auf  seinem  Hypomochleon,  im  Oleich- 
gewicht zu  ruhen  vermag.  Ein  Minimum  von  Muskel-  und 
elastischer  Spannung  genügt,  um  dietse  Gleichgewichtsstellung 
zu  erhalten.  Daher  kann  die  Halswirbelsäole  des  Menschen 
trotz  des  mächtigen  Kopfes,  den  sie  zu  tragen  ond  zu  halten 
hat,  so  schwach  sein,  das-s  dieses  Verhält niss  als  ein  beson- 
deres typisches  für  deji  Menschen  schon  den  alten  Anatomen, 
z.  B.  F^ustachius,  auffallen  nnisste. 

Bei  den  menschenähnlichen  AÜen,  wie  Ix  i  allen  anderen 
Säugethieren  ist  dagetxen,  wip  ich  wiederhole,  tler  Kopf  an  der 
Spitze  der  Wirbelsäule  nicht  balancirt,  sondern  an  ihr  seitlich 
aufgehängt.  Bei  alleiniger  senkrechter  Unterstatzung  der 
Gelenkflächen  der  Condylen  fallt  daher  der  Kopf,  bei  horizon- 
taler Haitang,  wie  sie  der  normalen  Körperhaltung  der  Anthro- 
poiden bei  ihrer  typischen  Korperstellnng  ent<«pricht,  nach  vorne 
herab,  wenn  er  niclit  dureh  eine  Kraft  gehalten  wird,  welche 
der  Schwere  deu  Kopfes,  ein.^chiiesslich  der  bei  solcher  btellung 
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flieh  geltend  machenden  Uebelwirkang,  gleichkommt.  Die 
Ursache  fQr  die  seitliche  Befestigung  des  Schädels  au  der 
Wirbelsäule  liegt  darin,  dass  das  Hinterhauptslocb  mit  den 
Gondylen  bei  den  Anthropoiden  an  das  hintere  Ende  der 

Schädelbasis,  bei  der  Mehrzahl  der  Wirbelthiere  auf  die 
Hinterseite  des  SchiideU,  gerückt  ist.  Dieser  Stellunpr  der 
Condvlen  entspricht  dann  tue  üben  ije.sciiiiebeii»* .  vnii  der 
menschlichen  Ein  rieh  tun^^  sich  so  auffallend  unterscheidende. 
Rückwärts  Wendung  ihrer  (Telenkflächen. 

Bei  dem  Menschen  beansprucht  sonach  die  Aufrecht- 
haltung des  Kopfes  so  gut  wie  keine  Muskelarbeit,  sie  ist 
die  aufrechte  Ruhestellung  des  Kopfes,  und  durch  diese  ist 
dann,  was  hier  keines  weiteren  Beweises  bedarf,  die  auf- 
rechte Körperhaltung  des  Menschen  im  Ganzen  und  Ein- 
/flncii,  [ils  eine  Kuhestellung,  zu  dercu  Erhaltung  ein  Mini- 
mum voll  Mii-kelarbeit  gehört .  bedingt.  In  dieser  Hinsicht 
ist  die  aufrechte  Körperhaltung  des  Mensehen  in  ihrem 
mechanischen  Zustandekommen  etwas  Besonderes-  Während 
doch  auch  der  niensrlienähnlichste  Affe  eine  wirklich  »uf- 
rechte Körperhaltung,  die  er  ja  relati?  leicht  anzunehmen 
vermag,  durch,  auf  die  Dauer  ermüdende,  Muskelanstrengung 
erzwingt,  ist  bei  derselben  Stellung  der  ganze  Kdrper  des 
Menschen  in  all  seinen  Tbeilen  sehr  annähernd  im  (labilen) 
Gleichgewicht  balancirt.  Die  aufrechte  Stellung  ist,  wie 
gesagt,  eine  IJulie.slelltUig  des  Menschen kin  pers ,  zu  deren 
Erhaltung  das  geringste  Mass  von  Mti>keIiin>Lrengung  er- 
forderlich ist,  ganz  entsprechend  der  vierlüssigen  ^^tollung 
der  meisten  Säugethiere  oder  der  typisch  balbrechten  Haltung 
der  Menschenaffen,  bei  welchen  auch  sie  sich  auf  ihr  vor- 
deres Extreniitätenpaar  stützen.  Für  Mazimaldauerleistnngen 
nehmen  Thier  und  Mensch  diejenige  Körperhaltung  an,  welche 
auf  die  Dauer  für  sich  selbst  am  wenigsten  Muskelleistnngen 
in  Anspruch  nimmt,  sodass,  /..  B.  für  rasche  Flucht,  von  der 
iniUanzen  d»-ni  Körper  zur  Ortsbewegung  und  Körperimilung  zu 
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Gebote  stehenden  Snmme  von  Muskelkraft  noch  möglicbBt  viel 
flbrig  bleibt«  Bei  rasebester  Flucht  riebtei  sieb  der  Mensch 
auf,  aber  auch  der  menscbenäbnliche  Affe  benfitzt  dazu,  wie  die 
niederen  VierfÖssler,  seine  vier  Extremitäten.  In  dem  dar- 
gelegten Sinne  muss  der  Mensch  aufrecht  gehen,  kein  Säui^e- 
thier  nius^s  das.  Der  trrund  daftir  liegf,  wie  wir  «j^eselien 
hahen,  in  der  verschiedenen  Art  der  Befestigung  des  Kopfes 
auf  der  Wirbelsäule. 

Dafür  ist  nun  die  Lage  des  Hinterhauptsloches  resp. 
der  beiden  zu  seinen  Seiten  gelegenen  Gelenkhöcker  für 
das  Atlasgelenk  das  entscheidende  Moment:  die  typische 
mühelose  menschHche  Kopfhaltung  und  damit  die  gesammte 
mühelose  aufrechte  Körperhaltung  wird  dnrch  die  centrale 
Lage  der  Schädelcoinivlen  an  der  Schädelbasis  bedingt,  die 
bei  den  meiisclieuähnlichen  Affen  weit  nach  liinten  rücken. 

Für  ein  kausales  mechanisches  Verständniss  dieses  ent- 
scheidenden Unterschiedes  im  Skeletbau  haben  wir  sonach 
die  mechanische  Ursache  zu  erforschen  für  die  centrale  Lage 
des  Hinterhauptsloches  (resp.  der  CSondjlen)  bei  dem  Menseben 
einerseits  und  die  Ursache  der  Verschiebung  desselben  auf 
die  Hinterseite  der  Schädelbasis  (resp.  des  Schädels)  bei  den 
anthropoiden  Affen  sowie  bei  allen  anderen  Wirbeltbieren 
andererseits. 

Die  Frage  iiiioli  der  Kausalität  der  aufrechten  Körper- 
haltung des  Menschen  spitzt  sich  sonael)  zu  zu  der  Frage  nach 
der  mechanischen  Ursache  für  die  typische  Stellung  des 
Hinterhauptsloches  am  Schädelgrund. 

In  der  schon  oben  (S.  3)  erwähnten  Untersuchung: 
Ueber  einige  gesetzmässige  Beziehungen  zwischen  Schädel* 
grund,  Gehirn  und  Gesichtsschädel  ist  mir  der  so  lange  yer- 
geblich  gesuchte  Nachweis  gelungen,  dass  die  besondere 
Gestaltung  des  Schädelgrundes  bei  Mensch  und  Thier  von 
dem  rt'hitiven  Grüijx  nverhältnisii  des  Gehirns  zum  Gesammt- 
schiidei  ursächlich  bedingt  ist. 
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Bei  der  Formausgestaltung  des  Schädels  der  Veitebraten 
sind  wesentlich  die  zwei  Organsystenie  betheiiigt,  welche 
Überhaupt  die  gesammte  Kdrperansgestaltnng  beherrschen: 
das  Nervenfljstem  und  das  Darmoyatem,  von  ersterem  zu- 
nächst, nnd  ftir  den  Menschen  immer  Qberwie^end,  das 
Gehirn,  vuii  dcni  zvvtiiten  die  Kauwerkzeui^;*'.  In  g^en- 
seitiger  BeeintinssuDg  gestalten  einprseiU  da>  (iehirn  mit 
Sinnesorganen  und  imdererseits  die  Kauwerkzeuge  die  ä|>eci- 
fische  Schädelform. 

Bei  der  ersten  Anlage  der  definitiven  Schädelform  ist 
bei  allen  Saugern,  wie  eigentlich  bei  allen  Vertebraten,  das  form- 
gestaltende Prinzip  das  Gehirn,  während  der  Einflnss  der  Or^ 
gane  des  Darmsystems  am  Kopfe,  der  Kauwerkzeuge,  sehr 
znrQcktritt.  Bei  der  ersten  embryonalen  Ausgestaltung  des 
Kopfe-s,  so  lange  dieselbe  noch  nicht  starker  durch  di<'  Kau- 
werk ziiiii;».'  Itet'iiifluast  wird,  sind  bei  allen  Säugethieren  die 
Bildungsverliältnisse  des  Kopfes  und  seines  Schiidelirrundes 
in  so  hohem  Griide  menschenähnlich,  diiss  man  für  manche 
Fälle  sogar  fast  von  Identität  reden  konnte.  Bei  allen 
Säugethieren  geht  die  nähere  Ausgestaltung  der  Kopfform 
von  einem  Stadium  aus,  welches  man  als  anthropine  Kopf- 
form bezeichnen  darf.  Jene  rel.  frQhe  anthropine  Periode  ist 
dadurch  charakterisirt,  dass  unter  der  störkeren  Beein- 
flussunt;  der  Wachst humiieneigie  der  Schädelbasis  durch  das 
übermäi  liti'_f  w ;l(  li-.Müle  Gehirn,  der  dann  noch  weich  licweg- 
liclip  Srliiiii.'lirruüd  in  der  Gesicht^kojd'beuge  eine  scharfe 
Abknickung  ungefähr  in  der  Mitte  der  Schädelbasis  erfährt. 
Die  Knickungsstelle  entspricht  im  Allgemeinen  jener  Knorpai- 
fttge  (Symphysis  spheno-basilaris),  durch  welche  der  Basilar- 
theil  des  Hinterhauptsbeines  (pars  basilaris  oss.  occ.)  mit  dem 
Körper  des  Keilbeins,  wie  R.  Virchow  schon  vor  mehr 
als  einem  Menschenalter  bewiesen  hat,  auch  noch  bei  Neu- 
gebornen  und  jugendlichen  Individuen  bi>  zu  einem  gewissen 
Grade  beweglich  verbunden  ist.    An  dieser  Fugenstelle  ist 
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bei  den  Säugethierembryonen  wie  bei  dem  ungeborenen 
Menschen  der  Basilartheil  de.s  Hinterhauptsbeins  gegen  den 
Körper  de«  Keilbeins  winkelig?  abgeknickt,  ein  Verhältniss, 
welches  bekauutlich  Yirchow  als  Öatteiwinkel  messend  ver- 
folgte. 

Bei  dem  Menschen  bleibt  nun  dieses  embryonale  Ver- 
haltniss  während  der  ganzen  Entwicklnngsperiode  sich  wenig 
▼ermiodemd  vor  der  Geburt  bestehen  und  erhält  sich  auch 
im  nachembryonalen  Leben  nicht  nur,  sondern  steigert  sich 
unter  dem  steigenden  Wachsthnm  des  Gehirns  noch  weiter, 
sodass  die  Knickung  der  Schädelbasis  bei  dem  Erwachnenen 
beträchtlich  stärker  ist  als  bei  dem  Neugebornen  und  wieder 
die  primären  euibiyujuilen  Verhältnisse  erreicht.  Bei  der 
Kopfbildimf^  des  Menschen  bleibt  ihk  h  in  den  späteren 
Stadien  der  embryonalen  Entwicklung,  in  welchen  sich  auch 
bei  ihm  der  umgestaltende  KlnfitiS!^  der  Kauwerkzeuge  (d.  h.  der 
Organgruppe  des  Oarmsystems)  in  gesteigertem  Maasse  geltend 
macht,  die  primär  führende  Bolle  dem  Gehirn  gewahrt,  die 
SchSdelbasis  bleibt  geknickt  Bei  der  Kopfbildang  der 
Thiere  sehen  wir  dagegen  baU  die  führende  Bolle  von  dem 
in  seinem  Wachsthom  relativ  zarflckbleibenden  Gehirn  auf 
die  Organe  des  Darmsysteins,  die  Kauwerkzeuge,  fibergehen. 
Dieses  letztere  Verhalten,  welches  sich  schon  iiii  embryo- 
nalen Leben  geltend  macht,  tritt  inuner  greller  hervor  iui 
nachembryonaien  Leben  bis  zur  VoUeudung  des  Schädel- 
wachsthums. 

Die  Knickung  der  Schädelbasis  ist  Wirkung  des  fibermäch- 
tigen Gehirnwachsthums  auf  den  Schidelgrnnd;  tritt  dieser  ge- 
staltende Einfluss  des  Gehirns  mehr  und  mehr  znrttck,  indem  die 
relative  GrSsse  des  Gehirns  (resp.  der  Hirnschädelkapsel)  immer 

weiter  gegen  die  fortgesetzt  gesteigert  wachsenden  Kauwerk- 
zeuge ((lesichtsschädel)  zurfickbleibt.  so  vermindert  sich  die 
Knickung  der  Schädel ba^-i^  iiieltr  und  nielir,  bis  der  Verlauf  ihrer 
sagittalen  Mittellinie  zuletzt  ein  vollkommen  gerader,  gestreckter 

1895.  lfath.*jihja.  Ol.  t.  'J 
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wird.  Bei  den  niederen  Saugetfaieren  (Pferden,  Rindern 
n.      a.)  bie^  sich  sogar  in  der  Hinterhaaptskeilbeinfage 

der  hintere  Abschnitt  der  Schädelbasis,  im  umgekehrten 
Sinne  wie  der  Sattelwinkel,  nach  aufwärts,  einen  nach  oben 
offenen  Winkel  bildend. 

Das  mechanische  Verhältnif«  dieser  Abknickung  ist  im 
8inne  der  bekannten  His'schen  Theorie  einfach  zu  verstehen. 
Wir  wissen  s.  B.  aus  den  Untersuchungen  liüdingers  Qber  die 
Jiintsiehnng  der  Bagenginge  im  Labyrinth  und  ans  anderen 
Beobachtungen  mehr  makroskopischer  Art  z.  B.  fiber  die 
Aushildong  der  embryonalen  Schwanzkrttmmung,  dass,  wenn 
yon  zwei  mit  einander  verbundenen  elastisch  beweglichen 
Schichten  die  eine  stärker  wächst,  da^  im  Allgemeinen  zu  einer 
convext'n  Aufwürtswölbunix  diosi-r  stärker  wachsenden  tiiid 
zu  einer  concaveii  Kuiki  ilmiKung  der  im  \V  achst hiun  zurück- 
bleibenden Schichte  führt.  Ist  die  im  Waclisthum  zurück- 
bleibende Schichte,  wie  in  dem  vorliegenden  Falle  relativ 
starr,  nicht  im  Ganzen  elastisch  krfimmbar,  sondern  nur 
an  einer  Stelle  gleichsam  wie  in  einem  Scharniere  beweglich, 
so  eriblgt,  wie  eine  einfache  Ueberlegung  lehrt,  keine  im 
Allgemeinen  coneave  Krümmung,  sondern  eine  nach  der 
schwächer  wachsenden  Schichte  hin  offene  winkelige  Ab- 
knickung. l  lugekehrt,  wenn  da>  W^achsthum  der  anfang- 
lich stärker  wachsenden  Schicht*  mehr  und  mehr  von  der 
anfänglich  schwächer  wachsenden  Schichte  eingeholt  und 
schliesslich  übertroffen  wird,  so  gleicht  sich  diese  Knickung 
wieder  aus,  die  den  Verlauf  reprasentirende  Mittellinie  der 
anfänglich  schwScher  wachsenden  und  daher  eingeknickten 
Schichte  streckt  sich  endlich  gerade  und  wenn  das  Verh&lt- 
niss  der  Wachsthumsenergie  in  den  beiden  betreffenden 
Schichten  sich  umkehrt,  so  tritt  eine  Knickung  in  der  eut- 
gegengesetzteti  Richtung  ein. 

.Aus  meinen  schon  eituten  Intersuchungen  über  den 
Schädelgi'uud  hat  sich  aus  zahlreichen  Messungen  ergeben, 


Digitized  by  Google 


finMif :  Zur  Änihropalogie  der  HtAtmrheh&tde.  19 


da&s  je  grösier  im  Verbältni^»  zu  dem  übrigen  Sch&del  die 
Hirnkapsel,  resp.  das  diese  erfollende  Gehirn,  ist,  dass  um 
so  menschenShalicfaer  die  Knickung  der  Schädelbasis  ist  Mit 
der  relativen  Zunahme  des  Gehirns  zum  Gesammtseh&del  kniekfc 

sich  thatsachlich,  wie  bei  dein  Menschen  nach  der  Gebort 
leicht  nachweislich  isK  die  Schäileü^asi»  in  der  lliüterhaiipt"?- 
keilbeiutiii^f .  Synchomli  ^s|>helloba8ilaris,  um  so  stärker 
ab;  mit  der  relativen  Abnahme  des  Gehirns  im  Verhältnisö 
zum  Gesammtschädel,  wie  das  in  immer  steigendem  Maasse 
sich  bei  Anthropoiden  und  allen  anderen  Saugethieren  aus- 
bildet^ gleicht  sich  ausserlich  die  Knickung  mehr  und  mehr 
ans  und  geht  schliesslich  in  die  entgegengesetzte  Knickung  fiber. 

So  zeigen  auch  die  Schädel  des  Gorilla,  des  Orangutan,  des 
Schimpanse  im  erwachsenen  Zustand,  wenn  sich  die  bei  ihnen 
wie  bei  allen  Saugethieren  primär  typisch  menschliche  Schädel- 
i'orm  vollkommen  in  die  Tliierfurui  niuirebildet  hat,  ausser- 
lich einea  horizontalen  flächenhaften  V'erlaut"  der  Schädel- 
basis. P^s  gibt  sich  das  besondere  deutlieh  an  der  Stellung 
des  Basilartheils  des  Hinterhauptbeins,  pars  ba.siIariso>>isoccip., 
zu  erkennen,  welches  sich  Torne  durch  die  erwähnte  Knorpel- 
fuge, wie  gesagt  in  der  Jugend  beweglich,  mit  dem  Korper  des 
Keilbeins  verbindet  und  nach  hinten  den  Vorderrand  des 
grossen  Hinterhaaptloches  bildet. 

Bei  der  flachen  gestreckten  Lage  des  Basilartheils  des 
Hinterhauptbeins  rückt  sonach  das  Hinterhauptlocb  —  wie  ein 
Bück  auf  dit'  scheuiatisi  li»*  Zeicimung  S.  20,  V'\Q^.2  u.  la  lelirt 
—  au  die  liückseite  des  Schädels;  mit  einer  nach  oben  offenen 
Knickung  der  Schädelbasis  gelangt  das  Hinterhauptloch  ganz 
auf  die  Rückseite  des  Hinterhaapts.  Mit  dem  übermächtig  sieb 
entwickelnden  Gehirn,  welches  die  Schädelbasis  in  einem  nach 
unten  offenen  Winkel  abknickt,  gelangt  das  Foramen  magnnm 
mehr  auf  die  Unterseite  des  Schädels  und  rückt  eodlich  bei 
dem  Menschen  in  der  Zeit,  in  welcher  er  taufen  lernt,  in 
seine  typisch  centrale  Stellung  in  der  Schädelbasis  ein,  Kig.  1. 

9* 
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Man  kann  von  diesem  mechaniaehen  Vorgang  leicht 
eine  scbematische  Vorstellung  gewinnen.  Oehen  wir  von 
einer  menscbliclien  Scb&delkapsel,  Fig.  1,  ans,  deren  Schädel- 
htann  wir  durch  ein  Scharnier  in  der  Hinterhanptkeilbeinftige  f 

hj'wef^lich  gemacht  haben  und  srhneifieii  quer  ein  keilfürniijjfes 
Stück  heraus  ^die  Schneide  dieses  Keils  an  der  Sphenobasilar- 


Mensch.  Gortnn. 


fnge,  den  breiten  conrex  von  dem  betreffenden  Aueachnitt  des 
Schädeldaches  begrenzten  Theil  nach  oben),  so  können  wir  in 
dem  Scharnier  der  Sphenobasilarfup^e  den  nach  diesem  Aus- 
schnitt filirig  bleibenden  vorderen  und  hinteren  Theil  des 
Schädels  an  einander  lepfen.  Teli  habf»  die  <irösse  de.s  aus- 
geschnittenen Keils  so  j^ewählt,  dass  der  übrig  bleibende  Hirn- 
ranni  der  ßchädeikapsel  dem  eines  erwachsenen  männlichen 
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Gorilla  entspriclit.  Die  direkte  Beobachtung  ergibt  nun,  diiss 
dureh  die  eben  beacbriebeoe  AneioanderlBgeniog  der  beiden 
Reststflcke  der  verkleinerten  Sdiadelkapsel  die  Schädelbasis 
flach  gelegt  wird.  Der  Baailartheil  des  Hinterhauptbeine  legt 
sich  flach  und  das  Hinterhauptloch  rückt  an  die  Hinterseite  des 
Schädels.  Wir  haben  damit  durah  entsprechende  Verkleinerung 
des  Hirnraiinies,  eritsprecliend  einer  V  erkici Di  i  iiii«^  des  GehirnÄ 
.selbst,  den  Menschenschädel  in  Beziehung  auf  die  Stellung 
des  Hinterliauptlochs  in  die  typische  Form  des  Anthropoiden- 
schadels (Gorillaschädels)  nmgestaltet  (Fig.  la).  Die  SchädeU 
basis  ist  bei  den  menschenähnlichen  Affen  (Gorilla)  nicht 
kleiner  nnd  kürzer,  sondern  im  Allgemeinen  sogar  etwas  grösser 
und  länger  als  bei  dem  Menschen.  Setzen  wir  in  unserem 
Schädelniodell  den  ausgeschnittenen  Keil  wieder  ein,  so  rückt 
durch  die  diuiiit  erzeugte  Vergrösserung  des  Gehirmauuis 
des  SchädeKs.  re>p.  durch  die  relative  Vergrüisseruno;  des 
Gehirns  im  Verhältnis^  zu  dem  Gesichtsschädel  resp.  deu 
Kauwerkzeugen,  das  Hinterhauptloch  wieder  in  die  fÖr  den 
Menschen  typische  centrale  Lage  in  der  Schädelbasis  ein* 

Schneidet  man  in  ähnlicher  Weise,  wie  wir  das  bei 
dem  Menschenschädel  gethan  haben,  eine  Schädelkapsel 
eines  menschenähnlichen  Affen  (Crorilla)  in  der  Mitte  von 
rechts  nach  links  quer  bis  zur  Sphenobasilarfuge  durch,  die 
wir  wieder  in  einem  Scharnier  beweglicli  machen  (wie  Fig.  2 
demonstrirt),  und  setzen  nun  deu  ans  dem  Menschenschädel 
ausgeischnittenen  Keil,  um  den  Gehirnraum  des  Affenschädels 
dem  des  Menschen  gleich  zu  macheu,  in  den  Affenschädel 
ein,  so  wird  der  Hinterhauptstheil  im  Ganzen  nach  abwärts 
gedrflckt,  der  Basilartheil  des  Hinterhauptsbeins  knickt  sich 
in  der  Fuge  gegen  das  Keilbein  ab  und  das  Hinterhauptsloch 
rückt  damit  in  die  ffir  den  Menschen  typische  centrale  Lage 
an  der  Schädelbasis  (Fig.  2a):  Wir  haben  aus  dem  Affen- 
schädel, in  He/iehuut^  auf  die  Stellung  des  Hinterhauptsloches, 
einen  Menschenschädel  gemacht. 
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Dass  der  Gorillaachädel  dadurch  im  Gbnsen  nicht 
mensehenähnlicber  aussieht,  beraht  darauf,  dass  seine  coloesal 
entwickelten  Fresswerkzeuge  thierisch  vorstehen.  Bei  der 
menschlichen  Schadelform  kommt  eben  neben  der  über- 
mächtigen Gehirnentwicklung,  Makroencephalie,  noch  etwas 
Audcro.^  in  Fr;i^e:  eine  typische  Minderentwicklnntx  der  Fress- 
wprk/eii<^e.  eim-  »'xtrciiic  Mikro<^ii;ithit' ,  welche  sieb  /..  Th. 
daruu-  erklärt,  daas  bei  dem  Menschen  -«'hon  in  einer  relativ 
selir  frühen  Periode  der  embryonalen  Entwicklung  die  Nahte 
'/.wischen  Ober*  und  Zwischen  kiefer  verwachsen,  auf  deren  Offen- 
bleiben auch  im  nachembryonalen  Leben  bei  den  Iföngethieren 
etwa  ebenso  die  Möglichkeit  eines  gesteigerten  Waohathums 
der  kndchemen  Frese werkeeuge  beruht,  wie  das  nachembryo- 
nale Wachsthnm  des  Gehimschadelft  mit  dem  Gehirn  bei  dem 
Menschen  durch  das  Offenbleiben  Her  Hirnschädeluäht^  mög- 
lich winl.  in  einer  L»'bt'nsp(  rinde,  in  welcher  bei  den  Thieren, 
auch  den  anthrnpoiden  Aff»'n.  meist  längst  schon  die  Verwach- 
sung der  üiriiäcbädelnähte  ^)  ertblgt  ist. 

So  schematisch  die  eben  gegebenen  Darstellungen  Aber 
die  ursachlichen  Momente  für  die  Stellungsverschiedenheiten 
des  Hinterhauptlochs  bei  dem  Menschen  und  den  menschen^ 
ahnlichen  Affen  (sowie  allen  anderen  Wirbelthieren)  auch 

erscheinen  mögen,  so  genügen  sie  im  Zit^aiiiineiilialt.  mit  den 
früheren  Eriyelmissen  der  ünlersiK.  liung  über  den  Öcliädel- 
gruud,  um  dt'n  l)t'wei>,  zn  liefern,  dass  die  centrab?  Stellung 
des  Flinterhauptlochs  bei  dem  Menschen  mechanisch  bedingt 
iät  durch  die  den  Menschen  charakterisireude  Gehirneut- 
wickelung. 

Auf  der  centralen  Lage  des  Hinterhauptlochs  an  der 
SchSdelbasis,  d.  h.  der  beiden  seitlich  von  ihm  stehenden 
Gelenkhöcker  des  Schädels,  der  Gondylen,  welche  mit  der 
Wirbelsaule  im  Atlasgelenke  sich  verbinden,  beruht  aber 

^)  J.  Ranke,  l.  c.  S.  Hl  ff. 
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luef  linnisch  die  Möglichkeit  der  mühelosen  Balaricirun^;  des 
Schädels  bei  der  aufrechten  KörperhaUnn<j  und  damit  der 
typisclien  autVechteu  Kuhestellung  des  ujenschlichen  Körpers 
im  Ganzen,  durch  welche  dauQ  weiter  seine  specifische  äaasere 
und  innere  Körper-  und  Organgeetaltung  bedingt  ist. 

Die  für  den  Menschen  typische  aufrechte  Ruhestellttog 
des  Körpers,  der  auirechte  Gang,  ist  sonach  mechanisch 
bedingt  durch  die  fibermaehtige  Entwickelang  seines  Gehirns. 

Damit  erscheint  aber  auch  die  gesamrate  typisch-mensch- 
liche Körperentwickelung  von  dem  Gehirn  mechanisch  be- 
herrscht uiul  j^eleitet.  Dazn  koiiiiut  noch,  da.<s  das  Gehirn 
nicht  nur  die  typische  Körpcrlorm  sondern  auch  die  imychische 
St«;Ilung  des  Meuächen  in  der  animalen  Welt  begründet. 

Wir  können  dieses Gesammtverhältniss  wulil  nicht  schärfer 
ab  mit  dem  schon  von  Richard  Owen  gefundenen  Worte: 
Archencepbalie/)  Hiruherrsehait,  bezeichnen. 


Owen,  The  anatomj  of  Tertebrates.   Vol.  II,  S.  274,  1666: 
Archeaeephala,  Sqx^*  I  ovemde;  fyxi^aXott  brain. 
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NochmalB  das  MaxweU'sche  Yertiieilungsgesetz 
der  äescliwindigkeiten. 

Von  Lvdwif  Boltemann  in  Wien. 

{Ming^ttfm  6.  JoMuar.) 

Wenn  ick  in  meiner  kurzen  Notiz  Über  den  Bewein  des 
Maxwell*8cben  Geschwindigkeitsvertheilungs^^esetzes*)  von  einer 
Ungenaiiigkeit  in  der  Darstellung  in  Kirchhofes  Vorlesungfii 
über  Wärinetheorie  .s]  iraeh,  so  meinte  ich  da  mit  nicht  die 
Redaktion  derselben  durch  Herrn  Planck ,  sondern  den  In- 
halt des  Buches  selbst,  welches  ja  wie  alle  Vorlesungen  vor- 
nehmlich den  Zweck  hat,  von  andern  gefundene  Sätze  in 
neuer  Form  darzustellen. 

Die  Spitze  meiner  Notiz  war  überhaupt  nicht  gegen 
eine  Person,  sondern  lediglich  gegen  einen  Beweis  gerichtet, 
den  ich  nicht  ftlr  beweisend  halte.  Herr  Planck  gab  dem- 
selben nun  eine  vielversprechende  Abiinderung.*) 

Sei  jedes  von  den  folgenden  Hestiinninn<?sstiicken  Grosse 
und  Richtung  der  Geschwindigkeit  jedes  der  stossenden 
Moleküle  vor  dem  Stosse,  Richtung  der  Centrilinie  im  Momente 
des  Stosses  zwischen  gewissen  unendlich  nahen  Grenzen 
eingeschlossen  (was  wir  die  Bediugungen  A  nennen  wollen). 
Dann  werden  dieselben  Bestimmungsstficke  nach  dem  Stesse 
eben&Us  zwischen  gewissen  unendlich  nahen  Grenzen  liegen 
(sagen  wir  die  Bedingungen  B  erfüllen).  Wenn  das  Max- 
weirsche  Vertheilungsgesetz  der  Geschwindigkeiten  herrscht, 
so  ist  bekanntlich  die  W  uiirscliemlichkeit  eines  Zuaammen- 

>)  IKese  Sitsungaberiohte  Bd.  24,  Heft  2.  Wied.  Ann.  Bd.  68, 
p.  965,  1894. 

3)  Diera  Sitaongsberichte  Bd.  24,  Beft  4,  November  1894. 
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stoflses,  für  den  die  Bedin^ngen  A  erfüllt  Kind,  gleich  der 
eines  Zusammenstosses,  fQr  den  sonst  genau  die  Bedingungen  B 
gelten,  nur  dass  die  Richtung  der  Gentrilinie  umgekehrt,  also 
die  Orte  der  heiden  stossenden  Moleküle  im  Moment  des 
Stesses  yertanscht  sind. 

Weim  man  über  nicht  eine  neue  Anulj-^e  zu  Hülfe 
niniiot,  kiinn  man  nicht  l)^'weisen ,  dass  es  mvht  noch 
andere  Vertheiluii»^sgesetze  gibt,  für  wol»  lie  kswar  (>l)ige^  nicht 
gilt,  aber  doch  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  ein  Muleküi 
eine  ^ev\i^  •  bestimmt  gerichtete  Geschwindigkeit  durch 
irgend  welche  sonst  wie  immer  beschaffene  Zusammenstosse 
verliert,  noch  immer  gleich  der  Wahrscheinlichkeit  ist,  dass 
ein  Molekül  eine  gleiche,  gleichgerichtete  Geschwindigkeit 
durch  irgend  welche  ZusammenstSese  erhält.*)  Unter  diesen 
Vertheilungsge-setzen  könnten  beliebig  viele  sein,  für  welche 
jede  Geschwindigkeit  gleich  wahrscheinlich,  wie  die  gleich«?, 
cntsreircn gesetzt  gericlitefe  wäre.  Jede  diirtli  die  let/.t**rn 
Vertheilungsgesetze  dargestellte  Zustandsvertheilung  würd»» 
durch  eine  plötzliche  Umkehrnug  aller  Geschwindigkeiten 
nicht  verändert.  Aus  einer  derartigen  Umkehrung  auf  das 
dynamische  Gleichgewicht  gezogene  Schlüsse  haben  oft  viel 
Bedenkliches.*)  Im  ?orliegenden  Falle  aber  scheint  die  Üm* 
kehrung  in  der  That  alle  möglichen  Phasen  der  Zustandst 
vertheilnng  wieder  in  alle  Phasen  überzuführen  und  daher 
die  Veränderung  der  VVahi*scheinlichkeit  irgend  eines  Zu- 
äammenstosses  durch  die  Umkehrung  unniuglich. 

>)  fUr  welche  also  in  der  Fonnel  16)  meiner  pweitem  Stodiea 
über  das  WBrmegleichge wicht  nnter  Gaamolekfilen',  Wiener  Sitznnga- 
berieht«  Bd.  66,  10.  Oct.  1872,  das  doppelte  Integrale  verschwindet, 
ohne  d  i'iH  die  6rö<=se  unter  dem  Integralleichen  für  alle  Werthe  der 
Variabein  identisch  ffleich  Null  ist. 

Verf^l.  Boltzmanri,  Bt^'iuf'rkunf^en  über  einige  Probleme  der 
inecbaniscben  Wärmelehre  il,  Wiener  Sit/.angaberichte  Band  75. 
Jiinner  1877;  Nature,  febr.  1895;  Culverwell,  Burbary,  Bryan,  ütn. 
oct.~dec.  1^4. 
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Zur  Xeimtmss  des  Befruchtungsvorganges. 

Ten  J*  Siek«rt» 

{tlugdnmfkn  ff.  Jammar.) 

Bei  einer  Untersuchung  der  sich  furchenden  Eier  von 
Cyclops  strenuus  traf  ich  auf  ein  «igenthßmliches  Verhalten 

der  Kerne,  das  in  naher  Beziehung  zum  Befruclituiig^vor- 
gang  ötelit  und  von  mir  im  Folgenden  geschildert  werden  soll. 

An  die  gmudlegeiide  Eutdeckun<x  0  Hertwig's,  dass 
der  wesentliche  Vorgting  bei  der  Befruchtung  in  einer  Ver- 
einigung der  Kerne  der  beiden  Geschlechtszellen  beruht^ 
knüpft  sich  naturgemilss  die  weitere  Frage  uuch  der  Art 
und  Weise  dieser  Verbindung.  Besteht  dieselbe  in  einer 
yölligen  Yerschmelzung,  in  einer  Vermisehung  der  Substanzen 
beider  Geschlechtskeme  oder  nur  in  einer  Aneinanderlagerung 
derselben,  derart,  dam  die  von  den  beiden  Erzeugern  ge- 
lieferten Kernbestaudtbeile  sich  inuerlinlb  der  Kerne  des 
neuen  Organismus  selhstäudiLi  ♦■rhalten?  Wenu  wir  von  ik'ui 
sogenannten  , ersten  Furchun^-kem*  absehen,  so  spricht  der 
äussere  An-ehein  sehr  gegen  die  letztere  Ansicht,  denn  die 
Furch ungs kerne,  eben^^o  wie  die  Kerne  der  i^teren  Em- 
bryonalzellen  und  der  fertigen  Gewebszellen,  erweisen  »ich, 
soweit  man  dieselben  bis  jetzt  kennt,  ab  völlig  einheitliche 
Gebilde,  welche  von  einer  Zusammensetzung  aus  2  Hälften 
nichts  bemerken  lassen.  So  nahmen  denn  auch  0.  n.  R.  Hert- 
wig  eine  innige  Vensehmelzung  der  beiden  Geschlechtskerne 
an  nnd  betrachteten  dieselbe  sosfar  als  einen  wesentlirlieii  und 
uüthwendigen  Akt  bei  der  Befruchtung.  In  einer  von  beiden 
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Forschern  gemeinflam  herausgegebenen  Schrift^)  hei«t 
^Nur  dann,  wenn  die  Substanzen  von  Ei-  und  Spermakern 
sich  ganz  (lurch(Jriu£ron ,  entstehen  Kerne,  welche  mit  allen 
für  die  weitere  Entu  (  j  luriijf  nöfchigen  Lol)enseigenschafteQ 
ausgerüstet  sind.*  An  dieser  Auffassung  hält  O.  Hertwig 
auch  nocli  in  einer  späteren  Arbeit*)  fest,  nur  verlegt  er 
hier  mit  Rücksicht  auf  van  Beneden's  Befunde  bei  Ascaris 
die  Verschmelzang  nicht  mehr  auf  den  Moment,  in  welchem 
die  blBechenförmigen  Yorkeme  zusammentre£Pen,  sondern  aaf 
den  Zeitraum  nach  Ablauf  der  ersten  Furchangstheilung. 

▼an  Beneden  selbst  ist  hierin  anderer  Meinung.  Ans 
seiner  wichtigen  Entdeckung,^)  dtiss  bei  Ascaris  megalocephala 
(bivalens)  die  Vorkerne,  ohne  mit  einander  zu  v«  i  limelzen. 
sich  in  je  zwei  Chromosomen  umwandeln,  von  denen  l)ei  der 
ersten  Furchungstiieilung  in  jeden  Tochterkern  eine  Spait- 
hälfte  gelangt,  zog  er  neben  anderen  bedeutsamen  Schluss- 
folgerungen aucli  diejenige,  dass  in  den  zwei  ersten  Furchungs- 
kernen  die  zwei  väterlichen  und  zwei  mütterlichen  Chromo- 
somen in  getrennten  Gruppen  neben  einander  sich  befinden. 
Und  er  vennuthete  weiter,  dass  wie  die  erste,  so  sich  alle 
folgenden  Kerngenerationen  verhalten  möchten,  d.  h.  dass  auch 
in  ihnen  die  vom  Vater  und  der  Mutter  abstammenden  Kern- 
substanzen sich  von  einander  g^sDudert  erhalten.  Er  sti'it/te 
diese  Annahme  auf  die  weitere  Beobachtung,^)  dass  der  Mutter- 

1)  0.  Ii.  R.  Hertwig;  Ueber  den  Befruchtunga-  und  Theilungs- 
Vorgang  des  thierischen  Eies  unter  dem  Einflnw  ftoaaeier  Ägeotaen. 
Jena  1887. 

0.  Hertwig:  Vergleich  der  Ei*  und  Samenbildang  bei 
Nematoden.  Eine  Grandlage  für  oellolftre  Streitfragen.  Aich.  f.  m.  k., 
Bd.  86,  1800. 

^)  E.  van  Beneden;  Reeherches  sur  la  maturation  de  l'oeuf. 
Ja  fecondation  et  la  diviaion  cellulaire.   Arch.  de  Biol.  T.  IV,  1883. 

*)  E.  van  Beneden  et  A.  Neyt:  Nouvelles  Rocherches  sar  la 
fecondation  et  la  division  initosique  choz  TAscarido  M^^locephale. 
Bull,  de  i'Acad.  roy.  de  Belgique.  1887. 
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knäuei  io  den  Furchungskemen  von  Ascaris  meg.  bivalens  nicht 
einen  continuirlichen  Faden  bildet,  sondern  zunächst  zwei 
Fadenstfioke,  deren  jedes  aladann  darch  Quertheilung  zwei 
Chromosomen  liefert.  Möglicherweise,  so  meint  van  Beneden, 
entspricht  jedes  dieser  beiden  Fadenstficke  den  zwei  Chromo- 
somen eines  Vorkems.  Den  Beweis?  dafflr  konnte  er  freilich 
an  diesem  Ohject  nicht  erbringen,  und  es  hat  daher  die  andere 
Möglichkeit,  dik>ü  jedes  Kadenstück  ein  väterliches  und  ein 
mütterlii  lies  Chronjosoina  enthält,  vorliiuti^^  el>en«oviel  Wahr- 
scheinlichkeit für  sich,  l  ebrigens  bestreitet  Boveri*)  die 
letztere  Beobachtung  van  Beneden^ü  und  Neyt's  entschie- 
den und  gibt  an,  dass  die  vorn  hergehende  Verbindung  je 
zweier  Chromosomen  zu  einem  einzigen,  in  sich  geschlossenen, 
Faden  nur  eine  scheinbare  ist,  hervorgerufen  durch  dichte 
Aneinanderlagerung  derselben.  Man  kann  daher  aus  van  Be- 
neden *8  Untersuchungen  nur  folgern,  dass  die  väterlichen 
und  mütterlichen  Chromosomen  getrennt  in  das  RuhegerQst 
der  zwei  ersten  Furchungskerne  eingehen,  ob  sie  aber  aus 
diesem  geiJonderte  Gruppen  hei  der  nächsten  Theilnng 
wiedi'r  hervortreten,  djus  ist  nicht  gezeigt,  (lerade  hierauf 
aber  kommt  es  an,  de  im  in  dem  zwischen  die  zwei  Theilungen 
eingeschobenen  fein  fad  igen  Ituhegerüst  kann  eine  Vermischung 
des  väterlichen  und  mütterlichen  Chromatins  stattfinden. 

Es  scheint  somit,  dass  bei  Ascaris  unsere  Frage  Ober- 
haupt nicht  zu  lösen  ist,  denn  würden  hier  zwei  den  Vor- 
kernen  entsprechende  Abtheilungen  in  den  Furchungskemen 
unterscheidbar  sein*)  so  wäre  dies  kaum  den  vortrefflichen 
Beobachtern  entgangen,  die  sich  gerade  mit  diesem  Objekt 

^)  Boveri:  Zellenstiidien.  Heft  8.  Jena  1868. 

^  Nur  am  diese  rein  empirisch  featssustellrade  Frage  handelt 
et  rieh  fBr  mich,  nicht  aber  um  die  von  van  Beneden  damit 
verknapfte  Enatstheorie  und  Lehre  vom  HermapbroditiemiM  der  Zell- 
kerne. Aach  die  von  Habl,  namentlich  aber  yon  Boveri  ver* 
tretene  Ansicht  von  der  Individualität  der  Chromoiiomen ,  der  ich 
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befasst  haben.  Hingegen  dtirfte  der  von  mir  untersuchte 
Gjdops  fltrennus  in  dieser  Hinsicht  günstigere  Untersnehungs- 
Terhältnisse  bieten,  wie  ans  dem  Folt^enden  hervorgeht. 

Ich  fand  in  drv  ersten  Furchunijrsspindel  <lies»^s 
Copf'poden  in  (ierjenij^en  l'huse,  in  welcher  die  Tuehterplatten 
auseinanderzuweichen  beginnen,  die  den  Vorkernen  entspre- 
chenden Chrotnatinportionen  durch  einen  deutlichen  Spalt 
getrennt.  Leider  treten  die  Spindeliasem  an  meinen  mit 
Sublimat  &drten  Objekten  nicht  so  scharf  hervor,  daes  man 
entscheiden  könnte,  ob  auch  die  Spindel  sich  aus  zwei  solchen 
Hälften  zusammensetzt.  Häcker^)  hat  bei  Cyelops  strennns 
eine  jüngere  Theilungsphase  des  ersten  Furehungskerns,  näm- 
lich »den  ITeberganj?  aus  dem  Hlilscben-  in  das  A-^terstadium* 
beoi)iuhtrt   und  ;in,   da->  liier    ^dic  Aiila;jft'n   vtin  zwei 

j^esondert^  n  Kcnispindeln  mit  vier  Centrosoraen  zu  bestehen 
scheinen."  Er  bildet  auch  (I.  e.  Fig.  27a)  zwei  Spindeln  ab, 
die  nur  im  Bereich  des  Aequator  zusammenhängen,  gegen 
die  Pole  zu  aber  weit  auseinander  liegen.  Es  wäre  von 
grossem  Interesse  zu  erfahren,  ob  hier  wirklich,  wie  ee  den 
Anschein  hat,  jeder  Yorkern  seine  eigene  Spindel  bildet. 
Auf  Grond  meines  jetzigen  Materials  kann  ich  zo  dieser 
Frage  ktine  bestimmte  Stellung  einnehmen,  denn  wenn  die 
von  mir  beobachteten  älteren  Spindeln  üf)erliani)t  aus  zwei 
scharf  gei^onderteu  Hälften  be«>teheu,  dann  sind  die  letzteren 


mich  selbst  mit  angeHchlossen  habe,  berührt  sich  zwar  mit  der  vor* 
liegenden  Fra^c,  deckt  sich  aber  mit  ihr  keineswegs.  Denn  es  wäre 
ein«rseit8  möglicri,  Anns  die  Vorkerne  sich  seib.ständig  erhalten,  die 
Chromosomen  innerhalb  der9*^]bt  ii  aber  nicht,  eine  Anschauung,  die 
van  lienetien  vertritt  A^t-r  anrh  'Iis  l^nifjekehrte  wäre  »lenkbar: 
es  brauchen  sich  die  Cinotiiuscinrn  nn  ht  au^'/ulö^eu,  aber  nie  köunten 
sich  doch  derartig  untereiiuiudcr  verlugeru  und  vermengen  da>8  die 
den  Vorkernon  entsprechenden  Uruppen  alsbald  verloren  gehen. 

')  Hücker:  Die  Eibildung  bei  Cyciops  and  t'anthocamptus.  Zool. 
Jahrb.  A.  f.  A.  u.  ü-,  Ud.  V. 
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doch  sicher  mit  ihren  Polen  viel  dichter  aneinander  gerückt 

als  in  Hack  er 's  Figur.  Die  Attraktionsspharen  allerdings 
erscheinen  hier,  sowie  uucb  in  den  lullenden  Fiirchuncfs- 
theilungen  von  auflallender  Breite,  so  dass  <ler  Gedanke 
aufkommen  könnte,  sie  möchten  aus  je  zwei  nebeneinander 
gelegenen  Sphären  bervorgegan>ren  sein.  Andererseits  darf 
aber  nicht  unerwähnt  bleiben,  dass  ich  in  dem  BefruchtungB- 
stadium«  in  welchem  die  noch  bläschenförmigen  Vorkeme 
sich  berfibren,  im  Ganzen  stets  nur  zwei  Sphären  fiand,  ffir 
jeden  Theilungäpol  eine  einzige,  and  dass  ich  diese  genetisch 
auf  den  Spermakem  7.nrfickYerfol^rn  konnte. 

Nachdem  die  Tochterplatten  <l<-r  »  rsten  Finchungsspindel 
gegen  die  Pole  der  Tbeilungsfigur  gerückt  sind,  finde  ich  in 
ihnen  die  Täterlichen  und  mütterlichen  ('hromosomengruppen 
noch  weiter  tou  einander  getrennt  als  vorher.  Da  die  Ver* 
bindongsfSden  sich  nur  zwischen  den  correspondirenden 
Hälften  der  Tochterplatten  ausspannen ,  so  erscheint  bei 
Seitenansicht  auch  dieser  mittlere  Abschnitt  der  Theilungs- 
figur  durch  einen  breiten  Spalt  in  zwei  Hälften  zerlegt.  Bei 
Polan^^ieht  lassen  siili  in  jeder  lliiltre  einer  Tdchter platte 
11  oder  12  Chroiiio.sotiien  zählen,  nicht  4,  wie  lläcker  tiir 
die  Aequatorialj)liitt«'  der  cT^^ten  Theilung  von  Cyclops  strenuu» 
angibt  und  abbildet.  Im  Ganzen  enthält  also  jede  Tochter- 
platte des  ersten  f  urchungskernes  die  Normalzahl  von  22  oder 
24  Chromosomen,  was  mit  den  ron  mir^)  bei  der  Eireifung 
gefundenen  Zablenyerhältnissen  übereinstimmt 

Wenn  dann  weiterhin  das  Chromatin  der  Tochterplatten 
sich  in  ein  Kuhegerüst  umwandelt,  tritt  eine  Anzahl  bläschen- 
förmiger Unterabthfi Innren  aut,  die  anfänglich  otFenbar  den 
einzelnen  Chromosomen  des  Dyusters  entsprechen,  wie  dies 
schon  für  die  Furchungskerne  bei  anderen  Objekten  wieder- 
holt beschrieben  wurde.  Die  Bläschen  beginnen  schon  früh- 

R ackert:  2ur  Kireifung  bei  Copepoden.  Anat.  H6fto  1894« 


Digitized  by  Google 


32       SÜMunff  der  maih,-phy.«.  Ohne  vom  5.  /anuw  1895 

zeitig  zu  conflDiren  und  zwav  innerhalb  ein  und  desselben 
Kerns  in  ungleichem  Tempo.  Bo  möchte  ich  es  wenigstens 
erklären,  dass  man  neben  kleineren,  meist  peripher  gelegenen 
Bläschen  in  der  Regel  auch  einige  grössere  antrifft,  welche 

htiufig  durch  vollständige  oder  unvollständige  Scheidewände 
wiediT  in  Unterabtheil iingen  zerlegt  erscheinen.  Indem 
schliesslich  alle  Abtheilimfjpn  zusaninienflifSM  n  und  die  nn- 
regelmässigen  Vorhn(litnMg''n  und  ZerkliiitungcMi  diT  Kern- 
oberfläche verachwinrlHii,  tritt  eine  einheitliche  Kernbiase  auf. 
Bei  diesem  Vorgang,  der  nicht  nur  nach  Ablauf  der  ersten, 
sondern  auch  der  späteren  Furchungstheilungen  zu  beobachten 
ist,  macht  sich  die  Zusammensetzung  des  Kerns  aus  zwei 
Hälften  bemerkbar.  Zwar  rficken  die  den  Vorkemen  ent- 
sprechenden Abtheilungen  jetzt  dicht  zusammen,  aber  man 
kann  sie  bei  einigermassen  gfiostiger  Lagerung  des  Kerns 
doch  noch  recht  deutlich  unterscheiden,  namentlich  bei  An- 
Wendung  schwächerer  Vergrösserung,  bei  welcher  man  einen 
besseren  reberbück  über  den  ge.suiniiiten  Kern  erhält  als  mit 
Hüte  dtM*  liimiersioii.  W  enn  die  erwähnten  Unterabtbeilungen 
des  Kerns  schon  conlluirt  sind,  und  ein  einheitliches  Rtihegerflst 
aufgetreten  ist,  iässt  ^ich  die  Grenze  der  beiden  ursprünglichen 
Kernhälften  in  Gestalt  einer  Scheidewand  noch  erkennen, 
welche  senkrecht  zum  grössten  Durchmesser  des  länglichen 
Kerns  steht.  Diesen  Zustand  der  beiden  ersten  Fnrchungskeme 
hat  Hacker  (1.  c.)  schon  bei  Cjdope  tenuioomis  gesehen 
und  dahin  gedeutet,  dass  die  zwei  Abtheilungen  des  Kerns 
selbständig  gebliebene  Abkömmlinge  der  Gescfalechtskeme 
seien.  Solange  die  vorausgegangenen  Theilungsphasen  nicht 
bekannt  waren,  konnte  man  die  Berechtigun;^  dieser  Auf- 
faouii«;  an/W  i'ifeln.  nai  hdeui  sich  aber  jetzt  bei  Cyclops  str. 
die  beiden  Kernliällteii  an  einer  lückenlosen  Fjitwiekhmur-- 
serie  von  der  ersten  Furchungsspindel  bis  zur  Uuhepha^e  der 
Toeliterk<>rne  haben  verfolgen  ia^Hen,  erscheint  dies  nicht 
mehr  rodglich. 
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Aus  der  Uiiheplia.se  der  zwei  erÄteii  Furclmngskerue 
konnte  kh  ma  wenige  Eier  untersuchen,  die  demselben  Thier 
ancrehriren  und  sicli  daher  auch  in  genau  (ieiii  gleiclieii  Ent- 
wickiungitzustand  befinden.  Ich  kann  daher  nicht  sagen^ 
ob  im  weiteren  Verlauf  der  Ruhepbase  die  Trennung  der 
beiden  Kerohälften  aufgeboben  wird.  Sicher  aber  ist,  dasB 
beim  üeberga&g  zam  Knäuel  der  zweiten  Theilung  tod  einer 
Scheidewand  innerhalb  des  Kernraumes  an  meinen  Präparaten 
nichts  mehr  zu  sehen  ist.  Nur  an  der  Kemmembran  fand 
ich  bei  einem  Theil  der  Objekte  an  der  betreffenden  Stelle  noch 
eine  Einkerbung.  Der  Chromatinkn&nel  selbst  erscheint  bei 
einigen  Kernen  einheitlich,  bei  anderen  in  zwei  Hälften  /.er- 
legt. Das  GlfMche  </\\t  für  die  Aequatorialplatte  der  zweiten 
Furchungsspiodel.  Im  Dyaster  hin<i;egen  liess  sich  wieder  die 
Zusammensetzung  der  längliehen  Tochterplatte  aus  zwei 
Häiiteu  iu  der  Mehrza))!  der  Kerne  mit  aller  Deutlichkeit 
erkennen.  Es  ist  otfenijar  in  dieser  Theilungsphase  ein  Aus- 
einanderweichen der  Kemhälften  leichter  möglich,  als  in 
der  Aeqnatorialplatte,  was  sich  aus  der  Mechanik  des  Thei- 
lungsTorganges  erklären  lasst.  Auch  im  Dyaster  der  zweiten 
Fnrchnngstheilnng  war  ich  im  Stande,  bei  Polansicht  das 
oben  mitgetbeilte  Zahlenverhältniss  der  Chromosomen  fttr 
beide  Hälften  der  Tochterplatte  festzustellen,  so  dass  die  Ab- 
leitung der  letzteren  von  den  Vorkernen  nicht  bezweifelt 
werden  kann.  Es  wird  hierdurch  die  einganj^rs  aufgestellte 
Frage,  ob  aus  den  h'ubekernen  der  ersten  Theibiug  die 
väterlichen  und  mütterlichen  Chromosomen  wieder  in  ge- 
trennten Gruppen  hervorgehen  können,  in  bejahendem  Sinne 
entschieden. 

Von  der  dritten  Theilung  habe  ich  den  Dyaster  nicht 
m  Gesicht  bekommen,  doch  konnte  ich  im  Mutterknäuel 
und  in  der  Aeqnatorialplatte  ffir  einen  Theil  der  Kerne  noch 
ebenso  eine  Zusammensetzung  aus  zwei  Hälften  nachweisen 
wie  bei  der  zweiten  Theilung.  In  den  folgenden  Funshungs- 
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Stadien  wird  diese  Erscheinuiitf  während  der  eip^eutlichen 
ThoiliTng!?pha.spii  immer  seltener,  und  nur  noch  btdui  Ueber- 
gaug  zur  Kuhephase  treten  die  Kernhälften  in  der  oben  be- 
schriebenen Weise  hervor.  Oft  sieht  man  ausser  der  Scheide- 
wand auch  an  der  Oberfläche  der  länglichen  Kerne  eioe 
Einachüfiniiig,  wodurch  das  ganze  Gebilde  Binquit-  resp. 
Bohnenform  erh&lt.  Diese  Einkerbang  bleibt,  naebdem  die 
Scheidewand  geschwunden,  oft  noch  als  einziges  Merkmal 
der  ursprünglichen  Trennung  erhaUen.  Zuweilen  erschemt 
auch  die  eine  Kernhälfte  intensiTer  gefärbt  als  die  andere, 
offenbar  weil  ihr  Chromatin  sich  noch  im  Zustande  stärkerer 
Concentratiun  hefindet.  Da  diese  Doj)pelkerne  sicli  im  Wesent- 
lichen noch  ebenso  verhalten,  wie  diejenigen,  welclie  nacli 
Ablauf  der  ersten  und  zweiten  Theilnng  auftreten,  ao  müssen 
sie  auch  in  dem  gleichen  Sinne  wie  jene  gedeutet  werden. 
Der  Umstand,  dass  während  der  mittleren  Furchungsstadien 
die  Dupiicität  der  Kerne  bloss  bei  Eintritt  der  Kemrahe, 
in  den  eigentlichen  Theilungsphasen  dagegen  nur  mehr  aus- 
nahmsweise sichtbar  ist,  beweist  nichts  gegen  die  Torge- 
tragene  Auffassung.  Es  laset  sich  yielmehr  diese  Erscheinung 
in  ungezwungener  Weise  damit  erklären,  dass  die  Chromo- 
somen innerhalb  der  karyokinetisehen  Fignren  zu  dieser  Zeit 
schon  dichter  <^ehigert  sind,  als  während  der  ersten  Thei- 
Inngen,  ein  Vtrlmlten,  das  oflenbar  auf  die  zunehmende 
Verkleinerung  des  Zellenleihes  und  die  dadurch  bedingte 
Raumbeengung  zurückzuführen  ist. 

In  späten  Furchungsstadien  und  während  der  Keim- 
bläiterbildung  weist  ein  immer  kleiner  werdender  Bruchtheii 
der  im  Ei  vorhandenen  Kerne  eine  Zusammensetzung  aus 
zwei  H&Iften  auf.  Doch  konnte  ich  yereinzelte  solcher 
Kerne  soweit  yerfolgen,  als  ich  meine  Untersuchungen  Ober- 
haupt ausgedehnt  habe,  nämlich  bis  zu  dem  Stadium  der 
dreigliedrigen  Larrenankge.  Es  muss  daher  die  Möglichkeit 
zugegeben  werden,  dass  schon  während  der  Furcbuag  eine 


Digitized  by  Google 


J.  Rfkdufi:  Zw  Kenntmu  du  Befru^unffnorgaiiffes.  35 

totale  Verschmelzung  und  Vermischung  der  beiden  ursprüiig- 
liclien  Kemhälften  eintritt,  wenigstens  bei  einena  Theil  der 
Kerne,  wahrend  bei  den  übrigen  dieser  Vorgang  erst  später 
einsetaEen  würde.  Mindestens  ebenso  berechtigt  erscheint  aber 
die  gegeutheilige  Auffassang.  Nur  wahrend  der  errten  Fur- 
chungszeit  theilen  steh  sämmtliche  Kerne  des  £tes  gleich- 
zeitig, spater  dag^en  nur  mehr  ein  Theil  derselben  und 
dieser  Brnchtheil  wird  immer  geringer,  je  weiter  die  Ent- 
wicklung fortschreitet.  Man  darf  daher  gar  nicht  Toraos- 
betzen,  in  vorgerückteren  Entwicklungsstudien  eine  grössere 
Anzahl  von  Kernen  in  dem  für  unsere  üntersuchuntf  ^re- 
eigneten  Zustand  anzutreflfen.  Dafür  niuss  man  alxr  »r- 
warten,  einige  wenige  derselben  in  einem  jeden  derartigeo 
Ei  vorzuünden  Man  begegnet  aber  auch  hier  bei  genauerem 
Zusehen  wohl  stets  einigen  Kernen,  welche  die  Spuren  einer 
Zusammensetzung  aus  zwei  Stücken  erkennen  lassen. 

Es  sind  mehrere  Forscher  darauf  ausgegangenf  der  Zelle 
einen  bilateral  symmetrischen  Ban  zu  vindiciren,  indessen 
haben  derartige  Versuche  sich  bisher  als  nicht  durchführbar 
erwiesen.  Die  bei  Cyclops  vorhandenen  Doppelkerne  zeigen 
nun  eine  bilaterale  Symmetrie.  Und  wenn  die  Zusammen- 
setisung  de.<i  Kerns  aus  zwei  Hälften  während  der  Mitose 
sichtbar  ist,  was  für  die  ersten  Furchnngstheilnngen  von 
Cvclops  gilt,  dann  liegt  eine  bilaterale  Symmetrie  der  ge- 
samiuten  Zeile  vor,  von  dem  Augenblicke  an,  in  welchem 
die  Einstellung  der  Chromosomen  in  den  Aequator  der  Spindel 
vollendet  ist.  Die  Symmetrieebene  schneidet  die  Aequatorial- 
platie  resp.  die  TochterpUtten  in  einem  Winkel  yon  90*^ 
und  theilt  sie  in  zwei  Hüften,  deren  eine  vom  männlichen, 
deren  andere  vom  weiblichen  Vorkem  abstammt. 

Die  mitgetheilten  Beobachtungen  beziehen  sich  nur  auf 
embryonale  Zellen.  Es  wäre  von  Interesse  zu  wissen,  ob 
sie  auch  für  die  Gewebszellen  des  fertigen  'fhicres  Oeltung 
besitzen.    Eine  Ünterauchung  in  die.ser  Richtung  verspricht 
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indess  von  vornherein  wenig  Erfolg  wegen  der  geringen 
Grösse  der  betreffenden  Kerne;  ist  doch  schon  die  Beur» 
theiloog  der  nlteren  Embryonalstadien  aus  diesem  Ghnnde 
sehr  erschwert.  Im  ausgebildeten  Thier  ezistirt  nnr  eine 
einzige  Art  von  Zellen,  in  welchen  das  Ghromatin  innerhalb 
eines  Terhftltnissm&ssig  sehr  grossen  Eernranmes  lieget;  es 
sind  das  die  reifenden  Eizellen.  Wenn  sich  die  vaterlichen 
und  mütterlichen  Chromo.somenLjruppen  bis  in  diese  Zell- 
genet.ttion  selbständig  erhülten  würden,  dann  kr.nnten  sie 
hier,  wo  sie  einer  räunilicln^n  Bcencfung  nicht  mehr  nnter- 
Würfen  sind,  auch  gesondert  zum  Vorschein  kommen  und 
zwar  von  dem  Zeitpunkt  ab,  in  welchem  die  kurzen  und 
compacten  Chromosomen  der  ersten  Hichtungsspind^l  aas 
dem  feinfadigen  KeimbläschengerOst  hervorgegangen  sind.  In 
der  That  zeigen  nun  bei  Oyclops  diese  Chromosomen,  wenn  sie 
aus  der  Peripherie  des  KeimblSschens  gegen  den  Aeqnator 
der  zukünftigen  Richtungsspindel  vorrflcken,  eine  Gruppirung, 
die  sehr  auffallend  ist  und  schon  von  Hacker  und  spater 
mir  selbst  erwähnt  und  abgebildet  wurde,  ohne  dass  jedoch 
einer  von  uns  sie  zu  ilpr  vorliegenden  Frage  in  irgend  welche 
Beziehung  gebraclit  liütie.  In  nielireren  seiner  Arbeiten 
stellt  Hacker^)  Keimbläschen  dar,  in  deren  Peripherie,  an  zwei 
gegenüberliegenden  Punkten,  sich  eine  Anhäufung  von  vier 
chromatischen  Doppelstäben  beßudet.  Dass  diese  Qruppimng 
der  Chromosomen  in  Hack  er  *s  Präparaten  eine  sehr  reguläre 
gewesen  sein  muss,  geht  nicht  nur  aus  sdnen  Abbildangen 
sondern  auch  aus  der  Deutung  hervor,  welche  er  der  Er- 
scheinung gab.  Er  betrachtete  die  2  Gruppen  als  die  Tochter- 
platten  der  eben  vollzogenen  Richtungstheilung,  eine  Auf- 
fassung, die,  wie  ich  au  anderer  Stelle  (1.  c.)  ge/^igt  habe, 

^}  t.  c.  Fig.  32.   Derselbe:  Daa  KeimVltachett,  seine  Blcneate 

und  LaKeveränderunf^en.  I.  Arch.  f.  m.  A.  Bd.  41.  Fig.  11.  Der> 
selbe:  Die  KerntbcilangsvorgUn^e  bei  der  Mesoderm»  und  Entodem- 
bildung  von  Cyolopa.  Ibidem  Bd.  89,  Fig.  81. 


Digitized  by  Google 


J,  Bücißrt:  Zur  Kenntmat  de$  Befrudaw^90organges.  37 

schon  deflshalb  nicbt  richtig  ist,  weil^die  erste  Bichtnogs* 
theiluDg  in  dem  fri^lichen  Stadium  sieb  erst  ?orbereitet.  Ich 
selbst^)  habe  mir  diese  Gruppenbildung  der  Doppelstabe, 
die  übrigens  an  meinen  Objekten  zahlreiehen  indiriduellea 

Schwankungen  unterließt,  früher  nicht  erklären  können. 
Nachdem  eich  aber  jet/L  herausgestellt  hat,  dnän  sich  in  den 
Kernen  der  betVuchteton  Cy(•Iov^^^eit*r  zwei  den  Vorkernen 
entsprechende  Abtheiiuii^en  über  eiue  Aiizuhl  von  Furcliungs- 
theilungen  hinaus  gesondert  erhalten  könoeu,  liegt  es  nahe, 
die  rüthselhaftt^u  ChromofionieTi^mppen  des  reifenden  Eies 
auf  diese  Abtheilungen  zu  beziehen.  Das  Zusammentreffen 
der  beiden  Erscheinungen  ist  jedenfalk  ein  so  aaffaUiges,  dass 
man  es  nicht  nnberficksichtigt  lassen  darf.  Auf  der  andern 
Seite  muss  aber  ausdrücklich  betont  werden,  dass  die  Gruppen- 
bildung individuell  Tariirt.  Dass  eine  Gruppe  wieder  in  Unter- 
abtheilungen aufgelöst  sein  kann,  scheint  mir  weniger  von 
Belang,  wenn  dies  Verhalten  auch  zu  Beginn  des  betreffenden 
Keifuiigsstadiums  die  Orientirung  oft  erischwert  und  zuweilen 
unmöglich  macht.  Mehr  in  Betracht  kommt  dm  Zahienver- 
hältniss  zwischen  bpiflcn  TTaiiptgruppeu.  Zu  Anfang  des 
Stadiums  ist  die  Ziiiilung  der  Doppelstäbe  schwierig,  und 
kann  ich  daher  nicht  angeben,  ob  die  Gesammtzahl  derselben 
im  Keimbläschen  11  oder  12  betrügt.  Wenn  die  Kinstellung 
in  den  Aequator  der  Spindel  fast  vollendet  ist,  finde  ich 
stets  11.  Nur  bei  einem  Theil  dieser  Eier  stehen  die  beiden 
Gruppen  in  dem  Verhältniss  von  5 : 6,  bei  anderen  fand  ich 
4 : 7  und  sogar  3 : 8.  Man  müaste  also,  wenn  man  die 
Gruppen  auf  die  ursprünglichen  Kemhälffcen  bezieht,  jeden- 
falls die  Möglichkeit  zulassen,  dass  in  individuell  wechselnder 
Weise  einzelne  Chromosomen  ans  der  einen  Gruppe  sich  los- 
losen und  sich  der  anderen  anschliessen.  Ohne  auf  die  Con- 
sequenzen  einzugehen,  welche  sich  hieraus  für  den  Keductions- 


1)  1.  c.  Fig.  12  and  15. 
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Vorgang  ergeben  wfirden,  mochie  ich  docli  zu  erwähnen 
nicht  unterlassen,  dass  gerade  die  bertlhrten  indiTidueUen 
Differenien  sich  mit  einer  Vererbungsthatsache  (Ungleich- 
heit der  succeesiven  Kinder  eines  Bltempaares)  in  Einklang 

setzen  Hessen,  welche  von  mehreren  Forschern  (Weismann, 
ßoveri)  mit  der  Chroinosomenrediiotion  in  Verbindung  ge- 
bracht wird.  Durch  welche  Einrichtungen  in  der  Kem- 
struktur  die  Gruj»j>enbildung  herrori^f^rnfen  oder  erhalten 
wird,  ob  durch  achromatische,  nicht  sichtbare  Verbindungs* 
fäden  zwischen  den  zusammengehörigen  Chromosomen  oder 
dorch  ein  Eingreifen  entsprechend  angeordneter  Spindelfaeem, 
ist  Torläafig  nicht  za  ermitteln. 
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üeber  den  Caucliy'scilen  Integralsatz. 

Ton  AlfM  Mngsheiii» 

{EiHgtkm^  7.  Jmmr.) 

Der  Satz,  dass  ein  über  eine  compleze  WertliettFeihe 

M 

auflgedehntes  Integral  von  der  Form  j  f(»)*dx  unter  ge» 

wissen  Bedingungen  von  der  Wabl  der  zwischen      und  g 

gelegenen  Z wischen werthe,  dem  »Integration^ wege",  un- 
abhängig ist,  oder,  was  im  Wesentlichen  dasselbe  besagt, 
dass  unter  analogen  Bedingungen  das  Integral  J*f(B)  dey 
erstreckt  über  einen  geschlossenen  Integrationsweg,  ver- 
schwindet, wird  wohl  ziemlich  allgemein  schlechthin  als  der 
Caiichj'sche  IntegraUatz  bezeichnet  und  zwar  wohl 
nicht  lediglich  darum,  weil  er  von  Gauchy  znerst  ansge- 
sproehen  nnd  bewiesen  wurde  ^)  (denn  so  Terrtanden  gibt 
es  eine  ganze  Anzahl  Gaucfay^scber  IntegraUätze), 
sondern  weil  er  als  die  eigentliche  Grundlage  der  modernen 

Soviel  mir  V>f*kannt  ist,  in  dieser  Form  zum  ersten  Male  in 
dem  1826  als  besonderes  Heft  herau8gef-,'*l>  aen  , Memoire  aur  los 
integrale»  dc^finies  prisea  entre  des  limiteB  i maginaires", 
§3.  —  In  Laurent'«  Traitö  d'Analyae  (T.  III,  p.  257)  und  Kron- 
eeker*«  Toflerongeii  Uber  Integrale  (p.  62)  wird  dai  Jahr  1814  ali 
Pnblicationqiahr  angegeben.  Obscbon  dieier  Bemerkong  eixie  nfthere 
Quellenangabe  nicht  beigefflgt  lit»  eo  Ifiaet  sich  doch  mit  fiemlioher 
Sicherheit  annehmen,  dags  dieselbe  auf  da«  im  Jahre  1814  der  Pariaer 
Akademie  vorgelegten  , Memoire  sur  les  integrales  dcfinies* 
(Oeuvres  completea,  T.  1,  p.  899 — 606)  zurückzuführen  sein  dürfte. 
Sollte  diei  aber  wirklich  der  Fall  aein,  so  moM  jene  Angabe  al« 
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Fanctionentheorie  im  Cauchy-Riemanii^acbeii  Sinne  ohne 
jeden  Vorbehalt  eine  der  bewanderungswfirdigsten  und  frochi- 

unrichtig  oder  vielmehr  als  nur  theilwr-iHi'  richti«^  bezeichnet  worden. 
In  der  eben  erwähnten  Abhandlung  linden  sich  nämlich  in  Be;&ug 
auf  den  fraglichen  Gegenstand  nur  die  folgenden  Gleichungen  (mit 
unerheblieheB,  suni  Zwecke  leichteren  Verstindoiisea  hier  Toige- 
nommenen  Aenderangen  der  dort  angewandten  Beeeichnong): 

0  ü  0  0 

WO  S,U  Funktionen  von  S,^  bezeichnen,  welche  der  Differential- 

ds  dU 

gleiehnng  3^  ^  3  ^  genflgen  (a.  a.  0.  p.  834,  Ol.  4),  nnd  femer: 

0  0  0.0 

(p.  310,  Fussnote,  Gl.  B).  Diese  Gleichungen  enthalten  allerdings 
den  betreffend nn  Satz,  aber  nur  für  den  speci ollen  Fall  eines 
Kechteckn  als  Integrationsweg.  Die  wesentliche  Bedeutun;;,'  des 
C au chy 'sehen  Satze«  für  die  Fnnctionentheorie  Hegt  aber  gerade 
in  seiner  Anwendbarkeit  uut  eiueu  belieb  igen  iuicgrationsweg. 
Und  wenn  ee  auch  keine  besondere  Schwierigkeit  hat»  ana  der  Gültig- 
keit dee  Satsee  ftir  ein  Rechteck  durch  einen  geeigneten  Grenaüber- 
gang  jene  allgemeinere  Form  abzuleiten  (wie  dies  s.  B.  auch  in  dem 
hier  weiter  unten  absoleitenden  Beweiee  geeohiebt:  cf.  §  4X  eo  kann 
doch  von  einer  derartigen  Ycrallgemeinemng  überhaupt  erst  dann 
die  Rede  sein,  wenn  der  Begriff  einet  Integrala  von  der  Fonn 
J^{S '  dx-j-U'dy)  oder^ fis)  •  dz,  genommen  über  einen  beliebigen 
Integrationsweg,  wirklich  definirt  ist.  Eine  solche  Definition 
findet  sich  aber  wohl  zum  ersten  Male  in  der  genannten  Abhand- 
lung von  1825  (§  2  und  §  9),  wenigstens  ist  in  dem  ,Kr\>iume  dea 
le9ons  sur  le  calcul  infinitesimal*  vom  .lahre  1823  hiervon  noch  keine 
Rede,  und  Cauchy  bemerkt  auch  in  der  Einleitung  zu  jener  Ab* 
handlang  ganz  ausdrflcklich,  dass  keine  einzige  aller  bisher  er- 
schienenen Arbeiten  .den  Orad  von  Allgemnnhelt  genflgend  flzirt  habe, 
detien  ein  lolehea  Integral  f&hig  iat*.  Durch  die  YerOfifentUchong 
dei  Brieiwedieela  Kwiwhen  Gauea  nnd  Beseel  (1880)  ist  die  merk« 
würdige  Thatsache  bekannt  geworden,  daie  Gauas  den  fragliehM 
Satz  in  seiner  allgemeinen  Fa^^ung  schon  im  Jahre  1811  Ig»»*«»*^. 
(Brief  an  Beseel  vom  18.  December  1811.)  £r  ist  indessen  niemale 
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barsten  Entdeckungen  dee  grossen  Mathenutikers  genannt 
werden  darf. 

Canchy  bewies  den  fraglichen  Satz  mit  Hfilfe  yon 

Continuitätsbetrachtiingeu :  er  zeigte,  dass  bei  einer  unendlich 
kleinen  Verscliiebung  der  Integrationscurve  mit  FesLiiciitung 
der  Endpunkte  das  obige  Integral  nur  um  eine  unendlich  kleine 
Grösse  zweiter  Ordnung  geändert  wird,  oder  anders  ausge- 
sprochen,^) dass  die  Variation  des  Integrals  den  Werth 
Noll  hat.  Die  Beweise,  die  sich  in  der  Mehrzahl  franzö- 
sischer Lehrbücher  für  jenen  Satz  finden,  sind  im  Wesent* 
liehen  einfache  Keprodactionen  oder  Modificationen  dieses 
Gauchy 'sehen  Beweises.  Meiner  Ansicht  nach  haftet  allen 
diesen  Beweisen,  nach  dem  Maassstabe  moderner  analytischer 
Anschauungen  gemessen,  ein  mehr  oder  weniger  erhebliches 
Manco  Ton  flberzeugeoder  Strenge  an.  Entweder  sie  wenden 
die  Principien  der  Variationsrechnung,  deren  strenge  Be- 
gründung zu  den  schwierigsten  Problemen  der  Intinite>,iniai- 
rechnung  gehört,  mit  einer  Unbedenkliciikeit  an,  die  durch 
das  Maas«!  der  gemachten  Vorau«?!'et7.nngpn  kaum  gerecht- 
fertigt isi.'^)  Oder  sie  suchen  mit  Umgehung  der  VariatioDS- 

wieder  daranf  tarflckgekommen,  ond  es  soheiatv  dius  sich  auch  in 
seinem  Nadblasse  keinerlei  Anfzeiohnuiigen  hierllbw  ▼orgefonden 
haben.  Man  wird  daher  wohl  Krön  eck  er  nnr  Recht  geben  können, 

wenn  er  hieran  anknüpfend  a.  a.  0.  folf^endes  bemerkt:  ,Eh  ist  doch 
ein  grosser  Unteracbied,  ob  Jemand  eine  mathematische  Wahrheit 
mit  yollem  Beweise  und  der  Darlegung  ihrer  ganzen  Tragweite  ver- 
öffentlicht oder  ob  ein  Anderer  sie  nur  so  nebenher  einem  Freunde 
tinter  Discretion  niittheilt.  Des^halb  können  wir  den  Satz  mit  Recht 
als  das  Oanchy'fit:  lie  l  lioorem  bezeichnen." 

')  a.  a.  0.  p.  G:  aAiuüi  lu  dtimoustrution  du  principe  ci-dessus 
^one^  repose  aar  eette  aeale  obamation,  que  la  ▼ariatton  de  Tin^ 
grale  est  nnlle.* 

^  Ibm  aehe  s.  B.  Briot  et  Bonquet,  Fonctiona  doablement 
p^iodiqoea  (1869)  p.  20.  —  Bertrand,  Oalcul  integral  (1870)  p.  296. 
—  Laurent,  Fonctions  eiliptiquea  (1880)  p.  6;  despl  Traite  d'Analyse 
(1888)  T.  III,  p.  210.  —  Picard,  Traite  d'Anal/se  (1891/93)  T.  I, 
p.  77;  T.  11,  p.4. 
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rechnung  deren  Prmcip  durch  eine  direeto  Infinitesimal' 
betrachtung  zu  ersetzen,  imputiren  aber  dabei  der  Function 

f  (g)  eine  für  alle  diese  Beweise  unentbehrliche  Eigenschaft 

ziemlich  complicirter  Natnr,  welche  entweder  ganz  direct  in 
die  Voraus^etzuni^  auii^eiiüiiinieu  oder  zuvor  auf  EigeD.sch alten 
einfacherer  Art  zurückgeführt  werden  müsste.  Es  ist  die^  die 

Annahme,  dass  der  Diflferenzenquotient   ^  — -  fttr 

alle  in  Betracht  kommenden  Werthe  von  m  gleichmässig 
nach  f{M)  convergirt,  d.  h.  da»  nach  Vorgabe  einer  be- 
liebig kleinen  poeitiTen  Grdsse  e  sich  eine  positive  GrOase  q 
angeben  lasst,  sodass: 


<     wenn  nur:  \  h\<iQ 


fÖr  alle  in  Betracht  kommenden  Werthe  von  s})  Nimmt 
man  diese  Eigenschiift  oline  weiteres  ia  die  Vorausset/.uug 
des  Satzes  aut,  so  verliert  derselbe  yollständig  seinen  ein- 
fachen und  elementaren  Charakter.    Man  mü^te  also  vor 


V)  Ohne  diese  Annahme  f.lUt  z.  13.  der  überhaupt  wenig  streng 
gehaltene  Beweis  bei  Camille  Jordan,  louis  d'Analyse,  T.  II  (1888) 
y.  275;  aber  auch  der  sorgHiltiger  durcbgeluhrLe  Beweis  von  Bnut 
et  Bouquet,  Theorie  deä  fonctiona  elliptiques  (1875),  p.  128 — 132, 
imd  da  mit  dem  eben  genumten  nahe  verwandter  von  Mittag- 
Leffler:  GOttinger  Naohrichten  1875,  p.  66—78.  (Em  in  dem  letrt- 
genannien  Anfrotse  aageftthrter,  angeblich  vollkommen  strenger  Be- 
weis von  Halmiten  war  mir  leider  bisher  nicht  sugfiaglieh,  da  er 
nor  in  schwedischer  Sprache  erschienen  ist  (1865)). 

Der  gleiche  Vorwurf  trifft  auch  den  anscheinend  sehr  einfachen 
13ewei^,  den  Herr  Goursat  im  4.  Bande  der  Acta  matbematica 
11884)  verött'entlicht  hat.  üebrigens  wird  die  scheinbare  Kürze  die.sea 
Beweises  auch  noch  dudurc-h  7iemlich  illusorisch,  dass  die  von  vorn- 
herein  als    erwiesen    angenoiiuüene  U iiltif^keit  des  Cauchy 'sehen 

Satzes  für  J  ds,  J  e  dz  in  Wahrheit  eine  Grenzbetr  übt ung  erfordert, 

die  nicht  wesentlich  einfacher  ausfollt,  als  die  in  §  2  dieses  Aafoatses 
allgemeiner  durchgeführte. 
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Allem  versacheD,  dieselbe  etwa  ans  der  Torauesosetoenden 
Stetigkeit*)  von  f*(0)  abzuleiten,  ein  Unternebmen,  das, 
wenn  fiberbanpt  dorcbfllbrbar,  zweifellos  auf  ziemlich  aebwie- 
rige  und  amsiändliche  Betrachtungen  fahrt,  da  es  sich  bei 
dem  obigen  Differenzenquotienten  in  Wahrheit  um  eine 
Function  von  4  Veränderlichen  (nämlich:  4r  =  a?4"y*» 
=^  1  +    i)  handelt. 

£ine  völlig  andere  Methode  schlug  bekanntlich  Bie- 
mann  beim  Beweise'des  in  Rede  stehenden  Satzes  ein,  in- 
dem er  denselben  auf  einen  Specialfall  des  Gree naschen 
Satzes  grfindete,  nftmlich  auf  die  Rednction  eines  über  ein 
gewisses  Ebenenstiick  zn  entreckenden  Doppelintegrals  von 

der  Form  —  y-)     '      aaf  ein  einfaches  Integral 

J'(P'dx-\-  Q'dy)  erstreckt  über  die  Begrenzung.*)  Dieser 
Beweis  ist  ziemlich  unverändert  in  fast  alle  einschlägigen 
deutschen  Lehrbücher,')  aber  auch  in  viele  ausländische*) 
übergegangen  und  wird  ganz  allgeni ein  ausdrückhch  ab  der 
uBiemann'sche*  Beweis  des  Cauchy 'sehen  Satzes  bezeichnet: 
wie  mir  seheint,  mit  einigem  Unrecht.    Denn  wenn  auch 


1)  Bei  der  gronen  Mebxsahl  der  angefahrten  Beweise  wird  so- 
gar nor  die  Endlichkeit,  nicht  die  Stetigkeit  von  f  {»)  voraus- 

geeetzt,  wodurdi  deren  (trundlagen  noch  probleroatischer  werden. 

^)  Grundlagen  für  eine  allgememe  Theorie  der  Fnactioneii  etc. 
(Inaut^iuBldissertation,  1861). 

3)  Man  vgl.  z.  B.  die  Lebrbü -her  über  Functionentheorie  oder 
elliptische  bezw.  Abersche  Funi  t'onen  von  Durege,  Thoiuiie, 
KOnigsberger,  Neumann,  ü  wie  die  Compendien  der  Analjraia 
von  SchlSmilch,  Lipscliitz,  Hatiiack. 

*)  Mau  sehe  «.  B.  Houi-I,  Th«forie  t-lementaire  des  qiiantitt's  l  Oiu- 
plexes;  desgl.  Calcul  intimtesimal,  T. lU.  —  Hermite,  Cours  d'Analyse 
(rM.  par  Andoyer).  —  Gftiorati,  Teoriea  delle  ftmiione.  —  Auch 
nehiere  der  tehon  oben  genannten  Compendien  (B  ert rand,  Laurent), 
welche  den  Beww«  neben  dem  Canchy^ichen  ausdrttcklicli  als  den 
Riemann*fehen  anffthrea. 
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derselbe  erst  durch  Riemann*«  DarrteUung  allgemeine  Ver- 
breitung gefanden  hat,  so  lasst  sich  doch  mit  anbestreitbarer 
Sicherheit  nachweisen,  dass  Caachj  bereits  fOnf  Jahre  vor 

dem  Erscheinen  der  Riemann'schen  Dissertation  ihn  nicht 
nur  gekannt,  sondern  in  der  Il.iuptüache  auch  publicirt 
hat.  Da  icli  nach  dem  Gesagten  wohl  annehmen  darf,  dass 
diese  Thatsache  bisher  völlig  unbemerkt  geblieben  ist,  so 
möchte  ich  an  dieser  Stelle  folgendes  darüber  mittheilen: 

Im  23.  Bande  der  Comptes  Rendas  findet  sich  auf 
S.  251  eine  Note  von  Cauchy  mit  dem  Titel:  .Sor  les 
integrales  qai  s^^tendent  ä  toQS  les  points  d'one 

courbe  feruiee.'*    In  dieser  Note  wird  zunächst  ihis  Integral 

{S)  =  j  k  •  d s  erstreckt  über  die  Begrenzung  einer  Fliiche  S 
bei  beliebiger  Anzahl  von  Variablen  bezw.  Dimensionen 
definirt,  alsdann  aber  heisst  es  wörtlich  folgendennassen 
(8.  254): 

«Lorsque,  1a  surface  8  ^tant  plane,  x^p  se  r^- 

duisent  a  deux  coordonnees  rectiligues,  ou  polairos, 
011  de  tonte  autre  uature,  propre  ä  d^termioer  la 
Position  d'un  point  dans  le  }>Ian  de  la  surface  5, 
alorä,  en  designant  par  X^X  deux  fouctious  coutinues 
des  Tariables  x^y  et  supposant 

k^X'D,x  +  Y'D,y 

on  a 

(^')  =  ±SSi^$^  -  ^»  ^) 

rmtegiale  double  s*etendaut  a  tous  les  points  de  la 
surface  5'.* 

Nun  folgt  eine  Bemerkung  über  die  Bestimmung  des 
zweifelhaften  Vorzeichens,  worauf  Cauchy  folgendermassen 
fortföhrt: 

«Dans  le  cas  particulier  oü  la  somme 

Xdx  +  Ydy 
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«Bi  ane  diffärentielle  ezacte,  on  a 

et  la  formule  qai  dltermine  la  valenr  de  (8)  ae  r^- 
dttit  ä  r^quaUoD  d^jä  trouT^e 

Das  rät  aber  in  der  Tbat  ganz  gen  an  der  fragliehe 

,11, leiiiaim '.iclie*  Beweis  mit  dem  ein/.i*^en  Unterschiede, 
dass  die  Keelmung,  welche  zur  Retluction  des  dopjH^Iten 
Integrals  auf  das  einfache  dient,  an  dieser  Steile  nicht  mit- 
getheilt  wird.^)  Cauchj  setzt  eben  diese  Reductionsformel 
einfiicb  als  bekannt  voraus,  und  das  war  sie  ja  auch  da- 
mak  scbon  seit  längerer  Zeit.^)  Wirklich  nea  ist  nur  ihre 
ätisserst  sinnreiche  Anwendung  anf  den  yorliegenden  Fall, 
deren  Priorität  man  bisher  fölschlich  Riem  an n  zugeschrieben 
hat.  Riem  an n  selbst  hat  wohl  niemals  jenen  Beweis  als 
sein  speeielles  Ei^enthum  in  Anspruch  genommen,  und  es 
erÄclit^iiit  auch  relativ  bedeutungslos,  darüber  Vermuthungen 
anstellen  zu  wuUen,  oh  er  die  citirte  Note  gekannt  haben 
möge  oder  nicht.  Hingegen  halte  ich  es  für  nicht  unwichtig, 
an  dieser  Stelle  einmal  die  Frage  aufizuwerfen,  ob  denn 

Im  Killgange  der  betreffenden  Kote  theilt  Cauchy  der 
Akademie  mit.  dai^s  er  sich  an  dieser  Stelle  auf  einen  kurzen  Auszug 
beschrfinke,  da  er  die  eigentliche  Abhandlung  demnächät  in  seinen 
Excrcieea  d'Analyse  et  de  Physique  mathemati que  publi- 
ciren  wolle.  Die»  ist  indessen  aud  mir  unbekannten  Gründen  unter- 
blieben,  nnd,  «oTtel  ich  festatellen  kennte,  ist  die  aagskOndigte  Ab- 
handlung aaeh  an  keiner  aDderen  Stelle  gedruckt  worden.  Hierflber 
besw.  ob  sich  dieselbe  fielleicht  in  Canchy'a  Nachlasse  vorgelanden 
hat,  werden  vielleicht  die  noch  im  Ereeheinen  beffriffenen  OenTres 
compUtes  Aufkl&mng  bringen. 

^)  Die  Abhandlung  Ton  Green:  ,An  essay  on  the  application 
of  mathematical  analysis  to  the  (heories  of  electricity 
and  magnetism",  auf  welche  man  ja  bekanntlich  die  fragliche 
Formel  xnrttckzufUhren  pflegt,  ist  schon  im  Jahre  erschienen. 
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zwischen  den  Arbeiten  Cauchy's  und  Kieiuaiiu'ä  berühmter 
Dissertation  Qberhaupt  kein  nach  weisbarer  Zusammen- 
hang  besteht?  Es  mnss  doch  sicherlich  sehr  merkwürdig 
erscheinen,  dass  der  Name  Caachy*8  in  jener  Schrift  mit 
keiner  Silbe  erwähnt  wird,  wenn  man  bedenkt,  dass  zu  jener 
Zeit  nicht  nur  Cauchy  nScbst  Gauss  wohl  unbestritten  als 
der  bedeutendste  unter  den  lebenden  Maihematikem  galt, 
sondern  dass  auch  gerade  er  von  seinem  ersten  Auftreten 
un  einen  grossen  Theil  seiner  gesamniten  literarischen  Pro- 
duction  ganz  s])eeiell  der  consequenten  Euifülirung  der 
complexen  Grüs.sen  in  die  Analysis  gewidmet  und  auf 
diesem  Gebiete  damals  eine  ganze  Reihe  von  Resultaten 
bereits  publicirt  hatte,  die  für  die  Entwickelung  der  Func- 
tionentheorie  in  der  von  Riemann  verfolgten  Richtung  als 
fundamental  anzusehen  sind;  ich  nenne  ausser  dem  hier 
in  Rede  stehenden  Satze  nur  die  Einführung  des  Begriffes 
der  monogenen  d.  h.  mit  einem  von  der  Differentiation»- 
riehtuBgunabhangigen  Differentialquotienten  yersehenen  Func- 
tion,*) ihre  Entwickelbarkeit  in  Potenzreihen,*)  die  Definition 
der  Periodicitatsmoduln  („indices  de  periodici te")  eines 
Integrals  und  die  hieraus  resultirende  Periodicität  der  Um- 
kehrnn<4st'nnrtioncn.^)  Ob^chon  die  Priorität  Cauchy's  in 
diesen  und  einer  Heilie  daran  anknüpfender  Fragen  wohl 
niemals  ernstlich  bestritten  worden  ist,  so  erschien  es  mir 

1)  Nouv.  Exerc.  T.  IV  p.  346  (1847).  Hier  findet  «ich  wohl  tum 
ersten  Male  der  Ausdruck  «monogen*  und  dessen  Defnition  durdi 
die  Bedingung : 

dx     i  dy' 

^  Zuerst  in  eiaeni  1682  sn  Turin  henuwgsgebensii  lithogiar 
phirten  Memoire  (wieder  abgedruckt  1841  im  2.  Bande  der  Nouv. 
Bxerc.  p.  50).    In  anderer  Form:  Nouv.  Exerc.  T.  I  p.  269  (1840). 

^1  C.  K.,  T.  23  p.  689  (1Ö46).  Diese  Abhandlung  enthalt  that- 
sächiich  die  vollständige  Gnindlasj^e  für  die  moderne  Theorie  der 
elliptischen  und  Abel'sGben  Functionen. 
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dennoch  an^jfemessen ,  bei  dieser  Gelegenheit  einmal  aus- 
drücklich hierauf  hinzuweisen,  da  sich  neuerdiug.^  eine  ge- 
wisse Tendenz  bemerkbar  gemacht  hat,  die  mit  Recht  ausser* 
ordeDtlich  hohe  Sch&taong  der  Yerdieosto  Riemann^s 
um  die  Eutwickelmig  der  Fancitonentheorie  bis  znt  Ue b er- 
sah ätzung  auf  Kosten  nicht  minder  TerdienstToUer  Mathe- 
matiker anszudehnen. 

Lftsst  sich  nun  auch  gegen  die  Stichhaltigkeit  des  zu- 
letzt besprochenen  Beweises  keine  Einwendung  machen  (falls 
man  noch  die  Stetigkeit  oder  wenigstens  Integrabilität  von 

,  in  die  Voraussetznng  aufnimmt),  so  scheint  mir 
d  X   d  y 

derselbe  in  Bezug  auf  Einfachheit  und  NatQriichkeit  der 
Methode  noch  keineswegs  denjenigen  Anforderungen  zu  ge- 
nügen, welche  man  an  den  Beweis  eines  so  grundlegenden, 
gleichsam  im  Anfange  einer  ausgedehnten  Disciplin  stehen- 
den Satzes  stellen  mochte.  Die  Herbeizieh ung  des  Doppel- 
integrals wird,  rein  methodisch  betraclitet,  immer  als»  ein 
nicht  hinlänglich  zu  motivirender  Umweg  erscheinen  nnd 
wirkt  crtaiirungsgeniäys  bei  der  Einführung  in  das  Studium 
der  Functioneutheorie  für  den  Anfänger  äusserst  erschwerend.^) 
Ich  habe  daher  versuciit,  einen  neuen  und,  wie  ich 
glaube,  sowohl  hinlänglich  einfachen,  als  strengen  Beweis 
abzuleiten,*)  dessen  Mittheilung  den  Hauptsweck  des  vor- 
liegenden Aufintzes  bildet   Ich  benütze  diese  Gelegenheit, 

1)  Die  Schwierigkeit,  welche  die  Ableitung  der  Green'schen 
Beductionsformel  dem  Anfänger  zu  bereiten  pflegt,  hat  Kronecker 
(cf.  BerJ  in  er  Sitzungsberichte  von  1885  ]).  785  undVorlesungen 
Aber  Intef^rale  p.  37 — 41)  dadarcb  zu  vermindern  gesucht,  da=^9 
er  die  fragliche  Formel  zunächBt  für  ein  Dreieck  oder  ein  Kec  hteck 
beweist  und  nodann  da««  allgemeine  Resultat  mit  Hülfe  eines  Grenz- 
Überganges  daraus  2uaammen8etzt. 

^)  Derfelbe  berührt  ücb  in  mancher  Beziehung  mit  den  Be< 
tnchtnngen,  w^ehe  Henr  Thotnae  Aber  die  IntegratiMi  zwei« 
gliedriger  IHflerentialiea  angestellt  hai  (•.  Einleitung  in  die 
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um  etwa«  genauer  auf  die  Oeritiitiün  eiiu  s  Integrals  der  Form 
fP'dx  +  Q'df/,  erstreckt  über  eine  Curve,  einzugehen  und 
dabei  gewisse  Punkte  zar  Sprache  zn  bringen,  die  vielleicht 
vielfach  bekannt,  aber  roeiDes  Wissens  noch  niemals  scharf 
pracisirt  worden  sind. 

Schliesslicb  will  ich  nur  noch  bemerken,  dass  die  im 
Folgenden  benfitzten  Methoden  anch  eine  Verallgemeineiting 
fttr  die  Betrachtung  ein-  und  mehrfacher  Integrale  mit  mehr 
als  zwei  Variablen  gestatten,  worauf  ich  vielteicht  bei  spaterar 
Gelegenheit  zurückzukonimeu  gedenke. 

§  1.  Definition  und  allgemein«  lägensohalten  eines 

Gnrven-btegrels. 

Es  sei: 

(1)  v-v(^ 

für  das  Tntervall  x^<^<x  eine  eindeutige  und  stetige 
Function  von  $  und  zwar  insbesondere: 

ferner  P(|,  ?/)  eine  gleichfalls  eindeutige  und  stetige 
Function  von  t))  für  alle  VVerthe  |  des  genannten  Inter- 
valle« und  die  durch  Gl.  (1)  zugeordneten  Werthe  von  i/. 
Alsdann  hat  das  bestimmte  Integral: 

rPtf,i?).d|-/P(^,9>(ö).<if 

einen  festen  endlichen  Werth  und  soll  bezeichnet  werden 
als  d{is  Integral  von  P{^,)j)-d^^  genommen  über  den 
Integrationsweg  0  in  der  Richtung  «^...o;,  in  Zeichen: 

Theorie  der  bestimmten  Integrale  p.  86  ff.).  Doch  wird  da* 
selbst  von  einer  Definition  dos  unbestimmten  Integrals  von 
(P-fix-^Q.fiy)  ausgegangen,  wodurrh  dif»  pnnze  ßeweisfQhmng  sehr 
wesentlich  an  Einfachheit  und  Dorcbsichtigkeit  verliert. 
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wenn  C  diejenijye  Pu  ii  kt r ei  h  n  bedeutet,  welche  der  Gleichung 
1/  =  cp  bezdgeii  auf  ir<;en(i  ein  ('oordiniiieiisystem  —  etwa, 
wie  wir  der  Einfachheit  halber  annehmen  wollen,  ein  ge- 
wöhnliches rechtwinkeliges  —  entspricht,  wahrend  die  Be- 
zeichnung (-f-  C)  and»  nfpM  oll,  daS8  diese  Punktreilie  bei 
der  Integration  in  der  Richtung  der  wachsenden  x  darch- 
lanfen  werden  soll.  Wir  pflegen  diese  Punktreihe  schlecht- 
hin als  Integrations-Curve  und  das  betreffende  Integral  als 
ein  Curren- Integral  zu  bezeichnen,  ohschon  hierbei  keines- 
wegs stets  an  eine  , eigentliche"  Ourye  d.  h.  eine  im  allge- 
meinen mit  einer  bestimmten  Tangente  versehene  stetige 
Linie  zu  denken  ist:  denn  thatsächlich  genügt  für  die  Existenz 
«les  obij^en  Integrals  die  blosse  Stetigkeit  von  rp  ohne 
da&i  man  genöthigt  wäre,  über  das  Vorhandensein  eines  im 
Allgemeinen  bestimmten,  endlichen  DiHerentii^lquotieaten 
irgendwelche  Voraussetzung  zu  machen.^) 

Bezeichnet  man  mit  ( —  C)  die  nämliche  Ourve,  falls 
die  Integration  in  der  entgegengesetzten  Richtung  vorge- 

^)  Gerade  an«  dietem  Gnmde  gebe  ioh  dem  hier  eingeseblaffenen 

Wege  den  Vorzug  vor  dem  fast  allgemein  flblichen.  wobei  das  Inte> 
fpnX  Kun&chat  ala  Greozwerth  einer  Summe  detinirt  and  sodann 
dessen  Existenz  mit  Hülfe  einer  Parameterdarttellong  von  der  Form: 

nachgewiesen  wird.  Bei  diesem  Verfiihren  ist  die  Vorantaetseng 
eines  integrablen  DifEerentialqnotienten  9»'  {t)  und  ebenso  fttr  das  so< 

gleich  noch  einsofübrende  Integral  Cq  ik',  t))  (ln  die  analoge  Voraos» 

settnng  besQglich  y/  [t)  unerläaslich ,  was  mir  aus  dem  Omnde 
wenig  wflnschenswerth  erscheint,  weil  hierdurch  die  Vorstellung  von 
dem  Zustandekommen  eines  solibcii  Integrals  nicht  nur  eine  m  eng 
begrenzte,  sondern  in  g*'wi3<em  Sinne  <,'erade7ii  eine  principieli  un- 
richti^T^  wird,  wie  später  noch  des  näheren  erörtert  werden  soll. 
1895.  M«Ui.-pby8.  Gl.  1.  4 
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noumieii  wird,  so  folgt  ohüe  Weiteres  aus  der  obigen 
Deiinitioii,  dass: 

(3)  /P(c.^;)'<i  =  -/P(^w/)r/| 
(-C)  (+0 

und  femer,  wenn  man  die  C«r?e  C  in  eine  beliebige  Anzahl, 

in  dem  gleichtun  Sitiiie  wie  C  zu  durchlaufender  Tbeilcurven 
(»•  =  1,  2,  •  •  •  n)  zerlegt  denkt: 

(4)  fp  (i,  ti)  •  ^  =  i]v  fp  ii,  .  d 

Scbliesslich  erkennt  man  auch,  dass  das  Integral  (2) 
einer  ganz  analogen  Mittel wertbrelation  genügt,  wie  die  ge- 
wdhnlichen  bestimmten  Integrale  einer  Veränderlichen, 
nämlich : 

wo  (!',  ?/)  ein  passendes  Werthepaar  aus  dem  Gebiete: 

also  eineu  gewissen  Punkt  der  Curve  C  Ix'deutet.  Diese 
Be/.iehnn«^  lehrt  insbosondere,  da>ss  der  Iiitt  grahverth  gleich- 
zeitifj  mit  {x  —  x,,)  gH^^en  Null  cun vergilt  (d.  h.  zunücl»«t 
immer  unter  der  Voraussetzung,  dass  =  (^)  eine  ein- 
deutige Fuiution). 

Hat  die  Gleiebnng  })  =  (f  (^)  die  specielle  Form  rj  —  y^, 
wo  eine  Constante  bedeutet,  d.h.  reducirt  sich  die  Curre  C 
auf  eine  zur  X-Aze  parallele  Gerade,  so  folgt  ohne  Weiteres 
aus  der  Definition,  dass: 

(6)  fPii^i)'<i^=^fPi^'yo)'^^ 

wird.    Dagegen  ist  der  Fall,  ^tas^i  C  sich  auf  eine  Parallele 

zur  IT-Axe  reducirt,  in  der  ül>eii  grgeheneu  Detinitiou  uiebt 
enthalten.    Denkt  man  sich  jedoeii  als  Integratioiuscarve  C 


Digitized  by  Google 


Ä,  Pfingthemt  Ü^ter  den  Cnwht^when  ItüegnäioiM,  51 


zunächst  eine  beliebige  andere  Gerade  x^x^  so  lehrt  der 
Mittelwerthsatas  (5),  doss  der  betreffende  Integralvrerth  be- 
liebig klein  wird,  sobald  die  Neigung  der  Geraden  gegen 
die  F-Aze  der  Nnll  snstrebt,  und  man  wird  daher  der  bis- 
her gegebeneu  Detinition  noch  die  Gleichung: 

(7)  fP(i.v)'d(^0 

als  consequente  Erweiterong  hinsasufOgen  haben,  fftr  den 
Fall,  daas  die  Gonre  0  in  die  fragliche  Verticale  übergeht. 

Die  Gl,  (4)  kann  sodann  dazu  dienen,  um  <\im  vor- 
iiegenden  lntegrall)egritf  anf  solche  Kiille  auf^zudehnen,  in 
denen  t]  =  (p  ($)  eine  mehrdeutige  stetige  Function  von 
^  darstellt,  sofern  dieselbe  nur  der  Beschränkang  unterworfen 
wird,  dass  sich  das  Intervall  (XqX)  in  eine  endliche  Anzahl 
theil  weise  oder  gänzlich  sich  tiberdeckender  Intervalle  (x^x^)-" 
{Xi—i  Xi)*  "  (jXn^i  ^)*)  umformen  läsrt,  für  welche  dann  die 
Gl.  ij^q>{it)  ersetzt  werden  kann  durch  ein  Gleichungs- 
fiystem  vm  der  Form: 


i8a) 


wo  jetet  (I)  durchweg  eindeutige  Functionen  bedeuten. 
Hierbei  ist  noch  zulässig,  dass  ftlr  eine  endliche  Anzahl  Ton 

VVeitben  x\.  die  Variable  >y  in  der  Weise  unendHch  viel- 

.... 

deutip  wird,  das8  sie  bei  conj^tantem  ^'  =  eine  continuir- 
liehe  W  erthenreihe  i/,^  •  ■  ■  i/'^^  «liirchliiuft:  (j^eometrisch  ge- 
sprocheD,  dass  einzelne  Stücke  der  integrationscurve  C  aus 

Dabei  kann  also  intbMOttdere  Ar^.j  beliebig  oft  mit  ^'q.  desgl. 
a^l  mit  X  zusammenfallen. 
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aus  verticalen  Geraden  bestehen),  sodass  also  zu  den  Glei- 

chunojen  (8  a)  noch  eine  endliche  Anzahl  von  Beziehungen 
der  Form: 

(8b)  .V<V<y;.        für:  ^  =  x^ 

hinzutreten  würde. 

Eine  Function  /y  =  7  (^),  welche  deu  ebengenannten 
Bedingungen  genügt,  soll  in  Zukunft  nach  bekannten  Analogien 
als  abtheiluugs weise  eindeutig  bezeichnet  werden. 

Bedeutet  dann  wiederum  G  diejenige  Curve,  welche  der 
Gleichung  >/  =  9*  (|)  zugehört,  Cr  diejenigen  Theilcurven, 
welche  den  Beziehungen  (8a)  und  (8b)  entsprechen,  so  soll 
die  Definitionsgleichung  gelten: 

(0)  fp        V)  =  f\r  fp  (s^  V)  •  d  t 

sofern  als  Integrationsrichtung  für  die  einzelnen  Curven  Cy 
diejenige  festi^ehalten  wird,  welche  sich  bei  stetiger  Durch- 
laufung der  Gesammtcurve  C  in  dem  einmal  vorgeschriebenen 
Sinne  ergibt. 

Die  Gl.  (9)  kann  ferner  auch  zur  Definition  des  frag- 
lichen Integrals  dienen,  falls  die  bisher  auf  (C)  als  durch- 
weg stetig  angenommene  Function  P  tj)  iu  a;,,  •  •  •  a:« 
endliche  Unstetigkeiten  besitzt,  und  es  hat  keine  Schwierig- 
keit diese  Definition,  nach  genau  denselben  Principien,  wie 

X 

für  Integrale  der  Form  ff{$)'d^,  auf  den  Fall  auszudehnen, 

dass  jene  Stellen  a;,,  X^,  -  -  -  gewisse  unendliche  (sog.  unaus- 
gedehnte) Punktmengen  bilden:  hierauf  soll  indessen  nicht 
näher  eingegangen  werden,  da  eine  derartige  Betrachtung  mir 
keinerlei  besonderes  Interesse  zu  bieten  scheint.*) 

')  Auch  überp^ehe  ich  hier  den  Fall,  dasg  P  ($,  »;)  an  einzelnen 
Stellen  unendlich  gross  wird,  und  verweise  in  dieser  Hinsicht  auf 
die  allgemein  übliche  Behandlungsweise. 
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Ea  bedeute  nnn  ferner  ^  «  ^  (f/)  eine  för  das  Interrall 

t/Q<>/<lf  stetige  und  sclilechthin  oder  abtheilunpfs- 
weise  eindeutige  Functiun  von  iy,  Q{^,t))  eine  für  die 
eben  «genannten  Werthe  »/)  eindeutii^e  unrl  schlecht- 
hin oder  abtheilnn^^s weise  stetige  Function  von  (f,  v)i 
80  iät  aus  dem  zuvor  gesagten  Toliständig  klar,  was  unter 
einem  Integral  von  der  Form: 

zu  verstehen  ist.  falU  ö'  die  der  Gl.  =  (i^)  zugehörige 
Curve  bedeutet,  und  man  erkennt  ohne  Weiteres,  dass  dieses 
Integral  ganz  analogen  Gesetzen  gehorcht,  wie  das  unmittel- 
bar zuTor  betrachtete.   Insbesondere  wird: 

(10)  fQ(^,>i)-<i^]^fQ[x,,rj)d,i 

(CO  9» 

bezw.    fQ      ti)  •       =  0, 

falls  sich  die  Integrationscurve  C'  auf  die  zur  Y-Axe  parullele 
Gerade  l^^m  bezw.  auf  irgend  eine  Parallele  zur  X'Axe 
reducirt. 

Man  habe  nun  schliesslich  gleichzeitig: 

(sodass  also  yi  die  inverse  Function  yon  fp  —  vice  versa), 
wo  f'd),  V' (^)  bezeichneten  Umfange  durchweg 

stetige  und  schlechthin  oder  abtheilun;;rswei8e  ein- 
deutige Functionen   ihrer  Argumente  bedeuten.  Femer 

seien  P(5,  Q  ^j)  '''^<*i  f"**  sämmtliche  durch  die  Be- 
dingungen (11)  definirten  Wcrtheiiaare  {i,  *j)  eindeutipre 
und  schlechthin  oder  abtheilungsweise  stetige  Func- 
tionen von  (i,tf).    Alsdann  definiren  wir: 
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falls  C  die  durch  jede  der  beiden  Gleichungen  (U)  darge- 
stellte, jedesmal  in  demselben  Richtungssinne  zu  nehmende 
Gurre  bedeutet.    Dabei  lasst  sich  die  auf  die  Stetigkeit 

und  Eiiidentij?keit  der  beiden  Functionen  (p{^)  und  v' (v) 
bezügliche  \  uiaus^-etzaiig  leicht  so  uiut'önnen.  dass  schliess- 
lich nur  von  irgrend  einer  dieser  beiden  Functionen  darin 
die  Kede  ijst.  Damit  näinlich  die  im  Inttu  vaile  j  <  £  < 
eindeutige  und  stetige  Function  ;/  —  7,,  eine  im  Inter- 
valle y^-i  =  7  (^»,-1)  bis  y^,  —  (i  {x^)  eindeutige  und 
stetige  Unikehrnni?  besitze,  ist  offenbar  noth- 

wendig  und  hinreichend,  dass  j^=q>^{l^)  mit  wachsen- 
den Werihen  von  ^  monoton  zu-  oder  abnehme  —  vice 
versa.  Hiernach  Iftast  sich  aber  die  oben  ausgesprochene 
Bedingung  einfacher  folgendermassen  formuliren:  Es  moss 
eiue  der  beiden  Functionen  7  (£),  V' (v)  stetig,  endlich- 
vieldeutig  und  iibilie  1  i  uiigsweise  monoton  sein  —  wo- 
bei nach  dem  früher  Gesatyten  oder  |  für  eine  endliche 
Anzahl  endlicher  Intervalle  auch  constant  sein  darf. 

Wenn  in  Zukunft  von  einem  , beliebigen*  Integrations- 
wege die  Rede  ist,  so  soll  immer  ein  solcher  darunter  ver- 
standen werden,  welcher  die  eben  näher  bezeichneten  Eigen- 
schaften besitzt.  Dabei  sei  aber  auch  hier  wieder  ganz  aua- 
drQcklich  hervorgehoben,  dass  die  obigen  Bedingungen  wieder- 
um noch  keinerlei  Voraussetzung  bezQglich  der  Existenz  von 
ff  {^)  bezw.  V'  (^;)  invokiren.  Denn  es  gibt  tbatsächlich 
stetige  und  beständit;  nionutou  zu-  oder  jibnehniende 
Functionen  (also  auch  ohne  sog.  Invariahilitiits/ijyel .  dio 
nicht5dc:5toweiiiger  für  uiieiidlich  viele  J^telleti  jede-^  Inter- 
valles  (z.  B.  alle  rationalen)  entweder  unendlich  grosse 
oder  Uberhaupt  keine  bestimmten  Differentialquotienten  be- 
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sitoen.*)  Mir  scheint  dies  insofern  ?on  Interesse,  als  von 
der  Existenz  eines  zum  Mindesten  integrablen  Differential- 
qnotienten  90'  (|),  oder  genauer  gesagt  von  der  Integrabilit&t 

des  Ausdruckes  Y  \  ff  *"^  i$)  •  d  ^ ,  die  Existenz  einer  be- 
stimmten Botreiilän^o  der  Curve  in  d»Mn  [^ewoimlich  aceep- 
tirten  Sinne '■^)  aldiiinjji.  luid  sich  hierniich  die.  wie  icli  glanbp, 
ziemlich  vielfach  vcrl» leitete,  auf  der  üblichen  l^arameter- 
darstellang  der  Integrationscarve  beruhende  Annahme  als 
irrig  erweist,  dass  die  Kxistenz  eines  bestimmten  Werthes 
für  ein  Curv^enintegral  wesentlich  mit  derjenigen  einer 
bestiDimten  Bogenlänge  (Rectiücirbarkeit)  def  Integrations- 
cnrre  zusammenbange.  Wie  die  hier  angestellte  Betrachtung 
zeigt»  ist  die  Existenz  einer  bestimmten  Bogenl&nge  fSr  das 
Integral  völlig  belanglos.  Weiterhin  wird  sich  aber  auch 
noch  ergeben,  dass  in  Fällen,  wo  eine  solche  Bogenlänge 

existirt,  ihr  Werth  auf  denjenigen  des  Integrals  J^P-ä^-i-  Q-di) 

Oberhaupt  keinen  merklichen  Einfluss  ansQbt,  genauer  ge- 
sagt, dass  Curven  mit  angebbarer,  endlicher  Lftngedifferenz 
Integrale  liefern  können,  deren  Werthe  einander  beliebig 

nahe  kommen  (NB.  ohne  dass  über  jP  Q{^,i])  irgend- 

welche weitere  V'oraussetzung  gemacht  wird). 

')  «.  z.  B.  Cantor,  Condt-usution  dir  Sinj,'iiliiritü.ten.  Muth. 
Ann.  Bd.  19,  p.  591.  Ferner:  Dini,  Theorie  der  Functionen  etc., 
übern.  Ton  Lüroth-Schepp,  §  112*.  Ein  anderer  Typus  von  der- 
artigen FnaetiODen:  ebendaselbst  §  183. 

2)  cf.  Du  Bois- Keymond,  Erläuterungen  zu  den  Anfangs» 
grCtttdm  der  7iir.<Reehiinng.  Math.  Ana.  Bd.  16,  p.  285.  Bekannt- 
lich hat  Scheeffer  (Acta  nmth.  Bd.  6,  p.  60)  filr  den  Fall  der  Nicht- 

X 

ezlstens  von  J^Yä^^  +       eine  erweiterte  Definition  der  Bogen- 

iilnge  gegeben.  Doch  lassen  sich  dagej^en  Einwendungen  erhoben 
(cf.  Du  Boia-Reymond,  Acta  matb.  Bd.  6,  p.  167),  welche  bt«her  nicht 
widerlegt  worden  sind. 
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§  2.  Angenäherte  DarötelhioG^  eines  belieb  igen  Curven- 
integrals  durch  ein  sogenanntes  Treppenintegral. 

I^^ine  gebrochene,  beliebijt(  auf-  und  absteigende  Linie, 
deren  Stücke  den  ( •oordinüteimxen  wechselsweise  parallel 
laufen,  soll  im  Fol<^«'n(ie!i  srhlechtliin  als  eine  Treppe  niid, 
fallä  der  Endpunkt  mit  dem  Anfangspunkte  zusammentäilt, 
als  eine  geschlossene  Treppe  oder  als  ein  Treppen- 
polygon bezeichnet  werden.  Ein  Integral,  dessen  Integrationen 
weg  eine  solche  Treppe  Ist,  soll  dann  kurz  ein  Treppen- 
integral  heissen. 

Es  sei  nun  S  diejenige  Treppe,  welche  durch  die  Eck- 
punkte: 

(«0»yo)»  (^i«yo)»  -         {Xn-uym-l),  (Xn,yn-l)^ 

bestimmt  wird,  so  hat  man  mit  Benützung  der  Gleichungen  (0), 
(7),  (10)  offenbar: 


(13) 


V.. 


/« (f.  9)  •  .y  =  ^»  fQ  {x„ ,))  ■  d 


Es  soll  nun  gezeigt  werden,  dass  sich  jedes  Curven- 
integral  mit  beliebig  vorzuschreibender  Annäherung 
durch  ein  solches  Treppenintegral  ersetzen  lässt, 
sobald  sich  die  Stetigkeit  von  /y),  Q  (^i  17)  noch  auf 

eine  gewisse  Nachbarschaft  der  lotegrationscurve  erstreckt. 

Ich  nehme  als  Integrationscnrve  C  zunächst  eine  von 
bis  X  monoton  Terlaufende,  etwa,  um  die  Anschauung 
zu  fixiren,  beständig  aufsteigende  Gurre.  Ferner  sei 
P  //)  eine  eindeutige  und  stetige  Function  von  ff,  if) 
nicht  nur  iiuf  der  Curve  C.  sondern  noch  für  ein  L'^ewi»es 
benachbartes  Gebiet  zum  Mindesten  auf  einer  »Seite  der 
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Gurre  %,  B.  der  rechten:  dieses  Gebiet  mag  bei  x^^hezw,  x 
durch  ein  gerades  Linienstfick  parallel  zur  X-  bezw.  F-Axe, 

im  üebrigen  seitlich  durch  eine  beliebige  Carre  begrenzt 

aeiii,  und  zwar  sollen  diese  Grenzen  mit  zum  Stetigkeits- 
bereiche  von  P(^, //)  gehüren.  Alsdann  ist  mich  einem  be- 
kannten i^atze  P(£,  für  das  detinirte  Gebiet  gleu  hmii:>>ig 
stetige  d.  h.  nach  Vorgabe  einer  beliebig  kleinen  positiven 
Gröese  o  lässt  sich  eine  positive  Grösse  d  so  bestimmen,  dass: 

(14)  |P(r,i?')-P«,i;)|<0   för:  [|\~^^jj<d, 

sofern  (i^,  . '/ '  fraglichen  Gebiete  einschliesslich 

seiner  Grenzen  angehören. 

Man  theile  nun  das  Tntervall  (Xq  x)  durch  Einschaltung 
der  Theilpunkte  jyt*^  •  •  •  «l'»-*^  in  irgendwelche  Tbeil- 
interralle,  deren  L&nge  dnrchw^  <  d  sein  soll.  Es  seien 
femer  y^'^\  •  •  •  y(*-'>  die  zugehörigen ,  auf  der  F-Axe 
▼erzeichneten  Ourvenordinaten.  Sind  dann  unter  den  Inter- 
Tallen  (^z^*"'* yl**)  solche  vorhanden,  deren  Ijänge —  //^***^ 
<  <5,  so  kann  man  durch  weitere  Theilung  erzielen,  dass 
schliesslich  nur  Intervalle  <C  ö  vorhanden  sind.  Die  auf 
diese  Weise  zum  Vorschein  kommenden  y- Werth e  (d.  h.  die 
früheren  jfi^  und  die  etwa  noch  eingeschalteten)  mögen,  der 
Grösse  nach  geordnet,  bezeichnet  werden  mit: 

und  die  zugehörigen  Curvenabscissen  (unter  denen  also  die 
ursprünglichen  x^''^  mit  enthalten  sind)  seien: 

Alsdann  denke  man  sich  diejenige  Treppe  construirt, 
welche  durch  die  Funkte: 

(«oiyJ»  C-^iii/Ji  (^v^ih  "  (.^H-ii       (a^ii/n-iX  (^»y> 
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besti.imit  wird,  und  bezeichne  die  Theilcurven,  in  welche  C 
durch  die  Punkte  (x.,  y^)  (v  =  1, 2, .  - .  (n  —  1))  zerlegt  wird, 
alle  in  der  Eichiuing  der  wachsenden  |  gerechnet,  mit 
^i»  ^'fi  •  •  •  Cn* 

Man  bat  nun: 

n 

(^'B.  ap„  =5  x) 

wo: 

X^^l  <^$y<  X$f  S y<" 

Andererseits  ergibt  sich: 


(NB.  4f»  =  a?) 

wo: 

Hieraus  folgt  zunächst: 

1 

und  da  offenbar: 

I  f}y  —  yr-i  I         —  yy^}  <  d 

so  findet  man  «chiiesslich  mit  Berücksichtigung  von  Ungl.  (14): 
(15)  fP'd$-fP'd$\<a.(x^x^), 
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Gans  analojir  ergibt  sieh: 

(16)  i/e-<ii?-J  «-«^vKoCy-yo) 

uud  aus  der  Zu8ainmenfas.sung  beider  Resultate: 

\f(P.d^-{-Q-d,j)-f{P'd$+Q-(hi)\ 

(17)  (C) 

Da  aber  jeder  beliebige  Integrationsweg  in  eine  endliche 
Anzahl  solcher  Onrven  C  zerlegt  werden  kann,  eo  folgt 
schliesslich  ganz  allgemein  die  Richtigkeit  des  oben  ausge- 
sprochenen Satzes.^) 

Das  vorstellende  Kesultat  wurde  zwar  hier  wesentlich 
deashalb  abgeleitet,  weil  dasselbe  gesttitipt,  den  eigentlichen 
Beweis  des  Cauchj^scben  Satzes  auf  ein  Rechteck  zu  be- 
schränken. Dasselbe  kann  indessen  auch  dazn  dienen,  um 
die  am  Schiasse  des  vorigen  Paragraphen  gemachte  Be- 

1}  Der  analytische  Begriff  des  ..TreppeniDicgraln*  und  die  eben 
bewieeoie  BesiehaBK  swischen  belieUgen  CorroiintegraleB  and  eolchen 
Treppenintegfalen  iet  natQrlicb  Tdllig  Qaabhftngiif  von  der  hier  ledig- 
lich der  gröaaeren  Anechanliehkeit  halber  und  namentlich  mit  Rflck- 

sicht  auf  die  Qblicbe  Dantellang  einer  complexen  VariaMr^n  ge- 
wählten Auffassung  von  |  und  fj  als  rechtwinkligen  Coordinatea 
eines  Punkte«.  Ein  Treppeointegral  ist  lediglich  eine  Snmme  von 

Quadraturen  der  Form  jP{i^y)dSt  f  Q  i-'^*      *l»  wobei  im  ersten 

Integral  y  =^  yy_  ^  hf/.w.  =  yy,  im  zweiten  .r  =^  Xy  bezw,  —  r,,_j  zu 
setzen  ist.  Und  der  obige  Satz,  ?on  jeder  geometrischen  Vorätellang 

losgelöst,  besagt,  dass  ein  Integtal  der  Form  JP 'd^  -\-  Q  -  d  tj ,  wo 

zwischen  c  und  ry  eine  Beziehung  von  den  näher  detinirten  Eigen- 
schaften besteht,  stets  mit  beliebiger  Annäherung  durch  eine  endliche 
Ansahl  eolcher  Quadraturen  ersetzt  werden  kann. 
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merkung  in  sehr  einfacher  und  anacbaolicher  Weise  zu  er- 
läutern. 

Nimmt  man  nämlich  als  IntegrationscarTe  C  eine  die 
Pankte  und  x  yerbindende  Gerade,  deren  Länge  also  den 
Werth  V  (x  —  Jt:„)*  i  [  ij  —  j/o)*  besitzt,  so  kann  man  nach 
dem  eben  Gesagten  das  betreifende  Integral  mit  beliebi«4».'r 
Annäherung  durch  ein  solches  über  eine  Treppe  ersetzen, 
welche  oftciibar  rli«*  unveränderliche  Länge  \x  —  a;^'  -|-  */  —  J/q  ' 
besitzt,  wie  klein  man  auch  die  Abstände  ihrer  Eckpunkte 
wählen  mag.  Mit  anderen  W orten :  Bei  unbegrenzter 
Verkleinerung  der  Treppenstufen  convergirt  der  Werth 
des  Treppenintegrals  genau  gegen  denjenigen  des  gerad- 
linigen Integrals,  obschon  die  beiden  Integrationswege  die 
unTeranderliche  Längendifferens   \  x  —     |  +  \  V  —  ffo  I 

§  8.  An&tellimg  einer  nothwendigen  Bedingung  fttr 

die  Unabhängigkeit  des  Integrals  C {P  •  di     Q  •  d 

vom  Integrationswege. 

Es  seien  P  (x,  u),  Q  (x,  t/),      ,  .  -  innerhalb  eines  ge- 

d  y    d  X 

wissen  (ein-  oder  mehrfach)  zasammenliäiigenden  Gebietes  T 
eindeutige  und  im  Allgemeinen  stetige  Functionen  tod 
(9^y).    Alsdann  gilt  der  Satz: 

■r.ft 

Soll  das  Integral  J  P*di     Q-dtj)  erstreckt  über 

eine  beliebige  innerhalb  T  vorlaufende  Curve  einen 
lediglich  von  den  Grenzen,  aber  nicht  vom  Inte- 
grationswege abhängi}^i  !i .  I)e>tiunnten  Werth  be- 
sitzen, so  muss  für  je«le  St. "De  {x\y')  \\\  deren  Um- 
gebung die  oben  genannten  Functionen  stetig  sind, 
die  Beziehung  bestehen: 
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Beweis.  Soll  das  fragliche  Integral  vom  iutegrations- 
wege  tmabhäogig  sein,  so  miiss  offenbar  jedes  über  eine  ein- 
facb  geschloesene,  innerhalb  T  verlaufende  Linie  erstreckte 
Integral  J*(P*äi  +  Q^dtj)  verscb winden. 

Sei  nun  (Xy  y')  ein  beliebiger  Punkt  innerhalb  T  Ton 
der  Beschaffenheit,  dass  die  Tier  genannten  Functionen  ftlr 
eine  gt- wisse  Um^ebunjx  derselben  stetig  sind.  Alsdann  denke 
man  sich  parallel  /.u  den  Cooniinatenuxen  ein  Rechteck  R 
construirt,  welches  einschliesslich  sfiner  ]ip</rt'iizuni;  (R)  noch 
in  die  betreffende  Umgebung  des  Punktes  {x\y')  hineinfällt 
und  diesen  selbst  im  Innern  enthält.  Bezeichnet  man  so- 
dann irgend  einen  Eckpunkt  (etwa  den  linken  unteren)  von 
JR  mit  (070,^0),  dagegen  mit  {x^y)  jeden  beliebigen  Punkt 
im  Innern  (einschliesslich  des  Punktes  (x\  y'))  und  mit  r  jedes 
durch  die  Punkte  (xq,  i/q)  (x,  ?/)  bestimmte,  zu  den  Goordinateu" 
axen  parallele  Rechteck,  so  muss  offenbar  die  Bessiehung 
stattfinden : 

f{P{^.fi)'di+Q(^,fl)'dfi}^0 
d.  h.  man  hat  fQr  alle  Warthe  (x^  y)  des  genannten  Gebietes: 

«•  MS 

oder  anders  geschrieben: 

(18)  W,{x,ij)  =  W^(x,y) 
wenn  gesetet  wird: 

(19)  W,  («, ;/)  -  j  >  (l  yo)  •  <^  ^  +  J  «  («1 V)  •  '/ 
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(20)  W,  {X,  t^)  =  j"  g  •  t/  u  -\'  S       y)  '  ^ 

1h  «• 


Aus  Gl.  (19)  folgt  sodaoQ  durch  Differentiation  nach  y. 
(21) 


3  W 


und  aus  Gl.  (20)  mit  Berlicksichtigung  von  GL  (18)  durch 
DifferentiatiüD  nach  x: 


(22) 


nnd  hientos  durch  weitere  Differentiation: 

a  ldW.\  9Q 


(28) 


d  x^  d  y  I        d  X 

Da  aber  die  Gleichungen  (21)— (23)  lehren,  dass  mit 

^  i-^.y)»  Q  i^^y).  ^  ,  ~  auch      »,  — *,      I  — n 

dij    dx  dx     dy  dif\dx/ 

Yx\  d^)  ^^^^^         ^  Beziehung: 

d  y\  d  X  )  ~  dx\  d  y  ) 

und  mau  liudet  somit  nach  Gl,  (23): 

(24)  ^^«1? 

ffir  alle  Werthe  (x^y)  im  Innern  des  Rechteckes  J2,  ins- 
besondere also  (Vir  x^x\  y=^y  —  womit  der  oben  aus- 
gesprochene Sat«  bewiesen  int. 
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§  4.   Der  Cauchy'sche  Satz. 

9  P  d  ü 

Hauptsatz.   Sind  P{x,y)^  Q{^^y)^  ^  i  inner- 

halb  eines  gewissen  (ein- odermehrfacli)  zusammen- 
hängenden  Gebietes  T  durchweg  eindeutige,  end- 
liche und  stetige  Functionen  Ton(a;,  j/V)  welche  der 
Bedingung  genügen: 

d  P     d  0 

d  y  dx 

90  verseil  windet  das  Integral  ^  iP  -  d  ^  -j-  Q  ' '0 
streckt  über  die  vollständige  Bi.'<^r«'ir/ji ug  je(los  in- 
nerhalb T  liegenden  zusammenhängeudeu  Flächen- 
stückes.   L'nd  es  ist  fiP'd^-^-Q'dt^)  für  alle  inner- 

halb  eines  einfach  susammenhängenden  Gebiets- 
theiles  von  T  Terlaufenden  Integrationswege  eine 
eindeutige  und  stetige  Function  W(x^y)  mit  den 
partiellen  Differentialquotienten: 

Beweis.  Zunächst  läsbtsich  zeigen,  d'Asm  j \P-iU-}-Q'd7}) 
erstreckt  über  die  Begrenzung  eines  vollständig  innerhalb  T 
liegenden  Rechtecks  R  den  Werth  Null  hat. 

Es  seien  {x^y^),  («i,yo>»  i^vPt)^  i^o- !h)  ^'^^  Eckpunkte 
von  («tjf)  irgend  einer  und  jeder  beliebige  Punkt  im 
Innern  oder  auf  der  Begrenzung  von  JZ.  Alsdann 
definire  ich  fdr  dieses  Gebiet  R  zwei  Functionen       {x,  y). 


1)  E0  nnd  «omit  die  genannten  Functionen  gleich rnftssig 
stetig  im  Innern  und  auf  der  Begrenzung  jedes  inuerbalb  T  liegen- 
den Gebiete^)  T\  wobei  uiiin  die  Begrensung  von  T  derjenigen  von 
J  beliebig  nahe  bringen  kann. 
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IKg  (^1  y)        diejenigen  besonderen  Wertbe  des  Integrals 

^  {P  •  d  i -j;-  Q  •  d  tj)^  welche  sich  ergeben,   wenn  uiau  ein- 

mal  auf  den  Schenkeln  des  rechten  Winkels  Aber  y^), 
das  andere  Mal  über  {sß^fP)  bis  {x^y)  integrirt,  also: 

(25J  ' 


*  .'/o  «I» 


Es  sind  liiernsich  TF,  (a:,  y),  (x*,  //)  für  das  betreffende 
Gebiet  eindeutig  detinirte,  lediglich  von  (x^y)  abhängende 
Functionen,  und  zwar  hat  man  offenbar  insb^ndere: 

(26)  "',(a^oti/o)=  "^(■^o»i^o)=-Ö. 

Man  erkennt  ferner  leicht,  dass  W^(Xty%  Wf{x^y)  stetige 
Functionen  der  beiden  Variablen  (x,  y)  sind.  Bezeichnet  man 
mit  h^h  zwei  beliebige  (positive  oder  negatiTe)  Incremente 

von  x,y  (  wobei  die  Stelle  (X'\-h,  x -\- k)  auch  eventuell 

ausserhalb  von  J{  fallen  kann,  in  welchem  FuHe  h,k  von 
vuniherein  so  klein  aiizmit'hm<>n  sind,  dass  da>  duiih  dse 
vior  Eck|Minkt..':  ix^.  y^).  i.i:-\-h.  //j.  (.r  +  Ä,  y-{-k).  i  ^Q^y-i-k) 
deüuirte  liecbteck  noch  innerhalb  T  liegt),  so  wird: 

ff» 

nnd  daher: 

W^i  («  +  A.  y  +  /f)  -  IV,  (X,  y)  «Tp     y,) .  d  ^ 
=  A  .  P  (jc  +  ,^ . Ä,  y,)  H-  * .  ^  (X  +  Ä.  y  +  *) 
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wo;        y  —    und     ^\  d"  ia  den  Grenzen  0  •  •  •  1  liegen. 
Da  die  Stellen: 

(0?  +  ^'K  y«).     4-  Ä,  jf  +  />'  Ä:),  («  +  Ä,  yo  + 

sämmüich  dem  Gebiete  X  angehören,  so  können  die  beiden 
ersten  Glieder  der  rechten  Seite  w^en  der  Endlichkeit 
Ton  P  (|>  17),  Q  (i,  17),  das  dritte  wegen  der  Stetigkeit  Yon 
Q  Tj)  durch  Wahl  einer  oberen  Grenze  fdr  h  nnd  h  be- 
liebig klein  gemacht  werden,  womit  die  Stetigkeit  von  VT,  (x^y) 
in  dein  behaupteten  Umfange  erwiesen  ist.  Ganz  analog  er- 
kennt mau  aber  auch  die  iStetigkeit  von       (2;,  y). 

Ferner  ergibt  sich  durch  Differentiation  von  Gl.  (25  a) 
nach  y  und  Gl.  (25  b)  nach  x  unmittelbar: 

(27)  V^'^VC^J/).  9^--P(*.f) 

und  sodann  aus  (25  a)  durch  Differentiation  nach  x  sunächst: 

In  Folge  der  «^leichmässigen  btetigkeit  von  Q  (x,  ly)  als 
Function  der  beiden  Veränderlichen  (x^  rj)  darf  man  im 
letzten  Gliede  die  Reihenfolge  der  Differentiation  und  Inte* 
gration  Yertauschen  und  erhält  daher  mit  Bedlcksichtigung 
der  nach  Voraussetzung  bestehenden  Beziehung  (24): 

o  cX 
im.  MaUk-^jr«.  OL  1.  6 
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und  somit: 

(28  a)  ^  = 

Analog  ergibt  sich: 

(28  b)  i^'^Q(.',y)- 

Die  Gleichungen  (27),  (28)  lehren  also,  dass  filr  alle 
{x^y%  welche  dem  Innern  oder  der  Begrenznng  yon  It  an- 
geboren, die  Besiehungen  bestehen: 

(29)  sw'.^^^.     3jK,_  arr, 

dx      dx         dp  dy 

und  es  können  daher  die  für  das  nämliche  Werthegebiet  als 
stetig  erkannten  Functionen  ]\\  (x^  //),  (x,  p)  nach  einem 
bekannten  Satze  höchstens  um  eine  additive  Constante  ver- 
schieüen  sein,  welche  aber  offenbar  den  Werth  Null  haben 
nui?s,  da  nach  Gl.  (26)  (a^o,  y^)  =  («q,  y^)  ist.  Man 
üadet  somit  schliesslich  insbesondere: 

(30)  ^,(^n3^i)  =  H^,(^r*/i) 

d.  h.  das  Integra!  }  (P-di     Q-dri)  erstreckt  über  je  ein 

Paar  anatossender  Uechteckjseiten  hat.  den  gleichen  Werth, 
oder  anders  ausgesprochen:  Das  Integral,  continuirlich  er- 
streckt über  die  Begrenzung  des  liechtecks,  hat  den  Werth  Null. 

Angenommen  nun,  man  habe  ein  innerhalb  T  liegendes, 
Ton  einem  oder  mehreren  Treppenpolygonen  ToUtsandig  be- 
grenztes snsaramenhängendes  Flächenstück  so  iSsst  sich 
ein  solches  stets  mit  Hülfe  einer  endlichen  Anzahl  von 
Parallelen  zu  den  Ooordinatenaxen  in  eine  endliche  Anzahl 
von  Rechtecken  ri#  (r  =  1 ,  2,  •  •  •  »)  zerlegen,  deren  Begren- 
zung theils  von  den  einzelnen  Stücken  der  ursprünglichen 
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Treppenbegrenzung,  theib  TOn  Stücken  jener  HQl&linieii 
gebildet  wird,  und  zwar  gehört  jedes  Stfick  der  ursprüng- 
lichen  Begrenzung  nur  einem  einzigen  (ry),  dagegen  jedes 
Stück  einer  Hfllislinie  stete  zwei  benachbarten  {rp)  gleich- 
zeitig an.   Jüan  hat  nun  zunächst: 

(31)  T.ySiPd^-\-Q<hi)  =  0 

liry) 

da  jedf's  oinzelue  dieser  liechtecksintej^rale  vpr-^cli  windet. 
Führt  iiian  hierbei  alle  Integrationen  in  demselben  JSinue  aus, 
etwa  dem  soi^.  positiven,  wo  also  die  Fläche  jedes  einzelnen 
bei  der  Integration  über  den  Umfang  zur  Linken  bleibt, 
80  wird  offenbar  fiber  jedes  Stück  einer  Hül&Unie  genau 
zweimal  und  zwar  in  entgegengesetzter  Richtung  inte- 
grirt:  es  beben  sich  also  die  betreffenden  Integralbestand- 
theile  Tollstandig  heraus,  während  nur  die  auf  die  Stücke 
der  ursprünglichen  Begrenzung  (S)  bezüglichen  Integrale 
mit  einer  bestimmten,  eindeutig  vorgeschriebenen  Integrations- 
richtung zurückbleiben.  Dur<  Ii  Addition  dieser  Theilintegrale 
geht  dann  Gl.  (,31)  in  die  folgende  über: 

(32)  +  Qrfi?)  =  0 

(») 

wobei  offenbar  die  Integration  in  dem  Falle,  dass  {8)  aus 
mehreren  Treppenpolygonen  besteht,  über  das  äussere 
Poljgon  in  der  schlechthin  als  positiv  geltenden  (d.  h.  in 
der  Richtung  der  wachsenden  Winkel  fortschreitenden).  Über 
jedes  innere  Polygon  in  der  entgegengesetzten  Richtung 
auszufiihren  ist. 

Hat  man  schliesslich  ein  dem  Qebiete  T  angehöriges, 
von  einer  oder  mehreren  Randcurven  vollständig  begrenztes, 
zusammenhängendes  Fläeheuötück  T'.  so  kann  mau  diesen 
Handeurven  zunächst  nach  §  2  eine  entsprechende  Anzahl 
von  Treppenpolygonen  mit  der  Gesammtbegrenzung  (S)  zu- 
ordnen, dergestalt,  dass  die  Differenz: 

6* 
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beliebig  klein  wird.  Und  da  das  zweite  Integral  den 
Wertb  Null  hat,  das  erste  aber  einen  bestimmten  Werth 

haben  muss,  so  folgt,  dass  auch: 

(33)  S{P'di^Q'dfi)^0 
sein  muss. 

Bedeutet  sodann  U  irgend  ein  einfach  zusammen- 
hängendes in  T  liegendes  FlSfCbenstQck,  and  sind  (x^y^)^ 
(x^,  zwei  beliebige  Pnnkte  in  CT,  so  werden  irgend  zwei 
innerhalb  U  zwischen  {Xq,  y^)  und  (ojp  f/,  )  verlaufende  Carmen 

C  und  (j  \  die  sich  weder  selbst  noch  gegenseitig  sclmeiden, 
einen  Flächentbeil  von  U  vollständig  begrf»nzon,  sodass  abo 
das  betreffende  Integral  über  diese  Btigrcir/ung  verschwindet. 
Man  erhält  somit,  wenn  man  als  Integrationsrichtung  auf 
C  und  C'  die  von  ijs^y^  nach  {x^y)  festhält: 

(34)  J  {P'd$  -f  Q'dri)      J  {^V'd^  4-  Q  d^y 
(CD  (C) 

Dieftis  Iit'.>iilt;it  wird  aber  offenbar  durch  das  Auftreten 
etwaiger  Doppelpunkte  bei  C  und  C'  in  keiner  Weise 
alterirt,  da  die  Integrale  über  die  auf  diese  Weise  entstehen- 
den Schleifen  nach  Gl.  (33)  jedesmal  verschwinden. 

Wenn  endlich  die  Gurren  0  und  0'  sich  auch  gegen- 
seitig schneiden,  sodass  sie  also  mehrere  nur  in  diesen 
Schnittpunkten  zusammenstossende  Flächentheile  YoUstftndig 
begrenzen,  so  werden  zunächst  die  Integrale  über  die  be- 
treffenden Kinzelbegrenzungen  verschwinden  müssen.  Wählt 
man  daher  die  einzelnen  Integrationsrichtungen  in  der  Weise, 
dass  {\})*'v  die  Theile  der  Curve  C  jedesmal  in  der  Richtung 
(^0'  3^0)  '  •  ■  1-^'  y)'>  ^^^^^  diejenigeu  von  C  in  entgegengesetzter 
Richtung  integrirt  wird,  so  ergibt  sicli  durch  Addition  der 
betreffenden  Theilintegrale  und  schliessUche  Umkehrang  der 
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Int€t»:ration.srichtang  fftr  alle  auf  Stücke  von  C'  zu  erstrecken- 
den Integrale  wiederam  die  Richtigkeit  der  Beziehung  (34). 

Hieraus  folgt  aber,  daas  das  Integral  }  (l*  di-\-Q'dtj) 

innerhalb  des  Gebietes  U  einen  vom  Iniegratioiiswege  un- 
abhängigen, eindeutig  bestimmten  Werth  besitzt,  sodass  also 
in  diesem  Gebiete: 

(35)  W(a:,y)  =  'fiF-d^  -j-  (^-dtj) 

bei  variablem  (x^  y)  und  coustantem  (Xq,  i/q)  eine  eindeüti}i:e 
Function  von  {x,  y)  darstellt.  Bildet  man  sodann  unter  der 
Voraussetzung,  da.<is  die  Stelle  x-^-h^  V  '\~^)  gleichMls  dem 
Gebiete  ü  angehört: 

80  kann  man  ohne  Beschränkung  der  Allgemeinheit  den 
Integrationsweg  dieses  Integrals  Ober  (o;,  y)  führen  und  erhält 
also  durch  Snbtraction: 

und  da  man  auch  diesem  Integrale  ohne  Beschränkung  der 
Allgemeinheit  einen  speci eilen  Integrationsweg  zutheilen 
kann,  nftmlich  die  Horizontale  von  {x,y)  bis  (x-\-h,  y),  dann 
die  Vertieale  von  (x -j-  h.  y)  bis  (.r  h.  y~\-k)  (wobei  nur  Ä,  k 
von  vornherein  so  klein  anzunehmen  sind,  dass  dieser  Weg 
noch  dem  Gebiete  U  angehört),  so  folgt: 

Pii.yydx  +  SQi^-i-^^^ydv 

=  Ä.P(a;  +  t^Ä,f/)  -I-  k-Q{x-i-h,v-\-^'^) 
d.  h.  W(jK^  jf)  ist  eine  stetige  Function  von  («,  y). 
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Ans  der  letzten  Gleichung  ergibt  sich  dann  speciell  Ar 
&  ~  0,  bezw.  /c  =  0 : 

und  hieraus  durch  Lebergang  zur  Grenze  ä  — 0,  bezw.  Ac=0: 

(37)      |^  =  P(»,.v)      3-  =  «(-,y)- 

Hiemil;  ia(  aber  der  ausgesprooheEe  Säte  in  allen  Theilen 
bewiesen. 

Zusätze.    1)  Der  Sats  erleidet  keine  A.enderang,  wenn 

die  ursprünglich  als  ausnahmslos  vorausgesetzte  Stetigkeit 

d  P   d  Q  — 
▼on  P,       ^   .  —  gewisse  Unterbrechungen  erleidet  oder 

^  j>     ^  (j 

die  Relation       =  ^  nicht  durchgBngig  erfüllt  ist.  Man 

zeigt  dies  in  der  bekannten  Weise,  indem  man  die  Ausuahuie- 

9  p 

stellen,  die  för  P,  Q  nur  in  einzelnen  Punkten,  für  - — * 

r —  (d.  h.  sowohl  hinsichtlich  der  Stetigkeit  dieser  beiden 

9P     3  0  \ 

Functionen,  ab  auch  in  Bezug  auf  die  Ration:  -z—  ^  ) 

d  tf       d  X' 

auch  in  einzelnen  Linien  bestehen  dürfen,  zuachst  durch 
V)e}iebig  nahe  anzuschmiegende,  zur  Gesammtbegrenzung  Yon 
T'  hinzQznftlgende  Ourven  ausschlieest  und  sodann  nach- 
weist, daas  die  Integrale  Uber  jede  dieser  Gurren  beliebig 
klein  gemacht  weiden  können,  also  das  Gesammtresuliat 
nicht  alteriren.*) 

^)  Dar  auf  der  Redaction  des  Doppeliategrali 


c  Ci  d  r    -  '>\ 


beruhende  Beweis  gestattet  freilieh  in  Besag  auf       ^~  too 
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2)  Eistrackt  sich  die  gleich  massige  Stetigkeit  von  Q 
mit  erentnellem  AiisBcblnss  einzelner  Pnnkte  aach  noch  aaf 
die  Begrensnng  von  2*,  00  Tenchwindet  das  Int^al 

J*  (P  d^-\-  Q-dt])^  aacb  wenn  man  ee  über  die  Begrenzung  {T') 
erstreckt.  Man  erkennt  dies,  indem  man  zonSehst  ein  Treppen^ 
polygoii  {iS)  construirt  denkt,  dessen  Ecken  alnvechselnd  nuf 
der  Begrenzung  und  im  Innern  von  T  liegen,  und  sodann 
durch  Verbindiinor  der  freien  Eckpunkte  ein  gewöhnliches 
offenbar  ganz  innerhalb  T  liegendes  Polygon  (P)  her- 
stellt. Bei  hinlänglicher  Verkleinerung  der  Treppenstufen 
nnterscbeidet  sich  dann  das  Treppenintegral  über  (5)  beliebig 
wenig  Ton  den  beiden  Integralen  über  (2^  und  (P),  also 
kann  anch  die  Differenz  der  beiden  letzteren  Integrale  be- 
liebig klein  gemacht  werden.  Und  da  das  Integral  Über  (P) 
yerschwindetf  dasjenige  über  (T)  jedenfalls  einen  bestimmten 
Werth  haben  mnss,  so  folgt,  dass  dieser  Werth  gleichfalk 
Null  sein  muss. 


herein  sine  etwas  aUgemetaere  FoituDg  der  betreffenden  Bedingoagen, 
ineofern  ÜBr  die  OOlttgkeit  des  Satses  nicht  die  Stetigkeit,  Bondem 

nur  die  Integrabilität  von  ^'r        genau  gesagt  die  eindeutige 

Existenz  von  ^  j  ^  j  dy,  |  ^  ^dxdy  in  Frage  kommt.  Die 
genauere  Feststellung  der  hiefür  noch  zulässigen  Unstetigkeiteu  von 

dP  d  p 

fUkhrt  indessen  auf  Betrachtnagen,  mit  deten  Hfilfe  man 

ebensogut  auch  den  hier  gegebenen  Beweis  in  analoger  Weise  Ter- 
allgemeinem  kOante.  In  der  That  braucht  ja  die  Bediagang 

keineawegs  für  ein  f^ewisj<eR  Ge>>iet  H  als  ausnahnisios  erfüllt  voraus- 
gesetTit  werdon,  um  daraus  die  Uebereinätimmung  der  beiden  stetigen 
Functionen  »/),  Wiix,y)  (bis  auf  eine  additive  Constante)  TO 

erscbliessen.  Ich  gehe  indessen  auf  derartige  Teiallgemeineraagen 
hier  nieht  ein,  da  mir  dieselben  fBr  die  Theorie  der  Functionen 
complexer  Yariablea  keine  sonderliohe  Bedentnng  su  besitsen  soheinen« 
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3)  Kennt  man  eine  innerlialb  ir^:end  eines  einfach  /ii- 
sauimeii hängenden  Flächenstückes  U  von  T  eindeutige  und 
stetige  Function  F  y)  mit  den  partiellen  Differentiftl- 
qnotientea: 

SO  muss  offenbar  für  jeden  innerhalb  ü  verlaufenden  lote- 
grationsweg  die  Be2siehang  beetehen: 

da  das  reclitsstehende  Integral  mit  F{x^y)  innerhalb  U  <)ie 

Stetigkeit  und  die  j)artiellen  Difterentialquotienten  P  (a;, 
gemein  \\at.   Da  aber  da»  Integral  für  x     Xq^  y  — 
verschwindet,  so  folgt: 

also  schliesslich: 


Digitized  by  Gc3 


73 


Sitzung  vom  9.  Februar  1885. 

1.  Herr  KäRL  GöBEL  hält  einen  Vortrug:  ^lieber 
directe  Anpassung."  Wird  an  einem  anderen  Orte  ver- 
öffentlicht. 

2.  Herr  Nikolaus  HOdinger  spricht;  »Ueber  Leuco- 
cyienwanderung  in  den  Schleim  bauten  des  Darm- 
kanales.* 

3.  Herr  Alvskd  PsiNGSHEftt  macht  eine  Mittheitnn^: 

»Ueber  die  Entwickelun^  eindeutiger  aualy tischer 
Functionen  in  Potenzreihen. " 

4.  Herr  VValtee  Dyck  legt  zwei  Abhandlungen  vor: 
Eine  von  dem  correspondirenden  Mitgliede  der  Classe  Herrn 
Max  Notber  in  Erlangen:  ^Die  7-Sy8teme  von  Kegel- 
schnitten, welche  dnrch  die  Bertthrnngspnnkte  der 
Doppeltangenten  einer  ebenen  Curye  vierter  Ord- 
nung geben* ; 

und  eine  weitere  von  Herrn  Eduard  y.  Weber  in 
München:  «Ueber  simultane  partielle  Differential- 
gleichungen 11.0.  niif.  drei  Variabein.* 

5.  Herr  VV.  v.  Öümbkl  überreicht  eine  Abhandlung  des 
auswärtigen  Mitgliedes  der  Classe  F.  v.  Sandberger  in 
Würzburg:  ,üel)er  Blei-  und  Fahlerzgänge  in  der 
Gegend  von  Weiimfinster  und  üunkel  in  Kassau/ 
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üeber  die  Entwickelung  eindeutiger  analytischer 
Functionen  in  Fotenzreiken. 

Begrflodet  man  die  Theorie  der  Fnnctionen  einer  com- 

plexen  VerSnderlichen  auf  die  Cauchy'sche  Definition  der 
monogenen  Functionen  und  ihrer  Integrale,  so  ergibt 
sich  die  Entwiekell)urkeit  einer  für  0<\x  <iR  bezw.  für 
IiQ<Z  x\<iM  eindeutigen  und  monogenen  Functionen 
nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  x  (der  , Cauchy'sche* 
Öatsi),  bezw.  nach  positiven  und  negativen  ganzen  Po- 
tenzen YOn  X  (der  ,  Lauren  tische*  Satz)  sowie  der  wahre 
Convergenz-  und  Geltungsbereioh  der  betreffenden  Ent- 
wickelnngen  ganz  unmittelbar  ans  den  bekannten  Gaachy- 
sehen  IntegralsStzen.  Weeentlich  anders  liegt  die  Sache,  wenn 
man  die  Eigenschaften  der  im  Sinne  des  Herrn  Weierstrass 
analytischen  und  monogenen,  d.  h.  durch  ein  »Func^ 

tiouenelement"  von  der  Form        a„  •  jx — und  dessen 

0 

analytische  Fortsetzunt^en  definirten  Functionen  auf  elemen- 
tarem Wege,  also  insbesondere  ohne  Auwendung  der  com- 
plexen  Integration  ableiten  will.  Gestaltet  sich  hier  schon 
die  Fesiijtellung  des  wahren  Convergeuzbezirkes  für  die 

PC 

Bntwickelung  {x^x^^  einer  innerhalb  eines  einfach 

0 
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zusammenhängeiHleii ,  die  Stelle  enthaltenden  Gebietes 
eindeutij^en  und  analytischen  Fuiirtion  ziemlich  um.^tändlich,*^) 
80  bietet  die  Erkenntoiss  der  blossen  Möglichkeit,  eine 
in  eiDem  ßinggebiete  um  die  Stelle  Xf^  eindeutige  und 
analytische  Function  nach  positiven  und  negativen  Po- 
tenzen von  (x — x^  zu  entwickeln,  bei  dem  jetzigen  Stande 
der  Theorie  ganz  unverbältnissinassige  Schwierigkeiten:  man 
erschlieest  dieselbe  entweder  nach  dem  Vorgani^e  des  Herrn 
MittaEf-Leff  1er*)  aus  einem  von  Herrn  Weicrstrass  ab- 
geltMteten  1  lült'>5satze  von  ziemlich  verwickelter  Beschaffen- 
heit,^) otlf.M-  etwas  kürzer  mit  Hülfe  einer  von  Scheeffer 
herrührenden,  im  Grunde  genommen  zwar  auf  denselben 
Principien  beruhenden,  aber  directeren  Beweisraethode.*)  In- 
dessen selbst  dieser  auf  den  ersten  Blick  relativ  einfach  er- 
scheinende Scheef fernsehe  Beweis  setzt  doch  eine  Reihe 
Ton  Vorkenntnissen,  namentlich  Über  die  Eigenaehaften 
mehrdeutiger  Functionen  voraus,  welche  es  unmöglich 
machen,  den  betreffenden  Satz  an  der  für  einen  natür- 
lichen und  consequenten  Aufbau  der  elementare  Functionen* 
theorie  erforderlichen  Stelle  erscheinen  zu  lassen. 

Hiernach  dürft«:-  es  nii  lit  ohne  intcrosse  erscheinen,  wenn 
ich  im  Folgenden  einen  neuen  Beweis  für  die  fragliche  Ent- 
wickehingsform  einer  analytischen  Function  mittheile.  Die 
Grundlagen  der  hierbei  von  mir  angewendeten  Methode 
finden  sich  zwar  schon  im  Wesentlichen  in  einer  Gauchj- 
schen  Abhandlung:  „Considerations  nouvelles  sur  la 
theorie  des  snites  et  sur  les  lois  de  leur  conver- 
gence*^):  allein  abgesehen  davon,  dass  die  dort  gegebene 

1)  Of.  Stols»  Vorlesungen  Aber  allg.  AriOuiietik,  Bd.  U,  p.  180. 
Biermann,  Theorie  der  analyt.  Fonctionen,  p.  166. 

^)  Acta  mathematica,  Bd.  IV.  p.  80. 

Abhandl.  aus  der  Functionenlehre,  p.  28. 
*)  Acta  mathematica,  Bd.  IV.  p.  B75. 

Ezercices  d'Analyae  ei  de  Physique  math^matique,  T.  1,  p.  269. 
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Darstellung  sich  nur  auf  die  Entwickelung  einer  Function 
nach  positiven  Potenzen  bezieht,  so  enthält  dieselbe  auch 
▼erachtedene  Lücken  principieller  Katur,  and  hierin  mag 
wohl  der  Gmnd  davon  zn  suchen  sein,  dass  man,  soviel  ich 
weiss,  auf  jene  Methode  nicht  wieder  zurückgekommen  ist,^) 
deren  Kern  in  der  Anwendung  gewisser  Mittelwertbe  an 
Stelle  der  sonst  bei  der  Coefticientendarsteüuiig  üblichen 
Integrale  liegt.   Derartige  Mittelwertbe  —  nämlich  Grenz- 

werthe  von  der  Form  lim  {  — (j;«.»  )  I,  wo  die  x^^  für 

jedes  n  und  v  arithmetisch  wohl  definirte  Zahlen  you 
der  BeschafEenbeit  bedeaten,  dass  |«m,h-j — ^«,^1  wach- 
sendem n  beliebig  klein  wird  —  kann  man  natürlich  stets 

ancb  als  ^ppcielle  Fälle  von  bestimmten  Integralen  auffassen. 

Iiuuierhiii  haben  dieselben  mit  dem  Infinitesimalbe}j;rif f 
in  Wahrheit  abisolut  nichts  zu  thnn,  da  es  sich  bei  ihrer 
Bildung  keineswegs  um  eine  Summe  schliesslich  auneudlich 

*)  Ich  bin  nachträglich  durcli  Herrn  Dyck  darauf  aufmerksam 
gemacht  worden,  das«  sich  in:  Serret,  Courä  de  culcul  differen- 
tiel  et  integral,  T.  I,  p.  670  (in  dsr  deaisidien  Aasgabe  von  Uar- 
nack,  T.  I,  p.  627)  gleich&lls  die  Ableitang  der  Mac  Lanriii*teben 
Keihe  mit  Hülfe  von  Uittelwerthen  findet.  Die  dort  gegebene  Dar- 
stellnng  ut  im  Wesentlichen  eine  Reprodnction  der  im  Texte  citirten 
Caocby'schen,  bei  welcher  die  erwähnten  Lücken  vermieden  sind; 
allein  der  fragliche  Beweia  hat  hierbei  vollBtändig  seinen  elemen» 
taren  Chat  akter  Terloren.  Die  dabei  beiiützten  ,M;ttehverthe"  sind 
in  Waiirheit  nur  umsitändlicher  geschriebene  bestimmr-'  Intesrale  mit 
veränderlichen  Grenzen,  die  ausserdem  noch  von  eineiu  ver- 
ftnderlichen  Parameter  abhängen.  Nach  heiden  Grüsaeu  wird 
differcnurt,  wobei  der  Satz  von  der  Differentiation  eines  be- 
stimmten Integrals  nach  der  oberen  Grense,  sodann  aueh 
derjenige  Yon  der  Vertaaschbarkeit  der  Differentjations- 
r ei hen folge  in  Anwendung  kommt;  kursam  dieser  Beweis  geh&i 
Tolbtändig  der  Infiniteaimalrechanng  an  nnd  erscheint  in  der  That 
weit  einfacher  und  durchsichtiger,  wenn  man  statt  der  benfitsten 
Mittelwertbe  die  fiblioben  Integiaibeseichnnngen  anwendet 
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klein"  werdender,  sondern  lediglich  um  eine  Summe  wohl 
definirter,  stets  endlich  bleibender  Grossen,  dividirt 
dnrch  deren  Anzahlt  handelt.  Hiernach  ist  aher  ein  solcher 
Mittelwerth  genau  in  demselben  Sinne  .elementar*  wie 
jeder  gewöhnliche,  von  einer  posittv  wachsenden  ganzen 
Zahl  abhängige  Grenzwerth,  z.  B.  wie  die  sogenannte  Stimme 
einer  unendlichen  Reihe  (die  man  ja  schliesslich  auch  stets 
als  speciellen  Fall  eines  bestimmten  Integrales  auffassen 
kann),  üüdass  ^egen  die  Einführung  derartiger  Mittolwerthe 
in  die  elementare  Functionentheorie  irgendwelche  princi- 
pielle  Bedenken  schwerlich  erhoben  werden  können,  zumal 
die  fraglichen  Sätze  auf  diesem  Wege  eine  Einfachheit  and 
Abrundang  erhalten,  weiche  die  mit  Hülfe  der  complezen 
Integration  erzielte  noch  merklich  übertrifft.  So  liest  sich 
insbesondere  der  ffir  diese  ganze  Betrachtang  gnindlegeode 
Satz,  dass  der  Mittelwerth  einer  eindeutigen  analytischen 
Function  f(x)  für  die  Stellen  { x  |  »r  einen  von  r  unab- 
hängigen bestimmten  Werth  besitzt,  weit  leichter  Ydllig 
streng  begründen,  als  der  entsprechende  Cauchy'sehe  Inte- 
gral-Satz für  monogene  I^'unctionen  (im  Caiicb y '"^ch^^n 
Siüue);  und  es  L^r.staltet  sich  die  Darstellung  der  Entwiok- 
lungscoef fielen ten  einer  Potenzreihe  durch  solche  Mittel- 
wert he  wesentlich  einfacher  und  natürlicher  als  die  be» 
treffende  I  ntcgral- Darstellung,  welche  die  Einführung  des 
völlig  fremdartigen,  d.  h.  zn  der  Potenzentwickelung  einer 
beliebigen  analytischen  Function  in  gar  keiner  nothwen- 

digen  Bezieiiung  stehenden  Factors         nach  sich  zieht. 

aTtt 

Im  Uebrigen  habe  ich,  um  der  folgenden  Betrachtang 
einen  möglichst  elementaren  Charakter  zu  waliren,  absichtlich 
davon  Abstand  genommen,  dit*  Lehre  von  den  Kinlieiiswurzeln 
oder  gar  (hren  Darst^^llung  durch  trigonometrische  Func- 
tionen, ja  selbst  auch  nur  den  Satz  von  der  Wnrzelexi«tenz 
einer  algebraischen  Gleichung  zu  benütsen.  Vielmehr  stütze 
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ich  mich  lediglich  auf  den  eletnentaren  Satz,  dass  eine  qua- 
dratische GleicbuDg  von  der  Form  a^saß-{-yi  stets  zwei 
and  nur  zwei  Yerschiedene,  yermittelst  reeller  Quadratwurzel- 
ansziehnngen  zu  bereehnende  Wurzeln  besitzt. 


§  1. 

ist  y  >  0,  (t  beliebig,  so  hat  man  bekanntlich: 

(1)  VßVri 

- ±  { j/i  V^-f?  +  i /*  +  «■)/  i  V^r*-l ß\> 

WO  sammtlicbe  Quadratwurzeln  auf  der  rechten  Seite  positiv 
zu  nehmen  sind.  Dabei  soll  derjenige  Wurzelwerth,  welcher 
resultirt,  wenn  niati  auf  der  rechten  Seite  als  Gesammtvor- 
zeicheii  diis  positive  wählt,  der  Kürze  halber  iichlechthin 
als  der  positive  Werth  von  Vß-^yi  bezeichnet  werden. 

Sei  nun  femer  N^2**^  so  lassen  sieb  offenbar  die 
sämmtlicben  Wurzeln  der  Gleichung 

(2)  x^^l 

mit  Hfilfe  von  n  snecessiven  Quadratwurzelausziebungen  be- 
rechnen, dergcbUilt,  dass  allgemein: 


(8) 


-±j/  ±|/±-+j/+]/ 


(wobei  die  Indices  an  den  einzelnen  Wurselzeicben  lediglich 
zur  Charakterisirung  ihrer  Anzahl  dienen).  Daraus  folgt  zu- 
nächst, dass  die  Anzahl  der  Terschiedenen  Wurzelwerthe 
nur  <  2*,  also  <  If  sein  kann. 

Unter  den  auf  diese  Weise  sich  ergebenden  Wurzeln 
ist  eine  besonders  ausgezeichnet,  welche  aus  yi^     i  ent- 
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steht,  wenn  mau  bei  jeder  weitereu  Wurzelausziehung  die 
im  obigen  Sinne  definirte  positive  Wurzel  beibehält.  Be- 
zeichnet man  dieselbe  durch: 

(4)  an  =  ßH  +  Yni 

flo  ergibt  sich  mit  Httlfe  der  Formel  (1): 

(5)  /   ^ 

Man  erkennt  alsdann  leicht: 

1)  dass  keine  W^urzel  der  Gl.  (2)  mit  positiv  reellem 
und  positiv  imaginärem  Theile  existirt,  welche  näher  an 
der  positiven  Einheit  liegt  als  a,»; 

2)  dass  die  Potenzen  o^,  oii  •  •  -         durchweg  von 

einander  verschieden  sind  und  der  Gl.  (2)  guuügen,  also 

die  sitiuiiitlichen  Wurzeln  dieser  Gleichung  darstellen; 

3)  dass  diesen  ^^-Werthen  ebeosoviele,  in  der  gleichen 
Anordnung  auf  einander  folgende,  aequidistante  Punkte  auf 
dem  Einbeitskreise  entsprechen,  deren  constanter  Abstand 
{1  —    I  der  Bedingung  genügt: 

(6)  \l~a,\  <  (Vi)"-'. 

Nun  bedeute  f  (x)  eine  fQr  alle  x  mit  dem  absoluten 
Betrage  \z\^r  eindeutig  definirte  und  im  Allgemeinen 
stetige  Function,  so  soll  gesetzt  werden: 

(7)  9lU(/'(r))  =  J^S/^(a:r), 
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sodass  also  ffBi»  {f  (r)]  das  arithmetische  Mittel  aas  den 
Werthen  bedeatet,  welche  f{x)  an  den  ^-Stellen  af  =  all«r 

(f  =  0,  If — l)   ünmmnit.     Aas   der  vorau>g«\setztea 

Stetigkeit  von  f  {x)  längs  des  Kreises  |  x  !  =  r  und  der  Be- 
ziehung (6)  ergibt  sich  sodann,  dass  StC^  [f  (r))  mit  unbe- 
grenzt wachsenden  Werthen  Ton  n  einer  festen  Grenze  zu- 
strebt, sodass  die  Bezeichnung: 

(8)  91L(/Cr))  =  iim9]Ut/W) 


einen  bestimmten  »Suin  besitzt.  Zugleich  erkennt  man  un- 
mittelbar aus  der  Definition  von  StLC/  C^))* 

wenn  K  einen  beliebigen  fQr  alle  x  mit  dem  absoluten  Be- 
trage r  Constanten  Factor  bedeutet;  und  ferner: 

91L  (/,  i'-)  +  •  •  •  -f /*  C'-)) 
^  ^  9tl (/, (r))  +     +  grtl (ft W), 

wenn  mau  mit  {z) . . .  ft  (^)  Functionen  von  analoger  Be- 
schaffenheit wie  f{x)  bezeichnet. 

Ist  jetzt  q>  (x)  eindeutig  und  analytisch  fQr  alle  x 
des  Gebietes  Bq<\x\<R  (wobei  eventuell  anch  l?^ » 0 

sein  kann),  so  be.4elit  der  tS.ii/.,  «lass  '£)]C  (r/  (r))  für  7iQ<r<Ä 
einen  bestimmten  von  r  unabbängigeo  Werth  besitzt,  so- 
dass also: 

wenn  l?^<r<r'<Ä 

Der  Beweis  dieses  Satzes  beruht  auf  einem  HQlfssatze  ^) 

des  Inhalts,  dass  der  Differenzenquotient  iJd^-^^^^  — Llfl 

^)  Beweis  dieses  HOlftaataes  s.  am  Ende  von  9 
ISSS.  ll«ih.-ffkj«.  OL  1.  6 
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für  alle  X  des  betreffenden  Gebietes  und  hinlänglicb  kleine 
Wertbe  von  h  eine  gleich  massig  stetige  Function  von  h 
ist,  d.  b.  man  kann  jeder  beliebig  kleinen  pontiven  Grösse  e 
eine  positive  Greese  d  so  zuordnen,  dass  für  alle  x  des  Ge- 
bietes: Rq<\x\<R  die  Beziehung  besteht: 


(10) 


falU 


Angenommen  nun,  man  habe  r  >-  0  beliebig  klein 
fixirt^  so  bestimme  man  zunächst  eine  positive  ganze  Zahl  m 
so,  dass  die  positive  GrSsse: 


m 


=  6 


klein  genug  wird,  um  die  Gültigkeit  der  Ungleichung  (10) 
für  |ÄI  <  /i  <d  zu  sichern.  Wählt  man  hierauf  die 
positive  ganze  Zahl  n  bezw.  ^  ~  2**  gross  genug,  dass: 

/•  1 1 — a«!  <A  (also  a  fortiori  r«!  1 — a^l  <^), 


so  hat  man: 

y(q^<>'+<^))  — y       _  y>(cC"^"^r)  —  y  (««»•) 
al'd  a»(a — l)*r 

oder  nach  MuLtipIication  mit  d  und  Berücksichtigung  von 
la:|-l: 


y  (a»-(r+     -  y  («„-r)  —  «5 •  ^ — (a~.l).r 


Setzt  man  der  Reihe  nach  i*  =  0,  1, .  . .  (A*" — 1)  und  addirt 
die  resultirenden  Ungleichungen,  so  heben  sich  offenbar  alle 
von  dem  dritten  Giiede  der  linken  Seite  herrührenden  Be- 
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stMidtheile  vollstftndig  heraus  (NB*  es  ist  ja  insbesoiidere 
ajf«r  =  a2-r),  und  es  ergibt  stcb: 


<N-d'e 


0  0 

oder  nach  Division  mit  N: 

1  911«  (^P  (r  +  (5))  -         (y  (r))  |<  c)-^ 

und  daher,  wenn  man  r  ins  Unendliche  wachsen  liisät: 
I  Sit  (»'('■+<»))  -  911.(9' W)  I  S  d  e. 

Schreibt  man  in  dieser  Ungleichung  r-i"(/*  —  1)  d  statt  r 
(wo:  r-l-(/i  — 1)-/5  <  r'  für 1,  2, . . .  »i  —  also  auch: 
(r+(^  — a«|  <d),  so  wird: 

1  mi{<P(r-\-fid))  -  6)\C{.^.ir-\-]i-i  ö))  \<d'E, 

und  wenn  man  die  für /*  =  1,  2, . .  .  ;m  hieraus  resiillireaden 
Ungleichungen  addirfc  und  beachtet,  dass:  m-ö  =  r'— r, 
schliesälich: 

I  ÖIL  ('/'  ('•'))  -  9K.(r  W) !  <  {r'-r)  t. 

Da  aber  c  von  vornherein  beliebig  klein  angenommen 

werden  kann,  und  andererseits  9lt  (cp  (r')),  SlC  (r/'  (r'))  ein- 
deutig bestimmte  Werthe  besitzen,  so  muss  geradezu: 

(U)  \m,(<Flr'))-m,{v(r))\''0 

sein,  womit  die  ausgesprochene  Behauptung  bewiesen  ist* 

Beweis  des  II ül fssatzcs.  Für  jede  Stelle  x  des  Be- 
reiches  JR^^\M<M  gilt  eine  Entwickelung  von  der  Form: 

6* 
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deren  wahrer  Couvergenzradius  bekaontücli  eiae  mit  x  stetig 
veranderlicbe,  positive  Grosse  iat  und  demnach  ein  bestimmtes 
von  Null  yerschiedenes  Minimum  q  beaitzen  muss.  Fixirt 
man  nun  eine  positiTe  Grösse: 

80  ist  für  alle  x  und  h  des  Bereiches:  B^^\x\^E  und 
1^1  <  die  Reihenentwickelung  (12)  gOltig  und  absolut  con- 
Tergent,  und  daher  auch  in  dem  gleichen  Umfange: 


Da  aber  fQr  den  angegebenen  Werthebereich  9)  {x'i-h) 
eine  stetig  veränderliche  Function  ihres  Argumentes  ist,  so 
besitzt  daselbst  Iq"  (x-j^h)\  ein  bestimmtes  endliches  Maxi* 

mum  ^,  und  es  ist  daher  nach  einem  bekannten  Satze: 


(13) 


>9 


für: 


1*1 


Setzt  man  nun  Gl.  (12)  in  die  Form: 


0  >+2)? 

so  hat  man  für  h<  d  mit  Benützung  von  UngL  (13): 


 Ä  <^^^^2.'•(,+  ly^,^2) 

d,  h.  <g^\h\ 


und  daher,  wenn  auch  |A;{<ld  angenommen  wird: 

!  T  (a?  +  /0  —  <pix)     (f  {x^k)  —  y  (x) 
(U)     I  Ä  h 
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aodttBS  also  die  fragliche  Differenz  nuter  e  berabeinkt,  wenn 

von  vornherein  ^5  <  ^  angenommen  wird. 


§2. 

Lehrsatz.  Ist  f  (x)  eine  eindeutige  und  ana- 
lytische Function  ftlr  alle  Stellen  x  des  Gebietes 
T{f^<  x\<R^  80  gilt  für  dieses  Gebiet  die  Ent- 
wickeiung: 

OBd  reinen  beliebigen  Werth  des  Intervalles  i2o<r<jß 
bedeutet  Ist  insbesondere  J2^ssO,  so  reducirt  sich 
die  obige  Entwickelang  auf  die  folgende: 

0 

Beweis.  Bezeichnet  man  mit  irgend  eine  willkür- 
lich gewählte  Stelle  im  Innern  des  fragliehen  Bereiches, 
sodass  also  Bq  <  \x^\  <,E  und  setzt  man: 


SO  ist  (f  (x)  für  alle  x  des  Bereiches  Rq<x<CE  gleichfalls 
eindeutig  und  analytisch.  Man  erkennt  dies  ohne  Weiteres 
für  jede  von  Xq  verschiedene  Öteüe  x;  in  der  Umgebung 
der  Stelle  x^  hat  man  aber: 
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also: 


(1.  h.  7  fa:)  ist,  dort  «j^leichfalls  analytiscli.  In  Fuige  dessen 
ist  nach  dem  iSaUe  des  vorigen  Paragraphen: 

SIL  (R^S^f  -fPA  „  ^'-"') 

oder  mit  BerOcksichti<,'uiig  von  Gl.  (0)  und  (10)  des  §  1: 
Nun  ist: 

/i. = ?  (5)' + G)"  rl 


und  daher: 


(18) 


Da  nan: 


wenn  F  (7?)  das  Maximnm  der  absoluten  Beträge  von  f  {x) 
für  \x\  =  R  bezeichnet,  so  folgt,  dass  dieser  letztere  Aus- 
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druck  mit  imltei^renzt  wachsenden  Werthen  von  m  gegen 
Null  convergirt,  und  z^var,  wenn  r  <C -B  angenommen  wird, 
offenbar  gleich  massig  fUr  alle  x^.  welche  der  Bedingung 
genfigen:  |^ol$.^*  Lässt  man  also  in  Gl.  (17)  m  ins  Un- 
endliche wachsen,  so  wird: 


wobei  diese  Reihe  zunächst  un)>edingt  und  gleicbmässig 
oouTergirt  fiXt  \Xf^\^r<,R,  £s  Insst  «eh  indessen  leicht 
«eigen,  dass  dies  anch  noch  flEir  as  i2  der  Fall  sein  muss. 
Da  nämlich  f(x)  nach  VovansBetsimg  noch  f&r  =  R 
analytisch  s«n  solli»,  so  gehört  au  jeder  Stelle  x'  des 
Kreises  mit  dem  Radius  R  eine  angebbare  Umgebung,  für 
welche  f  {x)  nach  Potenzen  von  {x  —  x')  entwickelbar  ist. 
Diese  Umgebung  rauss  dann  ein  gewisses,  von  Null  ver- 
schiedenes Minimum  o  besitzen.  Nimmt  man  alsdann  eine 
positive  Grösse  ö  <,  q  an,  so  folgt,  dass  f  (x)  auch  noch  für 
|jc{^i24~<^  analytisch  ist.  Alsdann  besteht  aber  eine  Be- 
ziehung Ton  der  Form  (19),  sofern  man  daselbst  E  durch 
M-\-d  ersetat,  und  diese  muss  nach  dem  Gesagten  unbedingt 
and  gleichrnftssig  conTergiren  fflr  \ Xq\  ^  R-^-S^,  also  insbe- 
sondere für  I^Tol  SB  22.  Da  aber  nach  dem  Satse  des  vorigen 
Paragraphen: 


so  ist  die  znletzt  genannte  Entwickelung  von  der  in  Gl.  (19) 
nicht  verschieden,  sodass  also  diese  letztere  in  der  Tbat 
noch  fär  Ix^l^^R  unbedingt  und  gleichmässig  convergirt. 
Analog  ergibt  sich  au;:  Gl.  (17): 


fSKCdR-^öy^fiRi-d))  ^  91ctÄ"^^/(Ä)), 
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Da  aber: 


(21)  |:.„-9tl(^g^)l 


0 


m 


0 

'S 


(wenn  wiederum  F  (Hq)  d&a  Maximum  von  \  f{x)\  für  \x\^2i^ 
besseichnet),  and  da  dieser  Ausdruck  wegen  \Xq\>-B^  mit 
unendlich  wachsendem  m  gegen  Noll  conyergirt,  so  hat  man: 

(22)  9it(^|)  —  :|}.  ffHi^my^^-". 

Diese  Reihe  convergirt  dann  «nnächst  wieder  unbedingt 

und  gleicbmässig  für  I^o'>jRo'  folgt  aber  genau  wie 
ol)en,  dass  dies  auch  noch  für        =  Rq  der  Fall  sein  muss, 


rn  man  vorlänfio;  Eq'>0  anniniiut.  (Der  Fall  Bq^O 
wird  weiter  unten  beisprochen  werden). 

Da  die  in  den  Entwickelungen  (19)  und  (22)  als  Coeffi- 
cienten  auftretenden  Mittelwerthe  nach  dem  Satze  des  vorigen 
Paragraphen  (in  dem  durch  die  analytische  Beschaffenheit 

▼on  f  {x)  bezw.       •  f  (x)  gegebenen  Umfange)  von  Ä  bezw. 
unabhängig  sind,  so  kann  man  die  Gleichungen  (19) 

und  (22)  auch  durch  die  folgenden  ersetzen: 


(23) 


wo  r  einen  ganz  beliebigen  Werth  des  Intervalles  1^  ^  r  <  jB 
bedeutet.  Ersetet  man  jetzt  in  (23)  f(x)  durch  die  Einheit, 
so  folgt  insbesondere: 


(24) 


ffd  (-^-)  =2,,  SllCr-O-^      (wo:  KISÄ) 
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Nan.  ki  aber  ffir  >  1  —  falls  Ji  von  Tornherein  so 
gew&hlt  wird,  dass  ^=2''>^: 

1  Qu 

abo  auch: 

91C  (r*")  -  0. 

Dagegen  für  /i  =  0,  oÖ'eabar: 

911^  (f«)  »  1,  ako  auch:  911  (r«)  =  1, 
sodass  die  GleicbtiDgen  (24)  aicb  auf  die  folgenden  reduciren: 


(25) 


Mit  Benfitenng  der  in  61.  (2ä)  asd  (25)  entbalteiwn 
Resaltate  geht  aann  61.  (15)  ~  wenn  man  atatt  jetzt  9 
schreibt  —  in  die  folgende  Aber: 

fix)  =         9n(^-^/■(r)).^  +  S\m.(rf-nr)).x-'' 

0  1 

(26)  +» 


-00 


wobei  also  diese  Entwiekelung  unbedingt  und  gleichmSsng 
convergirt  ffir  ^oS:l^l5:^i  ™  Goefficienten 

auftretende  6r($s8e  r  einen  beliebig  zu  wählenden  Werth  des 

lutervalles  Eq  <ir  *di  be(Jeutet. 

Ist  jetzt  speciell  JRq  =  0,  so  kann  uiau  zunächst  in  den 
Coefficienten  von  der  Form  91L(r/*-/(r))  für  /*>1  r  =  0 
setzen.   Alsdann  wird  aber: 
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Sit*  (f^*f(r%.o  =  0    also  auch:  fffC {f^'f(r))  «  0 
sodass  Gl.  (26)  sich  auf  die  folgende  reducirt: 

(27)  f(x)  =  2>  ^(r-^-m)'^ 

0 

Dabei  würde  nach  dem  oben  Gesagten  diese  Ent Wicke- 
lung zunächst  gültig  sein  für  0'<!T!<i?.  Man  erkennt 
aber  unaiittelbar,  dass  sie  auch  noch  für  x  ~  Q  besteht.  Im 
Falle    BS  0  geht  nämlich  die  rechte  Seite  über  in: 

9IL(/-(r)) 

ui)<I  du  man  hier  wiederum  r  —  0  setzen  darf,  so  folgt: 
m(l  {r))  =  Um         (/'(r))r=o  =  /'(O) 

Mas« 

d,  h.  Gl.  (27)  gilt  in  der  That  auch  für  x  =  0. 

Damit  ist  aber  der  oben  ausgesprochene  Sats  bewiesen. 

Zusatz  1.  Ist  f(x)  nur  ffir  das  Gebiet  Rq<Z\x\  <.  B 
eindeutig  und  analytisch,  so  gilt  die  Entwickelung  (26)  zu- 
nächst für  jedes  Gebiet  Rq<\x\<E\  sofern  nur  M'  der 
Bedingung  genügen :  Rq<  R'^<  H'  <  R:  iV  gilt  somit 
schliesslich  für  alle  x  des  Gebietes  B^<\x\<.R,  Sind  also 
\x\=l{  bezw.  1x1  =  die  wahren  Oonrergenzgrenwn  der 
betreffenden  Entwickelung,  so  muss  f{x)  fflr  {x|  3=12  bezw. 
\xl         mindestens  eine  singulare  Stelle  besitasen. 

Bleibt  f  (x)  beim  Uebergange  von  WerUiei!  n  it  dem 
absoluten  Betrage  x\  <.  R  bezw.  \x\^Eq  zu  solchen  mit 
dem  absoluten  Betrage  \x\  =  R  bezw.  \x\  =  Rq  noch  im 
allgemeinen  gleichmässig  stetig,  und  ist  f(x)  für 
hezw.\x\^Rfi  durchweg  endlich,  so  kann  man 
offenbar  die  in  den  Ckiefficienten  auftretende  Grosse  r  erentudl 
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auch  durch  B  besw.  Eq  erBeizen,  da  in  diesem  B'alle  die 
Differenzen: 

m.(E^'fiE))  -  9lt(JB'^/(Ä')) 
bezw.  SR  (ißi*. /  (Äo)  -  (Rj^-fiK)) 

beliebig  klein  gemacht  werden  können. 

Zusatz  II.  Man  erkennt  leicht,  dn^s  ilor  bewiesene 
SaU  auch  umkehrbar  ist,  d.  h.  wenn  die  iieihe: 

— • 

zum  Mindesten  für  alle  x  mit  dem  absohit«n  Betrage  |x|  =  r 

gleichmässig  convergirt,  so  bat  man: 

a^  =  91C(r-''./-(r)). 

Hieraus  ergibt  «ob  dann  die  Eindeutigkeit  einer  der- 
artigen Üntwickelung  zunächst  in  dem  Umfange,  daas  aus 
dem  Bestehen  der  Gleichung: 

—  00  — » 

zum  Mindesten  für  alle  s  mit  einem  gewissen  absoluten 
Betrage  \x\  r,  fSr  welche  jene  Reihen  gleichm&ssig 
couTergiren,  deren  Identität  folgt.    Auch  hat  es  keine 

besondere  Schwierigkeit,  diesen  Identitfttsbeweis  auf  den  Fall 

auszudehnen,  dass  die  Gleichheit  der  beiden  Heihensumnien 
nur  für  irgend  eine  unendliche  Punktmenge  feststeht. 

Fehlen  in  der  betrachteten  iteihe  die  negativen  Potenzen, 
sodass  also: 

0 
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so  hui  nmn  oü'enbar: 

9R^(r-''-/W)=i,Ao). 

Jene  Mitfcelwertbe  stellen  also  in  gewiBsem  Sinne  eine 
Verallgemeinerung  der  Ableitungen  tou  f(pe)  für  x^O  dar. 
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Die  7-System6  von  Kegelschnitten,  welche  durch 
die  Bertüiruiigspimkte  der  Doppeltangenten  einer 
ebenen  Carre  4  Ordnung  gehen. 

Von  M.  !«(öther  in  ErlangeD. 
{SHittUatfm  P.  fWmarJ 

Ffir  die  815  Kegelachnitte,  welche  eine  Ourre  4.  Oid« 
nung  in  den  Berfthrangspankten  Yon  vier  ihrer  Doppel- 
tangenten  treffen,  hat  0.  Hesse  zuerst  angegeben  (CreHe*8 
Joam.,  Bd.  40),  dass  man  ans  ihnen  T-Systeme  bilden  kann, 

die  je  darch  die  Berflhrangspnnkte  aller  28  Doppeltangenten 
hindurchgehen.  Auf  die  von  ihm  (Cr.  .1.  49)  gestellte  Frage 
nach  allen  derartigen  7-Systemen  bin  ich  iu  Bd.  15  der 
Matheni.  Annalen')  so  weit  eingegangen,  dass  ich  einmal 
135  irreductible  7-Systerae  mit  »Tripeleigensehaft"  nachwies, 
Bodann  315.24  uneigentliche  Systeme  construirte,  in  welchen 
je  einer  der  Kegelschnitte  ausgezeichnet  war.  Aus  Anlass 
der  Ton  der  k.  b.  Akad.  d.  Wiss.  demnächst  erfolgenden 
Heraasgabe  der  gesammelten  Abhandlongen  Hessels  möchte 
ich  die  Frage  hier  Yollstftnclig  beantworten. 

1.  Bezeichnungen  und  Beziehungen-  Ich  bediene 
mich  der  Bezeiclmung  (lÄ:),  wo  i, /c  von  1,2,...^  gelien, 
k^i,  für  die  Doppeltangenteo  («Dtgn.^j  und  der  in  dem  ge- 

1)  »Leber  die  Gleichungen  achten  Grade«  und  ihr  Aoftieten 
in  der  Theorie  der  Corven  vierter  Ordnang." 


Digitized  by  Google 


94       SiUtung  der  ma(h.'phifi.  (Uasae  vom  9.  Februar  tB95. 

nannten  Aufsatz,  oder  auch  in  Abhandl.  d.  bayer.  Akad. 
d.  Wiss.,  Bd.  17,*)  auseinandergesetzten  Kechenregeln.  Von 
diesen  übrigens  nur  der  folgenden:  In  einer  Gombination 
zu  /I,  f, U^"-  ^        Anordnung  der  Zahlen 

gleichgQltig  und  zwei  gleiclie  Zahlen  heben  sich  gegenseitig 
auf.  Ist  /i  gerade,  so  gelangt  man,  indem  man  [12 . . .  8]  0 
setzt,  zu  den  63  gleichberechtigten  SteinerVhen  Gruppen 
(,St.  Gr.*)  [ik],  [iklfn];  für  ungerades  /<  zu  den  28  (ik) 
und  VAi  unter  einander  gleichberechtigten  {i  k  l  ?n)  und 
(12  ...  8).  Jede  St.  Gr.  [a]  liiast  sich  auf  0  Arten  in  Paare 
der  Art  i^k^.  i^k^  zerle*f<ii,  und  jede  der  zwölf  entsprechen- 
den Dtgn.  (ik)  heisst:  ,in  [aj  enthalten.*'  Zwei  St.  Gr.  [a], 
[b]  heissen  «syzygetisch*  (Ausdruck  von  Frobenius),  wenn 
[b]  sich  gegen  die  beiden  Dtgn.  eines  Paares  von  [a]  gleich- 
massig  verhält,  d.  h.  beide  enthält  oder  beide  nicht  enthalt* 
Drei  syzjgetische  St  Gr.  [a],  [5],  [ah]  von  der  Combination 
[ahalij^O^  mögen  ein  «Steiner*9ches  Tripel*  heissen;  sie 
enthalten  vier  Dtgn.  gemeinsam,  deren  Berührungspunkte 
auf  einem  Kegelschnitt     liegen;  die  315  Kegelschnitte 

Ä  =  »,/f,  •  t,Ä,  •  t,Ä,  •  »4*4,         WO  [ij/fj  ?,/f,      t^ij  ^  0, 

und  die  315  Steiner'schen  Tripel 

[«V'i  ^^Kl      'J'il^  UiK  '4^' J    r.'*^"2  ^3^3] 

entsprechen  sich  so  eindeutig;  zu  jedem  $t  , gehören*  drei 
St.  Gr.  eines  Tripels. 

Die  Beziehungen  zwischen  zwei  Kegelschnitten  ^  sind 
von  mir  Math.  Ann.  15  gegeben  worden,  ausführlicher  von 
Pascal,*)  der  auch  die  Beziehungen  zwischen  dreien  der  Ü 
abgeleitet  bat.    Ich  beuütze  davou  Folgendes: 


,Zur  Theorie  der  Berährongtcurven  der  ebenen  Corve  vierter 

Ordnung." 

^)  liendiconti  d.  ß.  Accad.  dei  Linoei,  1882  Nr.  11, 12;  1888  Nr.  I. 
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Zwei  KegelachniUe  St  und  welche  keine  Doppel- 
tangente gemeinsam  haben,  stehen  in  .Beziehung  erster 
Art*  (M')i  oder  ,  zweiter  Art'  je  nachdem  die 

beiden  tn  $t  and  St*  gehörigen  St^schen  Tripel  eine  St.  Gr. 
gemeinsam  haben  oder  nicht.  Zu  einem  $t  gibt  es  18  St\ 
ffir  welche  (M\  gilt,  144  $t\  fOr  welche  (St^\  ist.  Ans 
dem  «Zerlegungsschema*  eines  St,  nämlich  aus 

K  ^  12.34.56-78 

[l  234]  ^  13 .  24,    14  •  23,    57  •  68,  58  •  67 

[1256]  ^  15*26,    16*25,   87  *48,  88  *47 

[1278]  ^  17-28,    18*27,   35*46,  36  -45, 

erhält  man  die  K\  ftir  welche  {KK'\,  indem  man  zwei  Paare 
einer  Horizontalreihe  zusammenfasst,  wie  etwa  13*24*14*23; 
nnd  die  K",  fSr  wdche  (KK'\^  indem  man  ans  zwei  der 
drei  Reihen  je  zwei  ih  ao  herausnimmt,  dass  die  Gesammt- 
combination  0  ergibt,  wie  13 •14*37*47.  Die  18  ersteren 
K'  Kerfallen  dem  za  Grande  gelegten  K  gegenflber  in  9  Paare, 
indem  ein  solches  Paar  AT,  eine  Horizonfcalreihe  von  K 
erschöpft;  solche  drei  Kegelschnitte  iC,  biiileu  ein 

.Tripel  erster  Art*  (Ä^Ä',  Ä'g),.  dessen  Glieder  gleichartig 
eingehen  und  alle  derselben  St.  Gr.  \n\  zugeordnet  sind, 
während  umgekehrt  eine  St.  Gr.  [a]  auf  15  verschiedene 
Tripel  der  Art  {KK^K^\  führt.  Von  letzteren existiren  63-15. 
Auch  die  144  K  "  zerlegen  sich  K  gegenfiber  in  72  Paare, 
der  Art  {K;  Kl\,  indem  K;  jene  4  Dtgn.  enthält,  welche 
die  4  Dtgn.  von  K{  in  den  beiden  ausgezeichneten  St.  Gr. 
TOn  K  zu  Paaren  ergänzen.  £inem  Paar  2.  Art  {KK'\^ 
ist  ein  Kegelschnitt  JT  «conjugirt*,  fllr  welchen  (KlT^, 
{K"K')^  ist:  derselbe  kann  dadurch  erhalten  werden,  dass 
man  aus  den  beidt-n,  gegen  einander  syzygetischen ,  St.  Gr. 
von  K  und  K'\  von  welchen  die  erstere  keine  Dtg.  von  K'\ 
die  zweite  keine  Dtg.  von  K  enthält,  die  vier  gemeinsamen 
Dtgu.  herausnimmt. 
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Im  obigen  Beispiel  bilden 
JT,  je;  »  13-24*14 -23, 

ein  Tripel  erster  Art; 

K;  =  13.14.37-47, 


57.68.58-67 
K;  =  24.23.48.38 


sind  zweiter  Art  gegen  und  gegen  K  gepaart;  durch  JT 
und  K'  sind  die  St.  Gr.  [1278],  [34]  ausgezeichnet,  welclie 
ZU  dem,  zu  {KKD^  conjugirteu  J^'  =  35  *  36  *  45  •  40  führen. 

2.  SiebentripeLsysteme.  Ein  solclies  System  entsteht 
aus  iC,  indem  man  aus  jeder  der  drei  St.  Gr.  von  K  diesen 
Kegelschnitt  zu  einem  Tripel  erster  Art  ergänzt;  aber  so,  dass 
nur  Beziehungen  erster  Art  entstehen.  Durch  das  erste  Tripel 
ist  das  Quadrupel  der  vier  übrigen  Kegelschnitte  schon  be* 

63 .  IS 

stimmt.    So  gibt  es  — ^ —  =  135  solcher  Systeme,  je  7 

Tripel  enthaltend. 

Einem  solchen  System  entspricht  ein  Tripelsystem 

von  7  Steiner'scheji  (iru])pGn  und  zwar  je  den  Elementen 
des  einen  Systems  die  Tripel  des  anderen  (vergl.  das  System  S, 
Math.  Ann.  15,  pag.  95).  Man  erhält  dasselbe  einfach  aus 
drei  syzygetischen  St.  Gr.  [aj,  [6J,  [c],  für  welche  labe] 
nicht  =^  0  ist,  in 

[a],        [c],  lah\,  [ücj,  [bc],  labe]. 

3.  Eigentliche  Siebensystenie  zweiter  Art.  Es 
gibt  5!  36-8  eigentliche  (irreductihhO  Systeme  zweiter  Art 
von  je  7  Kegelschnitten  5?,  drren  üheticr  alle  in  Be/ieliuui* 
zweiter  Art  zu  einander  stehen.  Jedes  solches  System  führt 
auf  eine  Galois'sche  (also  algebraisch  lösbare)  Gleichung 
7.  Grades.  Dieselben  sind,  je  zu  120,  den  36*8  Aronhold- 
sehen  7-S7stemen  von  Dtgn.  zugeordnet. 
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ÜSiii  solches  7-ft-System  ist  z.  B. 

=  12.34.56.78 
jr,=:  14.27.35.68,  ii  =  15.36.47.28,  JT,«  16-24.57 
jS'^=13.25.67.48,  Jfg  =  26-37. 45 -18,  Ä^«  17 -28. 46- 58. 

Um  die  Eigenschaft  desselben  zu  erkennen,  dass  aus 
irgend  zwei  der  7  Kegelschnitte  die  übrigen  sich  eindeatig 
eii^eben»  beachte  man,  dass,  Jt,  gegenfiber,  sich  die  flhrigen  6 
in  3  Paare  JT,  K^,      K^,  ordnen,  derart,  dass  der 

einem  Paare  (A'j  K^^  .coigugirte*  Kegelschnitt  ft^^  mit 
(und  nur  mit       zwei  Doppeltangenten  gemein  hat;  ebenso 
bez.  {K^K^}^  und  bez.  (7^A^)^,.  Dieselben  sechst  ordnen  sich, 

gegenüber,  aneh  in  /wei  Oyklen  2.  Ordnung,  TT, 
nnd  KqK^K.  -,  msütern  mau  von  {Kq  K^)^  auf  A^,  von 
(K(^  TT^K  auf  Aj,  von  (Kq  K^)^  auf  K^,  und  ebenso  von 
(A^Ze),  auf  iC,,  von  (AoA,),  auf  A^  von  (A^A,),  auf  A^ 
kommt,  genau  so  wie  vorher  von  (A",  auf  Kq.  Und 
analog  ist  es,  wenn  man,  statt  von  Kf^  von  einem  der  übrigen 
sechs  au^ht. 

Die  Gleichung  7.  Grades,  welche  dem  7-SjBteme  ent- 
spricht, hat  also  für  die  Indices  i  der  7  Kegelschnitte  die 
metacyklische  Suhstitutionsgruppe 


/  =  0,  1,.  .  .  6 
a  s  0, 1, ...  6 
ß  =  1, 2, ...  6 


mod,  7. 


Ferner  ist  für  diis  obige  System  in  Kq  die  Dtg.  (78)  vor 
den  übrigen  dreien  insofern  ausgezeichnet,  als  in  den  3  K^el- 
schnitten  fti«,  {(4,,  St^^  welche  je  den  obigen  drei  Paaren 
(JSTi  (JT^  ITg),,  (K^  K^)^  conjttgirt  sind,  jedesmal  die 
Dtg.  (78),  aber  nur  je  eine  der  drei  übrigen  Dtgn.  von  JT^  vor- 
kommt; und  auch  dadurch,  dass,  wenn  man  die  6  Kegelschnitte 
JT,, . . .  iTg  auf  andere  Weise  paarweise  zusammennimmt  und 
jedesmal  den  conjugirteu  Ä  aufatellt,  (78)  niemals,  die  übrigen 

ISM.  Xlith.-phys.  OL  t.  7 
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drei  DtgD.  von  aber  je  zweimal  Torkomtnen.  Aaf  diese 
Weise  ist  in  dem  obigen  System  das  bervorgebobene  AroD- 
bold*8cbe  7-Sj8tem  von  DtgD.  ausgezeicbnet,  das,  combinirtt 
(12345678)  liefert. 

Zugleich  folgt,  daüü  mittelst  deä  Siebenkegelschnittsystenis 
die  2'^  l>firn  alle  eindeutig  bestiiiirat  sind.  Und  Ha  die 
Gleichung  für  diese  Dtgn.  eine  Gruppe  ?on  8!  36  Substi- 
tutionen besitzt,  das  T-ft-System  aber  eine  solche  von  7*6 
Substitutionen,  so  existiren  5!  36 «8  der  genannten  7-Systeme. 
Man  erhält  dieselben  sammtlicb  aus  dem  obigen  speciellen, 
indem  man  etwa  erst  auf  die  Doppeltangentenindices  1, 2, ...  5 
alle  120  Vertauscbungen  ausflbt,  was  das  zugehörige  Aron- 
ho1d*sche  7-Sj8tem  nicht  ändert,  und  indem  man  dann  noch 
diejenigen  Substitutionen  rornimmt,  welche  letzteres  System 
in  die  36*8  Aronbold'schen  7-Systenic  überzuführen  erlauben. 

4.  Uneigentliche  Siebensyateme. 

a)  Man  ergänzt,  wie  in  Nr.  2,  K  aus  jeder  der  drei  St.  Gr. 
▼on  K  zu  einem  Tripel  erster  Art;  aber  so,  dasa  die  drei 
l'aare  A^,  B^y  0,  gegenseitig  in  Beziehung  zweiter 
Art  stehen;  z.  B. 

JT«  12. 34-56-78,      =«  13-24-57.68,      =r  14.23.58  67, 

-a  15-26.16.25,      =  37-48.38.47, 
C\  =  17-28.36.45,  (7,  =  18-27 -35 -46. 

In  diesem  System  Ist  K  ausgezeichnet.  Es  gibt  315.6  der- 
artige Systeme. 

b)  Man  verfährt  wie  in  a),  nur  dass  zwei  der  drei 
Paare  gegen  einander  in  Beziehung  erster  Art,  g^en  das 
dritte  in  Beziehung  zweiter  Art  stehen.  So  erhalt  man  aus 
dem  System  a)  ein  System  b),  wenn  man  nur  B^  B^  ersetzt 
durch 

jBj  =  15. 26. 37-48,  =  16.25-38.47. 
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Auch  in  diesem  System  iai  K  ausgesseichnefc,  nnd  es  gibt 
315*18  derartige  Systeme. 

Iti  a)  und  b)  zasammen  hat  man  die  in  Malh.  Ado.  15 

angegebenen  3 15 -24  uneiijeut  liehen  Systeme. 

c)  Zu  K  nimmt  man  drei  i^aare  erster  Art,  die  aber 
alle  gegenüber  K  in  Beziehung  zweiter  Art  stehen.  Dieselben 
stehen  dann  aacfa  gegenseitig  in  Beziehung  zweiter  Art;  so 
dass  K  wiederum  ausgeseiehnefc  auftritt;  z.  B. 

Jr=  12.34. 50-78,  ^,      13-57-2G-48,      =  15.37.21.Ü8, 

=  U). 38. 27-45,  i?,  =  18.36.25-47, 
=:=14.G7-28-3o,  C,  =  17-4G. 23-58. 

Von  dieser  Art  gibt  es  315 -192  Systeme;  und  zu  ihnen 
gehört  auch  das  Yon  Hesse,  Gr.  J.  49,  angeführte. 

d)  Zu  K  nimmt  man  ein  Paar  A,.  das  mit  K  ein 
Tripel  erster  Art  bildet;  ferner  7?j  die  K  ^a'genüber  in 
Beziehung  zweiter  Art  und  gepaart  stehen,  und  welche  zu- 
gleich mit  A^  in  Beziehung  2.  Art  sind;  endlich  die  Cj  C^y 
welche  noch  in  Beziehung  erster  Art  (nicht  gepaart)  zu  K 
stehen;  z.  B. 

^«12.34.56  78,  13.24- 57. 68,  i4,  =  14.23.58.67, 

=  15- IG. 35. 36,  2?j  =  25.2G.45.4G, 

c\  =  37.38.47.48,  Cj  =  17.10.27.28. 

Auch  hierbei  üitJr  angezeichnet;  und  es  gibt  315*  144  der^ 
artige  Systeme. 

e)  Zu  einem  Tripel  erster  Art  (KA^A^^  nimmt  man 
eines  der  am  Anfange  von  Nr.  2  erwähnten  Qn{idrui)ei 
(/^j  i^i^'^)x->  das  aber  nicht,  wie  dort,  zu  (KA^A^)^  gehört, 
sondern  durchaus  mit  diesem  in  Beziehung  zweiter  Art  stehe; 
wie  etwa: 

12.34-56-78,      =  13-24-57  68,      =  14-23-58'67, 

=  15.38  27.46,  B^  =  18  35-26  47, 
0,  «  16-37-28.45,      =  17-36  25  48. 

7* 
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Jedem  Tripel  zugeordnet,  hat;  man  hier  8  Quadrupel; 
da  in  dem  System  ein  Tripel  erster  Art  ausgezeichnet  ist, 
so  gibt  es  63*15*8  derartige  Systeme. 

Die  bezeichneten  Systeme  erschöpfen  alle  ezistirenden 
Siebenkegelschoittsysteme,  wie  man,  Ton  dem  Zerlegungs- 
scUema  von  K  ausgehend^  leicht  beweist. 
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Ueber  simultane  partielle  DifierentiaigidiclLimgeü 

IL  0.  mit  ä  Variabein. 

Von  £diuurd  t.  Weber. 

Die  Frage  nacb  den  gemeinaamen  Int^praleiL  zweier 
pArtieller  Differentialgleichungen  2.  0.  in  3  Variabein  i«t 
Ton  den  Herren  Valji^)  und  Bianchi*)  uniereucht  worden. 
Kaeli  einer  neuen,  sehr  einfachen  Methode,  welcbe  nameni- 

lich  mehrere  der  Bianchi'schen  Fallunterpoheidungen  un- 
nöthig  macht,  leiten  wir  im  Fulgenden  die  Hauptergebnisse 
der  genaimüm  Untersuch uii^'on  noch  einmal  ab,  und  wenden 
uns  dann  zum  Studium  eines  be.^onderen  Falles,*)  der  in 
der  allgemeinen  Theorie  der  partiellen  Differentialgleithuugen 
höherer  Ordnung  eine  bekannte^)  wichtige  iloUe  spielt. 

I. 

Wir  bezeichnen  wie  üblich  mit  pq,  rst,  uvwm  bez. 
die  ersten,  zweiten,  dritten  Ableitungen  Yon  m  nach  x  und 
Jedes  gemeinsame  Integral  der  beiden  Gleichungen: 

1)  CkeUe*«  J.,  Bd.  9«,  p.  dO  f. 

>)  Atti  d.  H.  Aee.  dai  Linoei,  Rendicoatt  (4)  II,  Nota  I  p.  218, 

N.  II  p.  237,  N.  III  p.  807. 

8)  Hianchi  1.  c,  Nota  II. 

V  VgL  Darbonz.  Ann.  de  l'Ec  Norm.  7,  1870. 
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F  {xyepqrst)  =  C  (1) 
F'  ixygp^rat)  =  C  (2) 

wo  d  C*  willkfirltche  Constonte  beseSchnen,  befriedigi  dann 
ancb  ein  System  PfaffVW  Gleichungen  ▼on  der  Form: 

djf  ^  päx  -\-  qdy,    dp  =  r  dx     s  dy^ 
d  q  =  s  dx  -\-  t  dy 

är  =s  udx  +  vdy,  ds  ^  v  dx  +  »  dy^ 
dt  ^  w  dx     &  dy 


(8) 
(4) 


worin  unter  tivwd)  gewisse  Functionen  von  x,.»i  zu  Yer- 
atehen  sindf  die  den  Gleichnngen 

M+Eu  +  Sv  +  Tw  «0  (5) 

N  -{-Rv-^Sw  +  Tm^O  (6) 

M'  -\-  M'u  4-  S'v  i-T'w  =0  (7) 

■i-Ev-\-  S'w  -f  r(Z>  =  0  (8) 

genflgen;  dabei  iBk 

M  =  X  +  pZ+rP  +  «Ci  N  =^  Y  +  qZ-\-sP-{-tQ 

Sind  die  Gleichungen  (5) . .  (8)  linear  unabhängig,  hat 

mau  aber  identisch: 


R  S  T  0 
OBST 

R'  s'  r  0 
0  R'  8'  r 


=  0, 


(9) 


so  existirfc  augenscheinlich  kein  gemeinsames  holomorphes 
Integral  von  (1),  (2).  Besteht  (9)  nicht  identisch,  so  sind 
«...dl  vermöge  (&)..  (8)  als  Functionen  von  x,,A  bestimmt, 
und  die  Bedingungen  daför,  daas  das  System  (3),  W  Qn* 
beschränkt  integrabel  sei,  lauten 

DJ,v)-DM  =  DJiw)-D^{v)  =  DJiib)-D^w)  =  0  (10) 
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wonn 


Ä(0 


gesetzt  ist. 


Indem  man  aber  (5)  mit  Z>y,  (6)  mit  differentiirt 
und  snbirahirt,  erhalt  man  zufolge  einfacher  Rechnung: 


sodass  die  Bedingunc^ea  (10)  nur  mit  einer  einzi^ven  äquivalent 
sind.  Diese  eine  Bedingung,  welche  die  2.  Ableitungen  von 
F< und  F'  nach  x,,,i  linear  enthält,  ist  nothwendig  und 
hinreichend  dafOr,  da»  jede  der  oe>>  Gleichungen  (1)  mit 
jeder  der  oo^  Gleichungen  (2)  ein  Integral  mit  4  Gonstanten 
gemein  habe;  dieses  Integral  ergibt  sich  durch  Integration 
Ton  (3),  (4)  unter  Berflcksichtigung  der  aus  (1),  (2)  folgen- 
den Anfangsbfdiiigungen.  Die  willkürliche  Annahme  von  C' 
liefert  dann  für  jede  der  Olpicluincren  (1),  die  ?on  C  für  jede 
Gleichung  (2)  ein  volUtäudig&ä  inti^gral. 

VerschwindeTi  dagegen  alle  4-gUedngen  Determinanten 
der  Matrix  von  (5) . .  (8)  identisch,  was  wir  durch 


B{D,{u)  -  1)M)  4-  S(Dy{v)  ~  D,{w)) 


(11) 


ebenso  aus  (7)  und  (8): 

n\D,{u)  -  DM)  +  S'{D,,(v)  -  Ihiw)) 


(12) 
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|! 


M  B  S  T  0 

N   0  R  S  T 

M'  R'  S'  T'  0  Ii 

N'  0  R'  8'  T' 


I  0 


(13) 


ausdrücken,  ohne  dass  jedocli  ulle  3-L''liedri<^en  (Tnterdeter- 
niinanten  von  (9)  zu  Null  werden,  so  können  wir  aus  (•*>)..  (R) 
drei  der  Grossen  m..  (5  durch  eine  unter  ihnen,  etwa  ^J),  aus- 
drücken. Die  eine,  in  (10)  enthaltene  Bedingung  stellt 
dann  eine  partielle  Differentialgleichung  I.  0.  mit  der  unbe- 
kannten Function  (b  und  den  unabhängigen  Variabein  x,,t 
dar;  ist  deren  allgemeines  Integral  gefanden,  so  bleibt  nocli 
(3),  (4)  zu  integriren;  also: 

„Das  identische  Besteben  der  Relationen  (l'>) 
hat  zur  Folge,  dass  die  Gleichungen  (Ij.  (2)  ein  ge- 
meinsames Integral  besitzen,  das  von  einer  will- 
kürlichen Function  aljhiingt  und  durch  Interrra- 
tion  gewöhnlicher  Differentialgleichungen  gefunden 
werden  kann/ 


II. 

Ehe  wir  in  die  genauere  Untersuchung  des  Falles  (13) 
eintreten,  schicken  wir  einige  Hilfebetrachtangen  voraus. 

Zwei  Flachenelemente  IL  0.^)  und  (x+6z., 

t'\'H)  heissen  nach  Lie  vereinigt  liegend,  wenn  sie  die 
Relationen 

de  =^pöx-\-^6y^  dp  =  röX'\'Sdy,  dq  =  sdx-^töy  (14) 

befriedigen :  eine  Serie  von  oo*  Elementen  IL  0.,  deren  jedes 

mit  einem  btjiachharteii  vereinigt  liegt,  heisst  ein  Streifen 
II.  0.  Eine  intinitesimaie  Transformation  X  (/  )  der  Elemente 

1)  Vgl.  meine  Arbeit:  Theorie  der  Flächenelemente  des  Raumes 
von  8  Dimeotionen,  Math.  Am,!  Bd.  44,  p.  468  9» 
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x..t  des  Itauiue.s  heisse  eiue  in tiiütesimale  Streifen- 
transt'ormatioTi ,  wenn  sie  jedes  Element  in  ein  benach- 
bartes mit  ihm  verein i*:!  liegendes  Uberführt.  Defiuireii  wir 
fortaa  das  Symbol  d  durch  die  Identität 

df-X(f)dX,  (15) 

so  hat  man  identisch: 

dM=Bpdx-^qdy;  dp^rdx-^sdy;  dq  =  8dx-\-tdy  (16) 
und  X{f)  hat  die  Form 

Z(/)^f^(/-)  +  ,^.tf)  +  ff|^+oJ^  +  T^  (17) 

WO  ^rjQGT  Functionen  yon  x,,t  bedeuten.  Die  oo^  Streifen, 

welche  sich  durch  Integration  der  Gleichungen: 

dxidffidgidpidqidridsidt 

ergeben,  sollen  die  Bahnstreifen  ron  X(f)  heissen. 

Zwei  vereinigte  Elemente  x..t  und  x  +  dx ,  ,$  dt 
werden  durch  X(f)  in  benachbarte  Elemente  x+dx».  und 

z-\-  dx-^  d(x-]-  fix) .  .  .  übergeführt,  welche  wieder  Tcreinigt 
liegen,  wenn  mau  hat: 

ddg  siss  dpdx  +  dqdy pdSx qddy  \ 

ddp  =  dröx  +  dsSy  +  rddx  +  sdSy  I  (19) 

ddq  =  dsdx  -h  ätdy  -|-  sddx  +  tdöy  j 

Subtrahirt  man  von  diesen  Gleichungen  bez.  die  folgen- 
den drei: 

ddä  =  dpdx  •+  dqdy  +  pddx  -j-  qddy  | 

ddp      »rdx  -I-  dsdy  +  rddx     sdSy  l  (20) 

ddq  »8  dsdx  +  didy  +  addx  +  i^dy  I 
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welche  ausdrücken,  dass  die  Elemente  x  dx . .  t  dt  und 
x-\-  öx  4-  d  (x-^f^x)...  t  -f-  dt  -\'  d(i-^dt)  fereinigt  liegen, 
so  folgeu  die  Beziehungen: 

dp<)x  -  öpdx  -\-  dqdij  —  ('iqdi/  =  0 
drdx — drdx-\-ds()y  —  dsdy  —  0 
dadx  ^  dsdx-Y  dt6y  —  ötdy  0 

von  denen  die  erste  wegen  (14),  (16)  von  selbst  erfüllt  ist. 
Die  andern  beiden  schreiben  wir  abkürzend: 

(dö\  =  0,      {dd\     0.  (21) 

Da  umgekehrt  aus  (21)  wegen  (20)  die  Relationen  (19) 
folgen,  so  haben  wir  den  Satz: 

«Damit  die  infinitesimale  Streifentransformation  X{f) 
2  benachbarte  vereinigt  liegende  Elemente  wieder  in  solche 
flberfllhre,  ist  nothwendig  und  hinreichend,  dass  jene  Ele* 
mente  den  Bedingungen  (21)  genagen,  wo  d  durch  (15) 
definirt  ist.' 

Es  erhebt  sich  nun  die  Frage:  Wie  muss  X{jf)  be- 
schaffen sein,  damit  irgend  2  benachbarte  Elemente,  die 
(14),  (21)  befriedigen,  in  benachbarte  vereinigte  Elemente 
ttbeigeführt  werden,  die  wiederum  den  Relationen  (21) 
genOgen?  Dazu  ist  notii wendig  und  hinreichend,  daas  man 
identisch  habe: 

d(dd)^-  Mä^),+,i,(dd), 

unter  .  .  n.,  ünbestimnito  Factoren  der  Qrössenorduung  fiX 
verstanden.  Führt  man  die  Differentiationen  links  mit  Rück- 
sicht auf  (14),  (15)  aus,  und  vergleicht  die  Goefficienten  von 
dXy  djf^  df,  d«,  dt  auf  beiden  Seiten,  so  folgt,  wenn  partielle 
Di£Pereniialquotienten  durch  untere  Indices  angedeutet  werden : 
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Xq  4-  qM^)  -  ^M9)  +  ö       -  vM") 
eil  —  le«  4- öv<  — 'i<'<  =  —^9 

Xo  4-  öJ,(«  -  I J,(a)  4-  tJ.(i?)  -  i?J.(r) 
Xr  +  0 J,(0  -  iA,iü)  +  tA,(fi)  -  ,  J,(t) 

Ofr —         4*  ^Vr  —  n'^r  —  — 

—  ü  4-  —  |o,  4-  Tf?,  —  ^T,  —    —  — 

—  Xi;  4-  ü^i  —  f  Or«  4-  Tfji  —  IJTl  «=  — 

Da  es  sich  aogenseheinlich  nm  sine  Eigensehaft  der 
Bahnstreifen  bandsU,  so  kaon  man  unbeschadet  der  All«- 
gemeinheit  ^  r.^- 1  seteen,  wodurch  sich  obige  Formeln  etwas 

vereinfachen. 

Genügen  die  ^,  o,  o,  r  identisch  den  Kelationen,  welche 
durch  Elimination  von  ^j^j/^i/'g  aus  (28)  (24)  folgen,  so 
hat  das  Bshnstreifensystenfi  (18)  offenbar  folgende  Eigenschaft: 

,Hat  man  einen  beliebigen  Streifen  8^  der  den 
Differentialgleichungen  (21)  genügt,  so  bilden  die 
00*  Streifen  des  Systems  (18),  welche  bez.  von  den 

QO*  Elementen  von  S  auslaufen,  eine  Fläche,  da  ja 
je  2  anfeinandei  folgende  dieser  Strei fea  nach  ihrer 
ganzen  Ausdehnung  vereinigt  liegen.' 

Wir  nennen  ein  solches  System  von  oo'  Streifen  ,ein 
unbeschrankt  integrables  Streifensystem/ 
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m. 

Wir  setzen  in  (17)  i;  = -1,  und  legen  der  im 

Uebrigen  beliebigen  Streifentransformation  X  (/")  nur  die 
BedintTiüig  auf,  dass  die  2  totalen  Differentialgleich inigen  (21) 
eine  intograble  Combination  liefern  soUen,  d.  h.  eine  Relation 
der  Form: 

dFr-:  g,{d^\  +  e,m»  (25) 

erfGÜlt  sei,  worin  F  eine  Funktion  Ton  .  t  bedeutet,  und 
unter  Gebrauch  der  Abkfirznngen  pa^.  102: 

dF  ^  Mdx  +  Ndff  -f  MÖr  +  Sds  +  T6i 

gesetzt  ist;  QiQ^  sind  unbestimmte  Faktoren  der  Grössen- 
ordnung  l;dX. 

Indem  man  in  (25)  die  GoefHcienten  der  willkürlichen 
Differentiale  auf  beiden  Seiten  gleichsetzt  und  e,,  eliminirt, 
folgen  die  Bedingungen 

ICA'  —  SÄ-^  T  =  0,  (26) 


Dies  sind  aber  zusammen  mit 


(28) 


1:=^+«^-  a='+'^ 

nichts  andere??  :ils  die  Charakteristikengleichungen  der  par- 
tiellen Ditlereutialgleichung  (1).  Da  aus  (2G),  (27),  (28) 
umgekehrt  (25)  folgt,  so  gilt  der  Satz: 
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pDie  Bedingmig,  dass  die  Gleichungen  (21)  eine 
integrable  Gombination  6F  zulassen,  ist  äqniyalent 
mit  der  andern,  dass  die  Bahnstreifen  jonX{f)  den 
Oharakteristikengleichungen  von  F^C  genügen.* 

Die  Gieichungen  (28)  sind  völlig  äquivalent  mit  den 
folgenden: 

^  =  uA-vA,    4-  —  v-i-wA.    ~-  =  wA-wA  (29) 

unter  u..d>  die  allgemeinsten  Funktionen  von  Ter* 
standen,  die  (5),  (6)  befriedigen;  berechnet  man  namlieb 
uvw  aus  (29)  und  substitairt  in  (5),  (6),  so  kommen  gerade 
wieder  die  Gleichungen  (28);  umgekehrt ,  sind  die  letzteren 
befriedigt,  so  genügen  alle  Werthsystenie  uvwd)^  die  (29) 
erfüllen,  auch  den  Relationen  (5),  (6). 

Des  weiteren  verlangen  wir  jetzt,  dass  die  Gleichungen  (21) 
noch  eine  zweite,  Ton  (25)  imabhäugtge  integral)! c  Oom- 
bioation  zulassen,  d.  h.  dass  man  ausser  (25)  noch  habe: 

ÖF'      Q[(dd),-he'Add\  (30) 
mit  der  Bedingung 

Es  folgt  zunächst,  dass  die  Gleichung 

E'A^ -S'A'\- T'  =  0  (32) 

mit  (26)  eine  Wurzel  gemein  hat,  die  wir  «,n^rade  mit  A 
l)t"/t'ichnen  wollen;  es  besteht  also  (Uj  identisch.  Ferner  müssen 
alle  Systeme  von  Funktionen  m..c5,  die  (29),  mithin  nach 
obiger  Beuierkuug  auch  (5),  (6)  erfiillen,  nun  uuch  den  lit^Ia- 
tioneii  (7),  (8)  genügen;  da  die  Gleichungen  (5). .  {S)  somit  eine 
der  Grössen  u..oj  ganz  willkürlich  lassen,  müssen  überhaupt 
alle  4-gliedngen  Determinanten  (13)  verschwinden.  Umge- 
kehrt, ist  letzteres  der  Fall,  ohne  dass  alle  3-gliedrigen 
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Deierminanten  Ton  (9)  null  werden,  80  kann  man  ans  dreien 
der  Gleicbnngen  (5)..(S),  etwa  aus  (5),  (0),  (7)  die  uvw 
in  der  Form  berechnen: 

tt  =  Ä?j  —  A^cö^  V  ==■  k^-\-  ^l^tü,  m:  =  Z:,  —  A(ü  (33) 

wo  Ä  die  wegen  (9)  vorhandene  gemeinsame  Wurzel  Ton 
(26),  (32)  bedeutet;  man  erkennt  dies  leicht  durch  Anwendung 
Ton  Sjlvester^s  dialjtischer  Eliminationsmethode  auf  (20),  (32). 
Setzt  man  jetzt 

Q  =  k^-\-Ak^  o=«^  +  .iÄr„  T  =  *i  (34) 

80  genügt  das  Streifensystem,  das  durch  die  Gleichungen 

dy      .     ä»        .     .  dp 

d»       '    dx     ^  ^  ^       dx        '  ' 

dq  dr  dB  dt  ^^^^ 

^  =  ^«e.  ^^  =  T 

definirt  ist,  w^en  (34),  (33)  den  Relationen  (29),  worin 
jetzt  u,,w  Funktionen  Ton  bedeuten,  die  sowohl  (5), 
(6),  als  auch  (7),  (8)  befriedigen.  Wir  haben  somit  den  Safas: 

„Das  identische  Bestehen  der  Relationen  (13)  ist 
die  nothweiidige  und  hinreichende  Bedingung  dafür, 
dass  die  beiden  Differentialgleichungen  (1),  (2)  ein 
System  von  oo^  Charakteristiken  miteinander  gemein 
haben;  dieses  System  ist  durch  (35),  (34),  (33)  ein«- 
dentig  festgelegt.* 

Setzt  man  in  (27),  (27  a),  (29)  far  A  die  zweite  Wurzel  0 
von  (26),  so  erhält  man  die  Definitionsgleichungen  des 
zweiten  Charakteristikensjdtems  von  F.   Nennen  wir  einen 
Streifen  der  die  Differentialgleichung  d  E'  =  0  befriedigt, 
kur^  einen  Streifen  von  F\  so  gilt  der  Satz: 

1)  Daw  die  Gleichuogen  (20),  (33)  keine  verschwindendeB  Dis- 
krivinaatea  besitsen,  iat,  wie  man  leicht  tiebt,  eine  aothwendige 
YoiUisetBUDg  fttr  die  Gttltigkeit  obiger  EDtwickelongen. 
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.Die  Relationen  (13)  sind  die  noth wendigen  und 
hinreichenden  BedingnngendafOr,  daesalieehftrakte- 
risiischen  Streifen  des  2.  Systems  von  F  Streifen  von 
F't  sowie  alle  charakt.  Streifen  des  2.  Systems  von 
Streifen  yon  F  seien.*  Wegen  des  yöIHgen  RedprocitSts- 
yerhältnisses  zwischen  F  nnd  F'  genügt  es,  den  ersten  Tbeil 
der  Behauptung  7.u  erweisen. 

Wir  haben  zu  zeigen,  dass  jede  der  Gleichungen  (5), 
(6)  und: 

eine  Folge  der  beiden  andern  ist.  Kiindert  man  aber  die 
Matrix  dieser  3  Gleichungen  mit  der  llorizontalreihe  iV^,  0, 
JR',  S\  T\  und  der  Verticalreihe  0,  0,  0,  1,  so  folgen  nach 
leichter  Umformung  die  Bedingungen: 

M   Ii   S   TO  Ol! 
N    (\  R  S   T       O  M  ^  Q 
\M'  Ii'  S'  T'  0  -Aa 

ii  N'  0  R'  s'  r  x\ 

welche,  wie  leicht  ersichtlich,  mit  (13)  völlig  äquivalent  sind, 
w.  z.  b.  w. 

Wir  behaupten  nun: 

»Das  genieiubame  Chariikteristikensysteni  (35) 
vofi  (1),  (2)  ist  ein  unbeschränkt  integrables  Streiten- 
system." 

Ks  gentigt  zunächst  den  beiden  Identitäten  (25),  (30); 
ersetzt  man  darin  die  ^x,,  durch  die  dx..,  so  folgt: 

dF  ^  dF'^O  (36) 

Differentiirt  man  jetzt  (25),  (30)  mit  dem  Symbol  d 
und  beachtet  die  für  jedes  f  geltende,  leicht  zu  verificireude 
Identität 
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so  folgt  wegen  (36): 
Q,d{dd\  +  g,didd),  +  idQ,-P)(dd\  +  {de,^QKdd,)  ^  0 

o[d{dd),  +  Q'^d(dd),  H-  {dü[ -P'){dd\Mdg'-Q'){dd),  0 

woraas  sich  wegen  (31)  zwei  Identitäten  der  Form  (22)  er- 
geben, w.  z.  b.  w.  Die  gemeinsamen  IntegralflSchen  toq 
(1),  (2)  werden  demnach  durch  folgenden  Procees  erhalten: 

,&fan  beatimme  einen  Streifen  II.  0.  jS^,  der  den 
Differentialgleichungen  (14),  (21)  genügt,  worin  die 
d  durch  (35)  definirt  sind,  oder  auch  (was  weg<Mi 
(25),  (30),  (31),  auf  dabselbe  lierauskonimt)  irt^'eiid 
einen  gemeinsamen  Streifen  von  F  und  F';  sodann 
durch  Integration  von  (35)  die  oo*  Streifen,  welche 
bez.  TOn  den  einzelnen  Elementen  von  S  auslaufen 
and  durch  sie  bez.  eindeutig  festgelegt  sind.  Diese 
00^  Streifen  ordnen  sich  dann  zu  einer  gemeinsamen 
Infcegralfi&che  von  (l),  (2)  zusammen.* 

Wir  können  für  den  Ausgangsstreifen  S  y  und  m  als 
Nvillkurliclie  Funktionen  von  x  annehmen,  ferner  in  einem 
beliebigen  Punkte  der  so  deiinirten  liannicurve  ein  Werth- 
system q,  das  die  Relation  dg  ==  pdx  -r  Qdy  befriedigt, 
was  00^  Möglichkeiten  bietet;  endlich  können  wir  noch  für 
st  beliebige  Anfangswerthe  festsetzen,  wodurch  dann  auch 
der  Anfangswerth  von  r  bestimmt  und  vermöge  (14),  (21) 
der  Raumcurre  entlang  ein  Streifen  festgelegt  ist.  Also: 

«Bestehen  die  Relationen  (13),  so  gehen  durch 
jede  Raumcurve  oo'  Integralflächen  von  (1),  (2)  hin- 
durch.* 

Soll  eine  IntegralflSche  von  (1)  auch  (2)  befriedigen, 
so  mOssen  die  auf  ihr  verlaufenden  oo'  Streifen  des  1.  Cha- 

rakteristikeujsjbtems  von  (1)  der  Gleichung 

dF'  =  0  (37) 
genügen;  da  aber  das  System  der  lielationen  (27),  (27  a), 
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(28),  (37)  augenscheinlich  auf  (35)  /urQckfQhrt,  so  schliessi 
man  leicht,  dass  durch  unaere  Methode  alle  gemeinsamen 
Integrale  von  (t),  (2)  geliefert  werden. 

Das  Bemerkenewerthe  dieser  Methode  besteht  darin,  dass 
sie  ein  yoUkommenes  Analogon  zo  der  von  Lagrange,  Char- 
pit,  Monge  begründeten,  von  Lie  geometrisch  präcisirten 
Integratiuiismethode  der  partiellen  Differentialgleichungen  1. 0. 
darstellt.  In  der  Tliat  läset  sich  auch  ein  grasser  Theil  der 
an  die  genannte  Methode  sich  anschliessenden  geometrischen 
Sätze  auf  unsern  Fall  übertragen,  was  indes  hier  nicht  weiter 
amgefÜhit  werden  soll.  Worauf  es  uns  hier  vor  Allem  an- 
kam, war,  den  Begriff  des  unbeschrankt  integrabeln  Streifen- 
Systems  anfenstellen  nnd  an  einem  besonders  einfiiehen  Falle 
zu  erläutern. 
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Ueber  Blei  und  Fahlerz-Gänge  in  der  Gegend  von 
Weümttnster  und  Kunkel  in  Nassau.  0 

Von  F,  T«  ä«Adb«rger« 

Die  fragliche  G^end  gehört  zu  der  dem  nordwesÜiehen 
Abhänge  des  Tannusgebirges  vorgelagerten  HfigeUandschaft, 
welche  Tielfache  Gesteinswechsel  bemerken  lisst  Dachscbiefer 
der  oberen  Abtheilang  des  Unterderons  (Orthoceras-Schiefer) 

sind  an  vielen  Orten  entwickelt  und  werden  bei  Langhecke 
seit  Jaiiiiiunderten  ubyjebaut.  Nur  zuweilen,  z.  B.  bei  Lützen- 
dorf nächst  Weilniiiiister,  EuKngen  und  Niederseltera  ent- 
halten sie  Leitversteinerungen  {Orthoceras  trianguläre  und 
commtituiumj  Ganiatiies  compressus  u.  a.),  die  freilich  auch 
auf  grossen  Strecken  fehlen.  Graugrüne  ganz  in  Schalstein 
umgewandelte  Diabastufte  sind  ebenfalls  sehr  häufig  und 
ebenso  wie  eruptive  dichte  Diabase  für  das  Vorkommen  der 
Erze  von  hervorragender  Bedeutung. 

Eine  grosse  Anzahl  von  aufgelassenen  Gruben,  sowie 
einige  noch  im  Gange  befindliche  sind  in  diesen  Gesteinen 
unter  eigenthflmlichen  Verhältnissen  betrieben,  wie  Verfasser 
z.  Th.  noch  selbst  gesellen  hat.  Dieselben  liegen  fast  sümnit- 
lich  in  einem  von  KU  nach  ÖVV  von  Weüraünster  bis  Weyer 

^)  Behu&  d«r  geographisehen  OrieatimDg  empfiehlt  siGh  die  der 
Bwehreibung  des  ßergreviers  Weilburg  von  Fr.  Wenekenbacb, 
Bonn  1879,  beigefügte  Uebendchiikarte. 

8* 
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▼erlaufenden  Zc^e.  Am  besten  beobachtet  wurde  das  Vor^ 
kommen  Ton  Weyer  bei  Runkel,*)  welebes  längere  Zeit  von 
dem  um  den  nassanischen  Bergbau  hochverdienten  Geh.  Berg- 
rath Fr.  Odern  heim  er  geleitet  und  erst  1846  aufgelassen 
wurde.  Die  Schichten  streichen  hier  h.  4 — 5,  die  drei  Gänge 
aber  h.  7 — 9,  jenseits  h.  9  hörte  die  Erzführnni^  auf.  Die 
Erze  waren  i;i-oss1)lättriiror  Bleifflanz  mit  geringem  und  F;ilii- 
QTZ  mit  hölieit-m  .^iibergelialte.  Ais  Gangarten  traten  i>raun- 
spath  uud  Quarz  auf,  an  letzteren  waren  die  Erze  gebunden. 
Bleiglanz  fand  sich  hauptsächlich,  wo  der  Thonscbiefer  an 
dichten  Diabas  anstieas,  Fablerz  dagegen,  wo  er  mit  aufge« 
loekeitem  Schalsteine  wechselte,  seltener  kamen  beide  Erze 
gemengt  vor.  In  der  Teufe  legten  sieb  die  Schichten  ganz 
flach  und  der  Diabas  wurde  immer  machtiger  und  dichter, 
während  die  Gangspalte  ganz  zusammengedrQckt  und  nur 
als  Besteg  erschien.  Es  unterliegt  wohl  keinem  Zweifel, 
dass  der  in  höherer  Teufe  vorgefundene  Diabas  nur  Aus- 
läufer eines  Stockes  in  der  Teufe  darstellte,  welcher  noch 
keine  Au>laugung  erfahren  hatte  und  daher  aucli  keine  Erze 
lieiern  konnte.  Was  ich  in  der  letzten  Zeit  de»  ikiiieln 
(1840)  selbst  ant  der  Grube  Mehlbach  gesehen  habe,  stimmt 
ganz  mit  Odernheimer's  Bericht  über  Weyer  überein,  auch 
hier  erschien  der  damals  betriebene  Erzgang  in  dichtem 
Diabase,  dessen  KlOfte  zuweilen  mit  Yerwachsungen  von 
blauem  Asbest  und  Kalkspath  ausgefüllt  waren,  TÖllig  zer- 
drückt und  nur  als  Besteg.  Es  unterliegt  also  keinem  Zweifel, 
dass  beidemale  die  Aufreissung  der  Oangspalte  in  dem  fiber^ 
aus  zähen  Diabase  aus  mechanischen  Gründen  unmöglich 
war  und  selbstverständlich  auch  eine  Injection  der  Mineralien 
der  Erzgänge  von  unten  im  Sinne  der  damals  noch  allgemein 
angeuommenen  Erzgang-Theorie  ganz  unzulässig  erscheint. 


1)  Odernheimer  in  s.  Zeitschr.  Das  Beig^  und  Hüttenwesen 
im  Uerzogtham  Naasau.  I.  S.  90  f. 
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Durchaus  analog  Terbalten  sich  die  Fahle»  f&hrenden 
Gänge  der  Graben  Ednard  und  Alter  Mann  bei  Langhecke, 
Qoldkante  bei  Weinbaeh,  Tidleicht  aacb  der  Gmbe  Laubns 
bei  Haintchen. 

Die  Grube  Älter  Mann  resp.  die  7ai  ihr  ^eluh-ende 
Grube  Kothenküppel  bietet  daa  einzige  mir  bek;iiinte  Beispiel 
von  hoflichem,  d.  b.  mit  Erzen  imprü^nirtem  Nebengestein. 
Der  Schalstein  im  Hangenden  des  Bleiglanzganges  enthält 
nämlich  eingesprengte  und  angeflogene  Kupfererze,  besonders 
Kopferlasur^)  in  Menge;  doch  kommen  auch  kleine  Partien 
▼or,  welche  ganz  den  Habitue  von  aus  Fahlerz  entstandenem 
ZiegelefK  beeitoen,  wie  ich  a.  Z.  seihet  gesehen  habe. 

Die  Mineralien  der  Gänge  zeigen  keine  bestimmte  Reihen- 
folge, besonders  der  Braunspath,  welcher  in  der  Regel  unter, 
aber  wie  auch  anderwärts  stellenweise  auch  ülier  dem  Quarze 
erscheint,    im  Ganzen  kommen  folgende  vor; 

1.  Braviuspaih  in  schwachgekrfimmten  RhomboSdem 
▼on  2,94  spec.  Gew.  oder  derben  Massen,  im  frischen  Zu- 
stände  von  rein  weisser  Farbe.  Auf  den  Halden  geht  die 
Farbe  sehr  bald  in  das  Gelbliehe  und  sohliesslieh  Tiefbraun 

über,  weil  Elisen-  und  Manganow  lul  in  höhere  Oxydations- 
stufen  umgewandelt  werden.  Nach  dem  spec.  Gew.  würde 
der  Braunspath  Breithaupt  a  Tautoklin  :&imächst  stehen. 

2.  Kalkspath  findet  sich  sparsam  in  kleinen  wasser- 
hellen Krystallen  R*.  R  über  dem  Braunspath.  Ich  bin  sehr 
geneigt,  ihn  fSr  ein  Zersetzungsprodukt  des  letzteren  anzu- 
sehen, welches  bei  der  Oxydation  der  fibrigen  Bestandtheile 
abgeschieden  worden  ist. 

3.  Quarz,  hi  einer  der  wichtigsten  Bcbtaudtheile  der 
G&nge  und  flndet  sich  entweder  derb  und  von  grauweisser 


1)  Wenokenbach,  Jahrb.  d.  muw.  Vereiiu  f&r  Natarkunde. 
XXXI  0.  XXXn.  8. 100. 
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Farbe  oder  iii  farblosen  kleineu  Krystallgruppeii  oo  Ii.  U, 
weiche  uichi  selten  krystalliairtes  Fahlerz  Dmachliessen. 

4.  Ffthlerz  häufig  krystallwirt  in  den  Formen  «0. 

WOZU  selten  noch  ~        hinzukommt,  oder  derb.  Das  Mi' 

neral  von  4.82  spec.  Gewicht  ist  stahlgrau  mit  rein  8chw»r«©in 
Strich.  Es  <j^ibt  vor  dein  lj«>throhre  sehr  deutliche  Reuctionen 
auf  Antimon,  Arsen  und  schwache  auf  Wisunith;  Kobalt  ist 
in  demselben  nicht  enthalk'ii,  sondern  nur  Kupfer,  Eisen, 
Zink  und  wechselnde  (Quantitäten  von  Silber,  welche  zuweilen 
bis  SU  1  proc.  steigen.  Es  handelt  ^\c\\  daher  nm  ein  Antimon- 
Arsen -Fahlerz,  welches  den  Vorkomni(.Mi  von  Mtlsen  bei 
Siegen  und  Brixlegg  snn&cbst  stehen  dürfte.  Wie  ersteies 
s&eig^  es  auch  zuweilen  einen  ddanen  tJeberzug  von  Kupfer» 
kies,  Ober  dessen  Bedeutung  ich  mich  wiederholt  ausge- 
sprochen habe.^)  Von  den  Producten  der  Oxydation  des  Fahl- 
erzes wird  9|^ter  die  Rede  sein. 

5.  Antimonsilberblende  (Uuukles  HnthiTüliigerz).  Ki  v- 
stalle  dieses  stets  über  Fahlerz  auftretenden  Erzes  .sind  sehr 
selten,  doch  fand  icli  deutliche  Säulenflächeu  an  Stücken 
von  Grube  Mehlbach,  aber  die  Enden  waren  nicht  gut  aus- 
gebildet. Derbes  Rothgültigerz  ist  in  früheren  Jahrhunderten 
offenbar  auf  mehreren  Gruben  getroffen  worden.  So  berichtet 
Wenckenbach*)  nach  den  Acten  Aber  eine  2^»  Oentaer 
schwere  Masse,  welche  um  1600  auf  der  Chrube  Altermann 
hei  Langhecke  eingebrochen  ist.  Von  Wejer  wird  kein 
Rothgültigerz  erwähnt. 

6.  Bleiglauz.  Das  Mineral  ist  auf  allen  Gängen  und 
zwar  in  grossblättrigen  Aggregaten  vorgekommen,  aber  in 
grösserer  Menge  nur  zu  Weyer  am  C!ontacte  von  Thonschiefer 

')  Untersuchungen  Über  Ensgänge.    II.  S.  289  f. 
-)  Jahrb.  d.  aan.  Vereiiu  f.  Naturknade.    XXXi.  a.  XlSSl, 
Ö.  196. 
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mit  dichtem  Diabas,  sowie  in  faiistf^^ossen  Knollen  in  Braun- 
spath  angewachsen  auf  der  Grube  Goldkante  bei  Weinbach 
unweit  Weilbnrg;  anf  der  Grube  Mehlbach  hat  er  nur  eine 
untergeordnete  Rolle  gespielt.  Kiystalle  sind  mir  nicht  zu 
Gesicht  gekommen.  Der  Silbergehalt  ist  gering,  nur  1  Lotb 
im  Gentner. 

7.  Kupferkies.  In  geringer  Men*:^e  derb  und  zuweilen 
in  verzerrten  quadratiachen  Sphonoideii  krv.stallisirt  auf  Quarz, 
sowie  sehr  selten  als  dünner  Ueberzng  auf  Fahlerzkrystalleii 
auf  Grube  Mehlbacb.  Eine  bergmännische  Wichtigkeit  hat 
er  nicht  besessen. 

Zenietsimgs-Ftodiiote. 

a)  von  Fahierz. 

8.  Gblbeisenerz.  Wie  an  vielen  anderen  Orten  beginnt 
auch  an  den  Fahlerzen  der  hier  besprochenen  Erzgange  die 
Zersetzung  mit  der  Bildung  einer  Menge  Ton  Elfiftchen,  in 
welchen  schwefelsaures  Eisenoxydul  und  Kupferoxydul  ent- 
halten ist  und  durch  destillirtes  Wasser  ausgezogen  werden 
kann.  Das  Erz  geht  dann  in  eine  matte  schmutziggrüne 
Masiie  und  schliesslich  in  eine  ockergelb  gefärbte  erdige 
Substanz  über,  welche  weder  Kupferoxyd,  noch  Arsen  oder 
Antimon  enthält,  wohl  aber  Eisenuxyd  und  viel  Wasser, 
daher  als  (^elbeiseners  bezeichnet  werden  muss.  Es  ist  der 
letzte  Rest  des  Erzes,  ans  welchem  auch  Arsen  und  Antimon 
durch  alkalische  Gewässer  ausgelaugt  worden  sein  müssen; 
Ziegelerz  kommt  nicht  vor. 

9.  KnpfexBchaiiiil  in  blätterigen  Partien  bedeckt  eu- 
weilen  die  eben  erwähnte  graugrOne  Schicht  des  Fahlerzes, 
ist  aber  bisher  nur  auf  der  Grube  Mehlbach  als  Seltenheit 
gefunden  worden. 

10.  Tbrombolith.  Aus  dem  Gemenge  mit  arsen'^unrem 
Kupferoxyd  scheidet  sich  steUeuweise  ein  mattgrUnes,  halb- 
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erdiges  Mineral  aus,  welebes  aus  Enpferoxyd,  Äntimoiiaftiire 

und  Was^LT  mit  wenig  Eisenoxyd  besteht  uud  gaiiü  mit  dem 
Thrombolith  von  Rezbanya  übereinstimmt. 

11.  Eupferlasur.  Ueberdeckt  die  gelbe  Zersetzungs- 
Schicht  in  kugeligen  und  traabigen  Aggregaten,  die  zuweilen 
in  deutliche  Krystaile  ooPoo^OP  —  P*ooP  aoalaafen.  Be- 
sonders schön  TOD  Qrube  Eduard  bei  Langhecke. 

12.  Halacbit  in  kleintraubigen  Aggregaten  findet  sich 

in  geringerer  Menge  zwischen  und  über  der  Kupferlasur  und 
niuss  als  jünger  wie  diese  gelten.  Die  kohlensauren  Kupfer- 
oxyde sind  daher  sehr  spät,  vermuthlich  durch  Zersetzung 
des  Vitriols  durch  kohlensauren  Kalk  des  Braunspaths  aus- 
gefällt worden. 

13.  Enpfennanganefs  von  schwarzer  Farbe  und  brau- 
nem Strich  tritt  ebenfalls  in  kleintranbiger  Form  als  jfingstes 
Kupfererz  aber  den  bisher  erwähnten  Mineralien  auf,  genau 
so  wie  bei  Saalfeld,  Kamsdorf  und  Freudenstadt 

b)  von  Bleiglauz. 

14.  Weissbleierz.  Ist  auf  Grube  Mehlbaeh  in  kleinen 
bttndelartig  zusammengehäuften  Aggregaten  in  geringer  Ifenge 
gefunden  worden. 

15.  örünbleierz.  In  ilünnen  grünen  üeberzügen  auf 
Quarz  gleichfalls  aut*  Grube  Mehlbach. 

10.  Mennige  in  deutlichen  Pseudomorphosen  nach  Weiss- 
bleierz, welche  in  zerfressenem  Quarze  eingewachsen  waren. 
Ich  habe  diese  merkwürdige  und  seltene  Pseudomorphose 
schon  1845^)  bekannt  gemacht,  mich  aber  einer  Erklärung 
derselben  enthalten.  Auch  jetzt  bin  ich  noch  nicht  zu  einer 
solchen  gelangt,  da  ich  mich  den  von  Blum^)  gegen  eine 

1)  Jahrb.  f.  Min.  1645.  S.  Ö77. 

^)  I.  Naehtcaff  sa  den  Pseudomorphosen.  S.  92. 
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Entstehung  derselben  durch  Kiuwirkang  Yon  Hitze  vorge- 
brachten Bedenken  nicht  verscbliessen  kann.  Dass  in  ur- 
alter Zeit  einmal  Betrieb  durch  Feuesaetsen  stattgefunden 
haben  könnte,  ist  ja  nieht  so  leugnen,  aber  eine  so  schöne 
Erhaltung  der  Form  nur  denkbar,  wenn  die  Wärme  all- 
mählich auf  das  yon  Quara  umschlossene  WeissbleierB  ein- 
gewirkt hätte.  Leider  besitze  ich  das  Belegstack  nicht  mehr. 
Solche  von  anderen  Fundorten,  die  ich  untersucht  habe, 
zeigen  keine  Erscheinungen,  welche  aul  Üiuwirkung  hoher 
Temperatur  deuten. 

Wenn  man  sich  die  Art  der  Ausfüllung  der  Gänge  klar 
au  machen  sucht,  so  ist  es  vor  Allem  nöthig,  die  Bestand* 
theile  der  Nebengesteine  in  Betracht  zu  ziehen. 

In  erster  Linie  sind  die  Schalsteine  näher  zu  charakteri- 

siren.  Von  diesen  liegt  zwar  eine  Anzahl  von  Analysen 
von  Neubauer  und  Dollfns*)  vor,  wobei  aber  nur  die 
bf'i  Ljewöhnh'chen  quantitativen  Analysen  übliche  Menge  von 
1  — l^a  g  untersucht  wurde;  Schwermetalle,  Antimon  und 
Arsen  sind  in  diesen  f^jewöhnlich  nicht  berücksichtiget.  Allein 
das  constante  Auftreten  von  Beschlägen  secundärer  Kupfer- 
erze in  den  Schalsteinen  und  das  Gebnndensein  der  Knpfer- 
kiesgänge  an  sie  hatte  mich  schon  1852*)  veranlasst,  den 
Eupfergehalt  des  Nebengesteins  als  Qnelle  dieser  metaUi- 
schen  Ausscheidungen  zu  bezeichnen.  Dieser  ist  nun  durch 
Analysen  mit  10—12  g  Substanz  unzweifelhaft  nachgewiesen 
worden,  aber  daneben  auch  in  einigen  ein  solcher  von 
Antimon,  Arsen  und  Zink,  d.  h.  sümmtliche  Bestandtheile 
des  Kn})f«'rkie.se.s  und  des  Fahlerzes.  Um  auf  Silber  zu 
prüfen,  hätte  noch  eine  weit  grössere  Menge  Schalstein  in 
Arbeit  genommen  werden  müssen,  da  es  auch  in  den  Fahl- 
erzen  nur  in  geringer  Menge  auftritt.   Trotzdem  ist  aber 

^)  Jahrb.  d.  nass.  Vereins  f.  Naturkunde.   X.  S.  49  ff, 
*)  Jahrb.  d.  nass.  Vereiaa  1  Natorkimde.  VUI.  S.  6. 
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sein  Vorkommen  nieht  zweifelhaft  und  seine  locale  Ooneen- 

tration  7ai  Hotbgültigerz  augeniUllig.  Dass  das  Fahler/  in 
den  Gängen  an  Schahtein  als  Nebengestein  gebunden  war, 
ergibt  sich  aus  obigen  Bemerkungen  als  notli wendig.  Da» 
zur  Um\van(Üung  der  Oxyde  in  Schwefelmetalle  nöthige 
schwefelsaure  Natron  fehlt  in  keinem  Schalstein  und  organi- 
sche Substanz  ist  ja  in  allen  vorhaaden,  welche  einiger» 
UMMsen  zersetzt  erscheinen. 

Anders  yerhält  sich  der  Bleiglanz,  welcher  Torzogsweiae 
da  einbrach,  wo  Thonschiefer  das  Nebengestein  bildete.  fiSi 
erscheint  auffallend,  dass  die  Schalsteine  kein  Blei  enthalten, 
während  dasselbe  doch  in  Kalkspathklfiftchen  jüngerer  Diabase 
z.  B,  in  der  Gegend  Ton  Weilburg  und  Diez  hSufig  genng 
als  Bleiglauz  in  Begleitung  von  Zinkblende  und  Kupferkie.^ 
beobachtet  wird,  aber  die  Thatsaclie  bleibt  desshalb  doch 
bestehen.  DaL^egen  ist  Blei  in  den  Orthocerasscbiet'eni  und 
auch  älteren  (Riiipidophylien-jSchiefern  der  Lahngegend  sehr 
verbreitet,  während  Kupfer  in  diesen  nur  untergeordnet  auf- 
tritt. Es  wird  das  wohl  der  Grrund  sein,  warum  Bleiglanz 
vorzugsweise  in  den  Gangklüften  zwischen  Thonscbiefer  und 
dichtem  Diabase  auftrat  nnd  nur  ausnahmsweise  mit  Fahlerz 
zusammen  Torkam. 

Betrachtet  man  femer  die  Gangarten,  so  lässt  sich  im 
Allgemeinen  behanpten,  dass  Braunspath  schon  in  einer  frOhen 
Periode  der  Auj^laugung  das  Nebengesteins  reichlich  gebildet 
wurde,  da  er  schon  als  solcher  in  dem  Schalstein  vorhanden 
war,  während  C^uaris  erst  bei  sehr  .starkem  Angriffe  des 
Nebengesteins  aus  dessen  Silicaten  abgeschieden  werden  konnte, 
wobei  auch  die  schwermetalliscben  Bestandtlieile  desselben 
in  Freiheit  gesetzt  und  auf  bekannte  Weise  in  Schwefel- 
metalie  umgesetzt  wurden.  Dass  dieselben  in  der  Regel  erst 
mit  dem  Quarze  auf  der  Gangspalte  erscheinen,  ist  also  sehr 
erklärlich. 

Vergleicht  man  andere  Gange,  so  eiBcheint  das  hier 
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geschilderte  Vorkommen  gewisserroassen  als  eine  Miniatur- 
ausgäbe  der  an  Diabas  mit  süberhaitigein  Auglt  (0,001  Silber) 
gebandenen  weltberfibmten  GSnge  toh  Andreasberg  am  Harze; 
aaoh  mit  Pribram  besteben  gewisse  Analogien.  Entfernter 
sind  scbon  diejenigen  mit  dem  Wolfacber  Wenzelgange,  da 
zwar  die  Art  der  Ausfüllung,  nicht  aber  auch  die  Lagerangs- 
Verhältnisse  mit  den  uassauischen  Uebereinstiuimung  bemerken 
lassen. 

Die  Ausbeute?  war  im  vorigen  Jabrhundert  Tiicbt  unl)e- 
trächklich  und  verrauthlich  durch  häufige  Embrüche  von 
Rothgiiltigerz  bedingt,  die  aktenmassig  festgestellt  sind;  von 
der  6rube  Mehlbach  gibt  es  auch  eine  bQbsebe  Ausbente- 
mOnze  mit  dem  Bilde  des  damaligen  Regenten,  Fürsten  Carl 
Augast  von  Nassau -Weilburg.  Gegenwartig  wÖrde  eine 
Wiederaufnahme  des  Bergbaues  ang^icbts  des  ungünstigen 
Verbaltens  der  Gänge  in  der  Teufe  und  des  tiefgesunkenen 
Preiüefi  de»  Silbers  keine  Aussicht  auf  Erfolg  haben. 
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Üeber  Leucocytenwandernng  in  den  SeUeimh&uten 

des  Darmkanales. 

(Mit  17  WigatmL  aaf  Taf.  I  n.  U.) 
Ton  1*  Milaftr. 

{]Ungdmtfm  8.  Äfnt.) 

L  Umwandlung  der  Lieberkühn'scben  Drüsen  durch 
Leucocyten  beim  Hunde. 

In  meinem  Au&atz  über  die  Umbildung  der  Lieberkühn- 
sehen  Drüsen  beim  Menschen^)  habe  ich  sn  zeigen  TexBueht, 
dass  fiberall  dort  in  der  Darmechlamhant,  ~wo  Lencocjten- 
fbllikel  ▼orhanden  sind,  die  Lieberktihn^seben  Drflsen  toU- 

ständig  fehlen.  Ich  suchte  zu  zeigen,  dass  die  Follikel  der 
Darmschleimhaut,  indem  dieselben  aus  der  Tnnica  projrria 
mucosae,  sich  ver^imsernd,  vorrücken,  die  Lieberkühu 'üchen 
Drüsen  derart  umwaudehi,  dass  aus  den  Cylinderepi- 
thelien  der  Drüsen  Kuiidzellen  werden,  die  sich  von 
den  Leucocyten  nnr  äusserst  schwer  nnterscheiden  lassen. 

Diesem  Vorgang,  der  sich  in  dem  Dünn-  und  Dickdarm 
des  Menschen,  insbesondere  in  dessen  Wurmfortsatz  unaus- 
gesetzt vollzieht,  konnte  erst  dann  eine  Bedeutung  zuge- 
sprochen werden,  wenn  ein  ähnliche»  Verhalten  zwischen 


SitzuugäUtirichte  der  math.-pbja.  Clasae  der  K.  b.  Akadeuie 
der  Wim.  1891,  Bd.  XXf. 
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den  Leucocyten  und  den  Lieberkübn'schen  DrOsen  auch  bei 
den  Thiexra  naehgewieBen  kt 

In  meinen  Figuren  12  und  13  habe  ich  dieselben  Ver- 
indernngen,  die  sich  in  der  Schleimhaut  des  Darmes  beim 
Menschen  vorfinden,  in  genauer  Oopie  vom  Hundedarm  sur 
Darstellung  gebracht. 

An  der  Abbildunj;;^  (Fig.  12)  zeigte  ich  im  Hundedaim, 
lind  /war  im  Wurnifortsiitz,  eine  Schleimhantbucht  mit  normal 
besetzten  Cylinderepitheiien  an  der  freien  Oberfläche  (Fig,  12, 
Zahl  1.)  An  die  Epithelien  der  Bucht  grenzt  ein  Leucocjten* 
häufen  an,  der  bis  zur  Oylinderepithellage  Torgerttckt  ist  (2). 
Während  zu  beiden  Seiten  der  Wanderzellengruppe  viele 
normale  Lieherktthn*8che  Drüsen  auf  dem  Quer*  oder  Sehief- 
schnitt  getroffen  sind,  sieht  man  in  dem  Leuoocytenhaufen 
nur  vier  Lieberkühn'sche  Drüsen,  welche  kein  normales  Aus- 
sehen darbieten.  I)ieseU)en  sind  vergrössert,  weil  ihr  Zellen- 
materittl  in  Unordnung  gerathen  ist.  Die  Cylin  lrrzellen  sind 
theilweise  gelockert  uud  ihre  Kerne  liegen  nicht  mehr  in 
einer  luMhc,  sondern  sie  sind  unregelmässig  angeordnet 
(Fig.  12,  Zahl  6,  6  und  7). 

Dass  die  Wanderzellen  schon  in  der  Nahe  durch  die 
Darmschleimhaut  durchgedrungen  sind,  erkennt  man  an  jener 
Masse,  welche  bei  der  Zahl  8  und  9  angegeben  ist.  Die- 
selbe zeigt  bedeutende  Verkleinerungen  und  Zerfall  der  lym- 
phoiden  Zellen. 

Vüii  einer  anderen  Stelle  des  Hundedarmes  wurde  die 
Fig.  Vd  gewonnen.  Die  Leucocyten  dringen  ebenfalls  gegen 
die  Darmschleimhaut  vor,  und  nachdem  dieselben  die  Lieber- 
kUhn'schen  DrQsen  erreicht  haben,  beginnt  durch  das  ]£in- 
dringen  derselben  zwischen  die  Oylinderepitbelien  der  Drüsen 
zun&chst  die  Lockerung.  Die  Kittsubetanz  löst  sich  und  die 
Epithelcylinder  werden  zu  Rundzellen. 

Während  uii  der  Sclileimhautseite  bei  der  Zahl  1  und  2 
die  Cyliuder^ellen  noch  geordnet  neben  einander  stehen, 
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sfieigen  dch  die  gegenfibenteliendeii  Gruppen  schon  so  Ter- 
ändert,  dass  dieselben  kanm  mehr  als  Oylinderepithelzellen 
erkannt  werden.  Bei  der  Zahl  3  sind  fast  aUe  Epithelien 
90  formell  nmgeändert,  dass  dieselben  einen  ovalen  Kranz 

von  mehr  oder  weniger  volLstUniiig  uiiigewandelten  Rund- 
zellen darstellen.  Man  darf  wohl  sagen,  dieselben  haben 
Leucocyten-Eigenschaften  angenommen.  Hei  der  Zahl  2  ist 
die  Tunica  propria  der  Dräsen  mit  ihren  Kernen  im  halben 
Umkreise  noch  erhalten,  w&hrend  die  übrigen  beiden  Drüsen 
fast  ToUständig  ihren  normalen  Charakter  verloren  haben. 

Die  ganse  ftbrige  Umgebung  ist  von  Leucocyten  durch- 
setzt und  bei  einem  Vergleich  dieser  mit  den  RnndzeUen, 
die  ans  den  Epitbelzellen  hervorgegangen  sind,  besteht  der 
wesentliche  Unterschied  durin,  dass  die  Kerne  der  Kundzellen 
viel  grösser  sind  als  jene  der  Leucocyten,  ein  Verhalten,  das 
ganz  gut  in  der  Abbildung  zum  Ausdruck  kommt.  Ein 
weiterer  Unterschied  besteht  auch  noch  darin,  dass  die  Kerne 
der  Leucocyten  etwiis  intensiver  gefärbt  erscheinen,  als  jene 
der  Epithelzellen,  insbesondere  dann,  wenn  man  blaue  Färb- 
stoflEis  anwendet. 

Auf  Grund  der  Studien  an  einer  grSsseren  OoUection 
von  Darmpräparaten  vom  Hunde  kam  ich  zu  der  üeber- 
zeugung,  dass  die  Umwandlungen  der  Lieherkühn- 
schen  Drüsen  durch  Leucoe yten  -  l^>in\vanderungen 
sich  beim  Hunde  ei)ens(i  vol  l/i e Ii en ,  wie  es  für  den 
Menschen  schon  früher  von  mir  beschrieben  wurde, 
insbesondere,  wenn  ein  grosser  und  reifer  Follikel 
sich  den  Drüsen  nähert. 

Ich  will  zar  Zeit  nicht  den  Satz  aussprechen,  dass  die 
Gylinderzellen  der  LieberkQhn*schen  Drttsen  direkt  zu  Leuco- 
(  vten  umgewandelt  werden.  Diese  Anschauung  wQrde  ja 
gegen  die  herrschende  Schulmeinung  gerichtet  sein,  und  doch 
wage  icli  zu  behaupten,  dass  zwischen  den  Leucocyten 
in  der  Uarmschieimhaut  und  den  aus  den  Zellen  der 
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Lieberkdhn^scben  Drüsen  entstandenen  Randzellen 
kein  wesentlicher  formeller  Unterschied  besteht 

W.Flemming^)  sagt:  ^Wenn  Wanderzellen  ebenso 
aussehen,  sich  ebenso  bewegen,  ebenso  wechselnde 

und  polymorphe  Eernformen  nnd  wechselnden  Kern- 
inhalt zeigen,  wie  ausgewanderte  Blutleucocy ten 
oder  Lynj phzellen,  wie  will  man  dann  beide  noch 
auseinander  halten?" 

Ohne  mich  hier  in  die  vielumstrittene  Frage  Über  die 
verschiedenen  Arten  von  Lenoocyten  näher  einzulassen,  kann 
ich  doch  nicht  umhin,  auf  die  beschriebenen  Besiehungen 
zwischen  den  wandernden  Leucocyten  der  Darmschleimhant 
und  dem  Epithel  der  Lieberkflhn*8chen  DrOsen  wiederholt 
hinzuweisen,  weil  ich  an  der  Anschauung  festhalte,  dass  im 
Darm  bedeutungsvulie  Vorgänge  sich  abspielen,  die  noch 
weitere  Ötudien  erforderlich  machen. 

IL  Dnrchwaiidenmg  der  Levoocyten  nach  den 

Gallenwegen. 

Soweit  ich  die  Literatur  kenne,  sind  in  der  Schleimhaut 
der  Gallenblase  Du  roh  Wanderungen  von  Leucocjten 
noch  nicht  beobachtet  worden. 

Ich  konnte  Ton  einem  Enthaupteten  eine  normale  GaQen- 
blase  einlegen  und  ihre  Erhärtung  gelang  sehr  gut  Zo- 
nSchst  soll  die  eigenartige  Beschaffenheit  der  Schleimhaut 
der  Gaüeublase  eine  kurze  Erörterung  finden.  Mir  schien 
es  von  W  ei  tli  zu  sein,  dass  man  die  geöflPnete  Galleublase 
Bülbrt  in  Sublimat  oder  iu  eine  andere  erhärtende  Flüssigkeit 
bringt,  damit  .so  viel  als  möglich  das  Secret  mit  der  Schleim- 
hautfläche in  ßerührung  bleibt.  Die  Schnitte  zeigen  dann 
stellenweise  den  Secretbeleg  in  unversehrtem  Zustande.  Da 
ich  mich  an  keine  gute  Abbildung  von  einem  Querschnitt 

Archiv  fOr  nukroskopiacbe  Anatomie,  Jahrgang  1891,  S.  861. 
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der  Gciileiibiasenwand  erinnere,  so  habe  ich  einen  >()lc}ieii 
(s.  Fig.  14)  abbilden  lassen.  Jederniann  kennt  die  zieriicheu 
äcbleimhautfaiten  der  Gallenblase,  welche  unter  Flüssigkeit 
mit  Hilfe  schwacher  VergrosseroDgen  schon  klar  übersehen 
werden.  Zunächst  erkennt  man  die  der  Längsachse  der 
Blase  entsprechend  angeordneten  etwas  grösseren  Langslalten, 
welche  durch  quer  oder  schief  gestelite  Falten  mit  einander 
verbunden  sind.  So  eutrtehen  die  vielecldgen  Felder,  in 
welchen  kleinere  secundare  Falten  in  Terschiedener  Grösse 
und  Richtung  sich  erheben.  An  der  Abbildung  (Fig.  14) 
erkennt  man  die  höher  vorspringenden  Falten  und  dazwischen 
die  kleineren  secmidären  einfachen  oder  auch  die  verzweigten 
Erhebungen,  die  sich  dadurch  auszeichnen,  dass  die  Binde- 
substanz zwischen  je  zwei  Gpithelreihen  einer  Falte  äusserst 
spärlich  ist.  Alle  Anordnungen  sprechen  dafür,  dass  die 
gitterartige  Faltenbiidung  darauf  berechnet  ist,  möglichst 
grosse  Epithelflächen  2i|  Stande  su  bringen  mit  sehr 
wenig  Bindegewebe  zwischen  denselben,  in  welchem  nur 
Raum  für  Blut-  und  Lymphgefasse  und  insbesondere  für 
wandernde  Lencocyten  Torhanden  ist.  Auch  in  den  grösseren 
Gallengängen  und  in  den  Buchten  derselben  tritt  ebenso,  wie 
in  der  (iallenblase,  ein  hohes  Cylinderepithel  auf.  Weder 
am  Körper  noch  am  Fundus  der  Gallenblase  finden  sich 
Schleimdrüsen  vor. 

Da  sich  meine  Besprechung  nur  auf  das  Epithel  und 
die  Durchwanderung  der  Lencocyten  in  demselben  beziehen 
soll,  so  will  ich  nicht  näher  auf  die  specielle  Gewebsbetrach* 
tung  der  Gallenwege  eingehen. 

In  der  Fig.  17  erscheint  das  Epithel  an  dem  oberen 
Ende  der  Abbildung  einschichtig,  abwärts  an  derselben  mehr* 
schichtig.  Ich  halte  die  letztere  Stelle  ftlr  das  Ergebniss 
eines  Schiefschnittes,  an  welchem  mehrere  Zellen  auf  der 
iSchnitttiäche  getrotTen  sind,  während  alle  die  reinen  Quer- 
schnitte nur  eiu  einschichtiges  Epithel  zeigen. 
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Die  LeucocytendurchwHiiütruiii^  findet  an  allen  von  der 
iiaiienblase  gewonnenen  Präparaten  statt.  Die  lymphoiden 
ZeHen  bewegen  sich,  eingebettet  in  den  schmalen  Falten 
zwischen  den  Epithel ien,  in  jener  spärlichen  Bindesub» 
stanz,  welche  diese  Epithellagen  mit  einander  Tereinigt.  Dass 
man  an  den  Falten  der  Gallenblasenschieimhant  nicht  Ton 
einer  Schleimlurat  im  Sinne  der  Darmschleimhant  sprechen 
darii  wird  sofort  an  jedem  Schnitt  erkannt.  Schwer  lisst 
steh  feststellen,  ob  das  Cylinderepithel  anf  einer  BaMlmerabran 
aufgepflanzt  ist,  iihnlicli  wie  im  Dannrohr.  Eine  Begrenzung 
des  Epithels  durch  eine  B;i.-,iilnieiiibnin  ist  wahrscheinlich 
vorhanden;  allein  mit  iie.stinuntheit  konnte  ich  dieselben 
nicht  constatiren.  Man  sieht  an  einzelneu  Stellen  hie  und 
da  Grenzlinien  an  der  Aussenseite  der  Epithelzellen,  jedoch 
Ton  einer  scharf  begrenzten  Basalmembran  konnte  ich  mich 
nicht  fiberzeugen.  Die  etwas  konische,  kleiner  werdende 
Beschaffenheit  der  Cylinderzellen  an  der  Aassenseite,  wo  der 
gegenseitige  Contact  der  EpithelzeUen  fehlt,  ist  wohl  der 
wesentliche  Grand,  dass  man  Gber  die  Basalmembran  nicht 
leicht  Aufschlug  gewinnen  kann. 


Die  Leueocyten  im  Epithel. 

lieber  die  Art  der  Durchwanderung  der  Leueocyten 
bedarf  es  nur  weniger  Angaben.  Man  findet  die  Leueocyten 
ganz  vereinzelt,  oft  zu  zweien  hinter  einander  oder  zwei 
Zellen,  welche  nur  durch  eine  oder  zwei  Epitheizellen  von 
einander  getrennt  werden,  durchwandernd.  Stellenweise  be- 
gegnet man  ganzen  Gruppen  und  ich  konnte  in  einem  Falle 
0  und  in  einem  andern  annähernd  25  Wandmellen  zahlen. 
Grössere  Zerstörungen  der  Cylinderepithelschichte  kommen 
nicht  zur  Beol »ach hing.  Mn.ssen  Durchtreten  der  Tipuro- 

C3'ten,  wie  etwa  im  Darunohr,  kommt  in  der  (iallenbhise 
nicht  vor  und  wie  dieselben  in  dem  grossen  Öchleinihant- 
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gebiet  isolirt  wandern,  so  treten  sie  auch  meist  veremzelt 
zwischen  den  Gylinderepithefien  dnreh. 

Die  Art  nnd  Weise  des  Durch trittes  geschieht  in  Form 
von  stiftartij]jen  Gebilden,  die  sich  lanjs^gestreckt  zuspitzen 
lind  an  ilirtMu  der  Blasenhöhle  zugekehrten  Ende  eine  Ver- 
längerung zeigen,  welche  als  feioküruige  Masse  die  Epithelieu 
auseinanderdrängt. 

Unzweifelhaft  stellt  dieser  langgestreckte  Fortsatz  des 
mndiich  langen  Kerns,  der  sich  durch  seine  dunkle  Färbung 
auszeichnet,  die  Zellenmembran  und  das  Protoplasma  des 
Leucoeyten  dar^  die  dem  Kern  eben&lls  in  Stiftform  rorans- 
eilen  und  die  Epithelzellen  auseinander  drängen. 

Ist  ein  Leucocyt  zwischen  die  Cvlinderzellen  eingedrungen? 
so  benützt  ein  zweiter  oder  jnehrere  den  jetzt  präformirten 
Spaltraum  und  rücken  nach,  so  dass  man  auch  zwei  und 
mehrere  hintereinander  gelagert  beobachten  kann. 

Sind  die  Leucoeyten  an  den  inneren  Enden  der  Epithel- 
zellen angekommen,  so  drangt  sich  ihre  Zellmembran  mit 
dem  Protoplasma  als  bläschenförmiges  Gfebilde  nach  dem 
Blasenraum  vor  und  man  kann  beide  gut  übersehen.  Der 
Kern  ist  in  diesem  Falle  noch  nicht  ganz  durchgetreten, 
sowie  derselbe  aber  seinen  enj^en  Kanal  zwischen  den  ('ylinder- 
zellen  verlassen  bat.  nimmt  er  sofort  die  ursprüngliche  runde 
Form  an  und  man  wird  in  dieser  Hinsicht  an  die  Kern- 
veränderangen  erinnert,  wnlrbe  die  Blutkörperclien  in  engen 
Passagen  erfahren,  indem  diese  ebenfalls,  nach  dem  Durch- 
gang durch  enge  Kanäle,  ihre  normale  plattrunde  Form 
wieder  annehmen.  Wenn  auch  der  Kern  eines  Leucoeyten 
grofls,  das  Protoplasma  gering  ist  und  die  Zellenmembran 
zuweilen  nur  einen  geringen  Abstand  vom  Kern  zeigt,  so 
iiuiss  mau  doch  ihre  Fähigkeit,  die  Forni  zu  ändern,  be- 
wundern. 

Ilaben  die  Wanderzellen  ihren  Durchgang  zwischen  den 
Cylinderzellen  vollbracht,  so  trifft  man  dieselben  in  einem 

9* 
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Secret  von  gieichiiiil-siger  gelber  Färbung,  in  dem  sich  nur  die 
Leococyten  ak  geformte  Elenienk*  vorfinden.  In  grösserer 
Enifernung  von  der  Schleimhaut  begegnet  man  den  Wauder- 
aeUen  nicbt  mehr  and  ich  habe  vielÜBMihe  Grfinde,  ansanehmen, 
da»  dieeelben  sich  Tollstandig  anfUSsen,  so  dasB  man  znweilen 
noch  zerfallenen  Brachsttleken  der  Kerne  begegnet  Sebliese- 
Heb  deht  man  im  Secret  der  Gallenblase  eine  gleicbmSaig 
homogene  Hasse,  in  der  gar  keine  geformtoi  El«niente  mehr 
vorhanden  sind. 

Nachdeiii  niitn  eine  massenhafte  Einwanderung  der  Leu- 
C(u  vti-n  in  die  (jallonblHsp  beoljaclitet  hat,  in  der  Nähe  der 
Schleimhaut  dieselbe  vorlmdet,  dann  aber  in  dem  aiinjrjihen 
Secret  keinen  Zellen  mehr  begegnet,  so  ist  man  wohl  be- 
rechtigt, aus  diesen  Thatsachen  den  Schloss  zn  ziehen,  dasa 
alle  in  die  G^lenblase  eingewanderten  Lenoocyten  sich  voll- 
standig  anfldsen  und  Ton  hier  an  nur  durch  die  ihnen 
eigenthQmlicben  cbemiscben  Stoffe  znr  Wirkung  gelangen. 

Zieht  man  die  Grösse  der  Oberfläche  der  Gallenblaae 
und  die  zahllosen  Mengen  der  Leucocyten  in  Betracht,  welche 
einwandern,  so  mu.«s  die  Seoretnienge,  wenn  ich  mich  so  aus- 
drücken darf,  welche  duicii  sie  entsteht,  als  eine  sehr  be- 
deutende bezeichnet  werden.  Kann  man  die  Leucocytenein- 
wanderung  in  die  Gallenblase  als  einen  eunsianten  normalen 
Vorgang  ansehen,  so  darf  die  Gallenblase  nicht  mehr  als  ein 
einfaches  Reservoir  für  die  Galle,  sondern  als  ein  bedeutnngS' 
voller  secretorischer  Apparat,  der  die  Leacocyten  zur  Galle 
durchtreten  läast,  angesehen  werden. 

Ueber  den  Werth  der  Leucoeytensubstanzen  in  den 
Secreten  des  Darmkanales  lasst  sich  selbstredend  auf  Grund  der 
bis  jetzt  bekannten  Thatsachen  kaum  eine  Andeutung  machen. 

Dass  in  der  Gallenblase  höchst  wahrscheinlich,  wie  in 
aUen  übrigen  Drüsen,  eine  periodische  Steigerung  und  Ver- 
rin'_,^('run^^  der  Leucocyten  und  ihrer  Durch  Wanderung  vor- 
lianden  sein  mag,  darf  a  priori  angenommen  werden. 
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III.  Masseneinwanderunsr  der  Lencocyten  aus  den 
SolitOrfoUikeln  in  dea  DarmkanaL 

Im  letzten  Decenniuni  hat  Herr  College  Stuhr  in 
mehreren  vorzüglichen  Aufsätzen  den  sicheren  Nachweis  er- 
bracht, „dass  aus  der  adenoiden  iSubstanz  unmittel- 
bar unter  dem  Epithel  (der  Schleimhäute)  eine  normale 
Auswanderung  der  Leucocyien  statt  hat,  vorwiegend 
darch  jenes  £pitbel,  welches  die  Kuppen  der  Ljmph« 
knöichen  deckt,  und  so  die  Leucocyten  in  die  Darm- 
höhle wandern*. 

Dieser  Vorgang  in  der  Darmschleimhaut  ist  nach  dem, 
was  bis  jetzt  von  verschie<leneu  Autoren  ül)er  denselben 
bekannt  geworden  ist,  als  unzweifelhafte  Thatsache  anzu- 
sehen. Im  Vorau-i^ehenden  wurde  schon  erwähnt,  dass  in 
der  GallenblaBe  und  den  Gallenwegen  Leucocytendarchwancie- 
rnng  stattfindet,  und  ich  will  nur  noch  hinzufOgeo,  dass  das 
Gleiche  auch  in  der  Tuba  Eustachi!  su  beobachten  ist. 

In  den  folgenden  Zeilen  will  ich  die  Beobachtungen 
inittheilen,  welche  ich  an  den  soHtftren  Follikeln  des  Darm- 
kanales  und  des  Processus  vermiformis  des  Mensehen  gemacht 
habe. 

Ueber  das  Verhalten  der  Darm i  'Iii kcl  lierjen  zwei  spe- 
cielle  Arbeiten  von  v.  Davidoff  und  Ph.  Stöhr  vor.  Die 
Angabe  von  His,  dass  in  der  Schleimhaut  des  Dünn-  und 
Dickdarmes  an  jenen  Stellen,  welche  Follikel  einschliessen,  die 
Lieberkfihn^schen  Drüsen  fehlen,  wurde  oben  schon  erwähnt. 

Die  Follikel  drangen  sich  nicht  emhßh  sswischen  die 
LieberktlhnVhen  Drüsen  hinein  und  yerdrängen  dieselben, 
sondern  die  geiiauntea  Drüsen  gehen  zu  Grunde  und  indem 
ihre  Cylinderzellen  sich  zu  Rundzellen  umbilden  und  sich 
mit  den  T/eucocyten  mischen,  entsteht  für  den  jetzt  aus«;e- 
bildeten  Follikel  genügend  Kaum,  sodass  derselbe  als  convexer 
Hügel  gegen  das  Darmlnmen  Torspringi   Beim  Kaninchen 
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sind  die  Follikel  in  Buchten  der  Schleimhaut  eingeschloaaen, 
sodass  der  die  LieberkGhn*schen  DrOsen  führende  Theil  der 
Schleimhaut  Ober  die  Zotten  hervorragt.  Wenn  die  Schleim- 
hfiat  etwas  neben  der  Kuppe  des  Follikels  getroffen  wird, 

so  unicht  derselbe  den  Eindruck,  als  sei  er  vollständig  von 
einer  ^5chleitnli;iutkiipsel  umhüllt.  Jeder  Follikel,  gleich- 
viel ()H  er  einlach  abgerundet  ist,  oder  zwei  bis  drei  secim- 
däre  Hügel  besitzt,  raq^t  in  das  Lumen  des  Darmrobres  in 
der  erwähnten  W^ise  hinein.  Die  Follikel,  welche  die  freie 
Sebleimhautiläche  erreicht  haben,  stellen  beim  Kaninchen 
sämmtlich  kleine  rande  Erhöhungen  dar.  Von  hier  aus  ist 
die  ganze  Muoosa  bis  zur  Muaonlaris  propria  des  Wurmfort- 
satzes erfüllt  von  Follikeln. 

Beim  Menschen  ist  das  Verhalten  der  Follikel  wesentlich 
verschieden  von  jenem  im  Wnrmfbrtsatz  des  Kaninchens. 

Dort  drängt  sich  der  Leucocytenhaufen  gegen  die  freie 
Oberfläche  der  Schleiiuhiint  und  bildet  an  derselben  ein  cou- 
vexes  Knötchen.  Die  Rntwickelung  geht  von  der  äusseren 
Schieimhautzune  uns  und  wenn  der  Follikel  eine  gewisse 
Grösse  erlangt  hat,  so  rückt  derselbe  bis  in  die  Submucosa 
hinein  und  berührt  selbst  die  Muscularis  propria  des  Darmes. 
Der  gewöhnliche  Vorgang  ist  jedoch  der,  dass  der  Follikel 
bald  gegen  die  Lieberkfihn'schen  Drusen  vorrflckt,  diese  in 
der  angegebenen  Weise  nmwandelt  und  das  Epithel  der 
Schleimfaautoherflache  erreicht. 

Der  Drnckf  welcher  von  Seite  des  Follikels  auf 
das  Kpithel  ausgeübt  wird,  verdünnt  dasselbe  derart,  dass 
seine  Cyiiiulerzellen  immer  niedriger  werden.  Wälirend  an 
den  seitlichen  Flächen  des  Hügels  die  Cylinderzellen  ihre 
normale  Form  beibehalten  und  direkt  in  jene  der  Lieber- 
kühn'schen  Drüsen  sich  fortsetzen,  schreitet  die  Verkürzung 
der  Zellen  auf  der  Kuppe  des  Hügels  (s.  Fig.  1)  immer 
weiter  fort  und  schliesslich  ist  aus  der  Cylinderzelle  eine 
ganz  platte,  aber  immer  noch  vierseitige  Zelle  gewordan, 
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welche  sich  endlich  loslSet.    Der  FolliM  ist  nach  ^em 

Dariulumen  hin  geöffnet  und  die  Leucoi  vtin  dringen  massoii- 
weise  ans  demselben  in  den  Darm  ein  (s.  Kig.  2  und 
Dwsi»  die  liitiun  ständig  vor  .sich  ^eht,   kann  man  nn- 

schwer  beobuchteii.  Ich  besitze  Präparate  von  einem  Ent- 
haupteten, welcher  im  Darnikanal  keinerli^  pathologische 
Veränderungen  sseigte.  Es  ist  anEunehmen,  dass  diese  Er- 
öffnung der  solitären  Follikel  eine  periodieche  irt  und  wohl 
abhängig  aetn  mag  von  den  Verdauungsvorgäng^  im  Darm. 

Was  soll  das  Vorracken  der  Follikel  nach  der  freien 
Oberfläche  der  Daruischleimhant,  die  allmähliche  Verdünnung 
des  hohen  Cylinderepithels  nnd  die  endliche  Zerstijruni^  des- 
selben bedeuten,  wenn  alle  die.se  V(»rf^äu^e  nicht  die  Frei- 
legunjj;  der  Lencocytenhaufen  und  die  endliche  Einwanderung 
der  Wanderzellen  aus  ihm  in  den  Darmkanai  das  Endziel  der- 
selben wäre? 

Ich  besitze  Präparate,  welche  gar  keinen  Zweifel  auf- 
kommen lassen,  dass  diese  Vorgänge  an  allen  Follikeb  in  der 
besprochenen  Weise  sich  abspielen.  Wir  sehen,  dass  die 
Einwanderung  der  Leucocyten  ins  Darmrohr  durch  diesen 

nia.«sn[iliuften  Eintritt  der  Leucocyten  in  dasselbe  noch  ge- 
steigert wird  und  so  eine  (^>uantität  von  Material  in  die  Ver- 
dauungswege gelangt,  welches  dort  unzweifelhaft  eine  Rolle 
spielt,  deren  Bedeutung  noch  erst  ermittelt  werden  muss. 

Das  Secret  der  Tonsille  und  der  Follikel,  die  Einwande- 
rung der  Leucocyten  in  der  Form,  welche  uns  Stöhr  zuerst 
kennen  gelehrt  hat,  sowie  die  Durehwandernng  der  Leuco- 
cyten in  der  Ghillenblase  und  den  Gallenwegen  kann  un- 
möglich zwecklos  für  die  physiologischen  Vorgänge  im  Darm- 
rohr stattüiiden. 

Die  chemischen  i*rudukte  der  Leucocyten  müü.sen  im 
Darm  eine  Bedeutung  haben,  eine  Annahme,  die  umsomehr 
Berechtigung  hat,  wenn  man  nachweisen  kann,  dass  die 
eingewanderten  Zellen  sieh  alle  anfiten,  indem  dieselben 


Digitized  by  G.OOgle 


136     SUtung  der  maihrphif».  Glosse  vom  9,  Februar  1895. 

in  dein  Inhalt  des  Darmrohres  YerecliwiBdeD  und  bei  der 
Behandlung  init  Farbstoffen  stellenweise  eine  amorphe  Hasse 
in  dem  Inhalt  des  Darmrohres  jene  Färbung  annimmfcf  welche 

die  Kerne  der  Leucocyten  zeit^en. 

Nach  allem,  was  ich  beobachi'  n  koiiiite,  verlieren  alle 
Leucocyten,  welche  aus  der  öclil  itnhaut  ausgetreten  sind, 
ihre  normalen  Eigenschaften.  Das  erste,  was  man  beobachten 
kann,  ist  der  Zerfall  der  Kerne. 

Zwei,  vier  und  mehr  Kerne  entstehen  aus  dem  grossen 
Rem  eines  Leucocyten  und  dieselben  treten  endlich  verein- 
jEelt  (s.  Fig.  10)  in  der  N&he  der  Schleimhautoberflicfae  auf. 
Sobald  dieselben  sieh  aber  mit  dem  Darminhalt  vermischt 
haben,  gehen  die  geforaUen  Eigene*  Ii  iften  verloren  und  es 
können  nur  die  von  ihnen  abstammenden  chemischen  Sub- 
stanzen eine  Bedeutung  haben. 

Stöhr  sagt  am  Schlüsse  seiner  Abhandlung  im  Archiv 
für  mikroskopische  Anatomie  mit  Recht:  »Wir  stehen  hier 
noch  vor  einer  ganzen  Reihe  offener  Fragen,  deren  Beant- 
wortung weiteren  üntersuchungen  vorbehalten  ist."  Je  mehr 
man  hier  die  einzelnen  spedellen  Vorgänge  kennen  lernt, 
um  so  klarer  erkennt  man,  dass  noch  eine  Anzahl  von  Pro- 
blemen der  Lösung  hjirren.  Ich  begnüge  mich  vorläufig 
Hill  der  Mittheilung  der  Thatsachen  und  enthalte  mich, 
Hypothesen  zu  erörtern. 

IV.  Durchwanderuüg  der  Leucocyten  an  der  Tonsille. 

Die  zweite  Mittheilung,  welche  den  Durchgang  der 
lymphoiden  Zeilengruppen  in  der  Tonsille  betriflft, 
erfordert  zunächst,  dass  ich  ziemlich  weit  zurfickgreile  in 

d'w  Literatur  jener  Zeitperiode,  in  der  die  ersten  genauen 
Angaben  über  den  Bau  der  Tonsillen  überliHupt  gemacht 
worden  sind.  Wenn  auch  Langen beck  und  K.  H.  Weber 
die  besten  und  eingehendsten  Beschreibungen  der  Balg^ 
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drflsen  der  Zungen wurael  geliefert  haben,  so  muss  man 
doch  mit  K 91  Ii k er  einverstanden  Kein,  wenn  er  im  Jabre 

1852  .uigil)t.  dass  noch  von  keinem  Autor  die  Balgdrüsen 
an  der  Zungen wurzel  der  Natur  entsprecbend  geschildert 
worden  seien.  Köllil\er  gab  damals  schon  an,  dasa  es  heim 
Menschen  in  sehr  vielen  t'älien  ganz  unmöglich  sei,  begrenzte 
Follikel  in  den  Wänden  der  Torisillen  aufzufinden,  eine 
Angahe,  welche  der  Autor  damals  auf  die  sehr  häufigen 
Erkrankungen,  denen  die  TonsiUen  unterworfen  seien,  ssarück- 
fShrte.  «Es  scheinen",  sagt  EöUiker,  .bei  den  fintzfin- 
dongen  dee  Organes  und  ihren  Folgen  diese  Follikel  anzu- 
schwellen, in  ihrem  Inhalte  sich  sn  ändern  und  dann  zu 
bersten*  und  so,  meinte  dieser  Forscher,  werde  in  den  Wftnden 
der  Mandeln  der  normale  Bau  nicht  mehr  erkannt. 

Die  Frage  na'  h  ih?r  normalen  und  pathologischen  Be- 
schaffenheit des  Tunsiiieügewel)eh  dürfte  nnzweüelhaft  am 
einfachsten  /ii  beantworten  sein,  wenn  man  die  thierischen 
Mandeln  studirt,  bei  denen  die  krankhaften  Veränderungen 
gewiss  viel  seltener  vorkommen,  als  bei  dem  Menschen,  ob- 
sehon  auch  hier  fast  ganz  constant  EigenthümUchkdten  sich 
zeigen,  die  wegen  der  Oonstanz  ihres  Vorkommens  nicht  als 
pathologische  gedeutet  werden  können.  Schon  1852  ' gibt 
auch  K511iker  an,  dass  das,  was  beim  Menschen  schwer  sich 
gewinnen  lasse,  bei  Thieren  mit  Leicht i;,keit  zu  erlangen  sei. 

Was  die  Zahl  und  die  Grösse  der  Follikel  in  den  Ton- 
sillen anhuifift.  so  wissen  wir  heut^,  dass  die  lymphoiden 
Zellen  in  den  Schleimhäuten  innerhalb  physioioi^nscher  (irenzen 
sehr  wechselnd  sind.  Man  kann  bei  dem  einen  Individuum 
eine  bedeutende  Ansammlung  von  Leucocjrten  und  lymphoideu 
Zellengruppen  beobachten,  bei  einem  anderen  treten  dieselben 
sehr  spärlich  auf.  Die  Querschnitte  des  Wurmfortsatzes 
lassen  bei  dem  einen  Menschen  doppelt  so  viele  Follikel 
»Uen,  als  bei  einem  anderen,  ohne  dass  nennenswerthe 
Organerkrankungen  im  Körper  nachgewiesen  werden  könnten. 
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Ein  Terhangerter  Affe  zeigte  im  Danndiinii,  Dickdarm 
iitid  Wurmfortsate  äusserst  wenige  Scbleimhautfollikel,  eine 
Thatsacbe,  welche  von  inelireren  Forschern  schon  beobachtet 

wurde  und  die  zweitcllüs  für  die  Aunuiime  spricht,  dass  der 
Ueiebthum  der  lymphoidfii  Zellen  iui  Wirbelthier  weseutlich 
abhängig  ist  von  der  Ernährung  desselben. 

Wenn  Kölliker  schon  im  Jahre  1852  luittheilen  konnte, 
dass  in  der  Tonsille  dee  Ochsen  die  Follikel  minder  deoilich, 
oft  gar  nicht  an f treten,  so  »timmt  diese  Angabe  gans 
und  gar  tiberein  mit  den  zahlteiohen  spiteren  Beobachtungen, 
nach  denen  der  Follikel  Oberhaupt  nicht  immer  als  ein  scharf 
begrenztes  Gebilde,  sondern  anch  als  ein  diffuses  Infiltrat 
von  lymplioidtMi  Zellen  in  dtr  vSchleimiiuul  auiLreten  kann. 
Wenn  iiu  !i  in  den  mehr  oder  weniger  dichtgedrängten 
Zeliengniiipen  eigenartige  „Keimceutra"  uuftreten  und  um 
diese  herum  die  lyuiphoiden  Zellen  in  coucentrischen  Reihen 
sich  gruppiren,  so  ist  doch  zur  Zeit  festgestellt,  dass  auch 
die  einzelnen  Follikel  niemals  scharf  Ton  einander  abgegrenzt 
sind,  sondern  an  ihrer  Peripherie  in  einander  fibergehen. 
Die  lymphoiden  Zellen  treten  nur  als  ein  Infiltrat  in  der 
reticulären  Bindesubstanz  der  Sehleimhaut,  der  ^conglobirten 
Driiscn^ubsümz"  llenle'.s  auf.  Neben  dem  Keinicentrum  und 
der  dichtgedrängten  fiandzuue  der  Leucocyten  betindet  sich 
in  jedem  Follikel  ein  peripheres  Zellenstrutuai,  das  ohne  nach- 
weisbare Grenze  in  ähnliche  Zellenstrata  anderer  Follikel  über- 
geht und,  wie  Kölliker  sich  ausdrückt,  „formlose  Massen*, 
die  Henle*8che  «conglobirte  DrUsensubstanz*  darstellt.  Man 
kann  gegenwartig  als  feststehend  annehmen,  dass  in  Ter* 
schiedenen  Abschnitten  des  Yerdauungstraetiis  diffäse  Infiltrate 
von  lymphoiden  Zellen  ohne  FoUikelbildung  Torkommen. 
Selbst  in  der  Tonsille  sind  nicht  immer  ausgebildete  Follikel 
nachweisbar,  während  an  der  Zungen wnr/el,  im  Dickdarm 
und  im  Wurmfortsatz  die  Leucocyteniuhltrationeu  meist  in 
Form  von  Follikeln  auftreten.  Auch  in  dieser  Hinsicht  will 
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Kolli  ker  £wei  Gruppen,  eonsUnte  und  variable,  unierscheideu. 
Die  oonstanten  seien  in  den  Mandeln,  dem  Phaxynz,  in  den 
ZnngenbalgdrOsen,  der  Milz,  den  Peyer*8chen  Haufen  und 
in  dem  Dickdarm  vorhanden;  w&brend  die  weniger  constanten 

in  dem  Magen  und  dem  DQnndarm  sieh  vorfinden  (s.  Difl- 

ciission  nach  dem  Vortrag  von  Stülir  in  der  physikalisch- 
medicinischen  Gesellschaft  in  Wörzburg  1883).  Abt^r  auch 
die  weniger  Constanten  lymphoidea  Follikel  hält  Köüiker 
für  normale  Gebilde. 

Von  den  Pathologen  sind  schon  seit  längerer  Zeit  Angaben 
vorhanden,  11  ach  welchen  sowohl  durch  Gylinderepithel,  als 
auch  dnrch  Plattenepithel  die  Dorchwanderung  der  lymphoiden 
Zellen  beobachtet  wutde  und  selbst  in  Geschwülsten  hat  man 
die  Leucocyten  in  grosser  Zahl  beobachtet.  In  einer  nnter 
der  Leitung  von  Prof.  Oertel  bearbeiteten  Dissertation  von 
Dr.  Lange  wird  auch  (darauf  hingewiesen,  dass  in  einem 
pai»iliaren  Epitheliom  dius  Epithel  von  zahllosen  Leucocyten 
durchsetzt  gewesen  sei,  und  zwar  inäbeäundere  in  den  obersten 
Lagen. 

Die  Zahl  der  Beobachtungen  über  den  Durchgang  der 
lymphoiden  Zellen  durch  das  Epithel  der  Tonsillen  in  dem 
Isthmus  faucium  ist  sehr  gross,  so  oft  aber  diese  Thatsache 
zur  Beobachtung  kam,  wurde  dieselbe  meist  als  eine  patho- 
logische Erscheinung  ssurückgedrangt.  Man  suchte  den  Ge- 
danken, dass  möglicherweise  doch  ein  normaler  Vorgang 
von  hoher  Bedeutung  vorliege,  stets  zu  bekämpfen. 

Die  Forschungsergebnisse  Stöhr's  über  die  Durch- 
wanderung der  Leucocyten  durcli  die  Schleimhäute  waren 
ganz  und  t^ar  ;^eeit,niet,  die  vieUuustrittene  Frage  über  die 
l^pdeutung  der  zahllosen  lymphoiden  Zellen  in  den  Schleim- 
häuten des  Tractus  intestinalis  ihrer  Lösung  näher  zu 
bringen.  Die  lynijilioideu  Zellen  wandern  durch  das  ver- 
schiedenartigste Epithel  der  Schleimh&ute  durch  und  gesellen 
sidi,  wo  ein  Inhalt  sich  befindet,  diesem  bei,  oder  dieselben 
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mischen  sich  mit  dem  Secret  der  I>rOflen  in  den  Hespirations- 
wegen  und  werden  ane  dem  Körper,  als  Auswurisprodakte, 
entfernt 

Zuerst  hiitte  Stöhr  lytnphoide  Zellen  zwischen  den 
Cylinderepithelien  der  Magenschleimhaut  beobachtet.  Obschoii 
beiläufig  gemachte  Beobachtungen  bekannt  waren,  aber  keine 
Deutung  erfuhren,  verfolgte  Stöhr  die  am  Magen  gemachte 
Beobachtung  auch  an  anderen  Schleimhäuten  und  stellte  fe^, 
da»  an  den  Tonsillen,  den  BalgdrQsen,  an  den  soli- 
tftren  und  conglobirten  Drfisen  des  Darmes,  in  der 
Bronchialsehleinihaut  normalerweise  eine  massen- 
hafte Durch \vanderun<x  lyniphuider  Zellen  zwischen 
dem  Epithel  (ii;ich  dem  Innern  des  Luniens)  .statt- 
findet.  Ich  will  noch  weiter  hinzufügen,  das.s  die 
lymphoiden  Zellen  nicht  nur  zwischen  den  Epithel- 
zellen durchwandern,  sondern  in  die  Plattenepi« 
thelien  an  der  Tonsille  eindringen,  diese  lockern 
und  zerstören  und  Lücken  in  der  Epithellage  her- 
vorrufen, durch  welche  eine  massenhafte  Einwande- 
Tun(r  der  Leucocyten  aus  der  Schleimhaut  in  das 
Daruirohr  erfolgt. 

Was  meine  eig|enen  Beobachtungen  an  der  Tonsille  des 
Menschen  anlangt,  so  wurden  dieselben  mit  Rücksicht  auf 
die  Einwendungen,  dass  die  Mandel  beim  Menschen  häufig 
pathologisch  verändert  sei,  auch  auf  die  Thiere  ausgedehnt 
Soviel  ich  bis  jetzt  ersehen  konnte,  sind  in  den  wesentlichen 
Funkten  so  auffallende  Uebereinstimmungen  in  den  Ergeb- 
nissen, weklif  an  der  Tonsille  des  Menschen  und  der  Säuge- 
thiere  Lrewonnen  wurden,  vorhanden,  da^ü  man  sagen 
kann,  die  Resultate  an  der  Mandel  des  Menschen  wurden 
mit  einem  gewissen  Yornrtheü  entgegengenommen. 

Indem  ich  meine  Beobachtungen  in  Folgendem  mii- 
theile,  will  ich  mich  auf  jene  Figuren  beziehen,  welfihe 
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ibeiis  Ton  menschliobeD,  theils  tod  thierischen  Präparaten 
gewonnen  sind. 

Daas  der  Reichthum  an  lymphoiden  Zellen  in  der  Mandel 
indlTidnell  wechselnd  erseheint,  wurde  von  Terschiedenen 
Autoren  schon  oonstatirt  und  von  mir  oben  schon  hervorge- 
hoben ;  allein  in  der  ToosUle  sind  sowohl  die  Follikel,  als  auch 
die  lymphoide  Infiltration  viel  constanter,  als  in  den  flbrigen 
Schleimhäuten.  Die  Zahl  und  Grösse  der  lymphoiden  Zellen 
wecii-^pln  im  Dünn-  und  Dickdarm  viel  mehr,  als  in  den 
Mandein.  Es  sind  auch  in  ganz,  kleinen,  atrophischen  Mandeln 
immer  noch  viele  Leucocyten  vorhanden.  Im  Darnikanal 
dagegen  kann  man  Objekten  begegnen,  in  welchen  die 
lymphoiden  Zellen  überraschend  gering  an  Zahl  sind. 

Prüft  man  eine  Reihe  von  Schnitten,  so  findet  man  an 
einzelnen  Stellen  die  Plattenepithellage  ganz  unversehrt. 
Die  tiefste  Zellenlage  ist  ganz  regelmSssig  gebildet.  Die 
hohen  mehr  cylinderförmigen  Zellen  stehen  als  tiefate  Lage 
so  geordnet  nebeneinander  (s.  Fig.  5),  dass  selbst  ihre  Kerne 
keinerlei  Abweichungen  von  einander  erkennen  lassen.  Jeden- 
falls nnm  es  auifalieii,  dass  w.m  solchen  regehuilssigeu  An- 
ordnungen der  tiefsten  Zellenla-feii  im  Verhiiltniss  zn  den 
ungleich  dicken  und  irregulären  Bildungen  nur  vereinzelt 
begegnet.  Die  abwechselnde  Dicke  des  Epithels,  und  die 
Unregelmässigkeit  aller  Zelienschichten  des  Plattenepithels 
ist  an  den  Tonsillen  ungewöhnlich  häufig  zu  beobachten, 
eine  Erscheinung,  die  einer  besonderen  Aufmerksamkeit  Werth 
erscheint,  wenn  man  dieselbe  vergleicht  mit  Präparaten  der 
äussern  Haut,  der  Speiseröhre  oder  des  Barmkanales.  Die 
Darnisclileinibaut,  welche  keine  Leucocyten  einschliesst,  zeigt 
im  Allgemeinen  in  der  Anordnung  des  Cylinderei)ithels,  der 
Beclier/.ellen  u.  dgl.  eine  nur  ganz  geringe  formelle  Ver- 
schiedenheit. Während  Hunderte  von  Schnitten,  die  von  der 
Dünn-  oder  Dickdarmschieimhaut  gewonnen  werden,  einander 
sehr  ähnlich  sind,  zeigen  die  Tonsiilenpr&parate  von  ver* 
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schiedenen  imd  von  feinem  und  demselben  Objekte  auffallende 
Untersehiedo.  Die  versoliieticne  Dicke  <]es  Kpithels,  die  regellose 
Anordnung  ihrer  einzelnen  Epithelschichten  wird  durch  das 
Verhalten  der  Leucocyten  in  der  Tonsille  hervorgerufen. 
Solange  die  Follikel  in  der  Tonsille  niclii:  gross  8iiid,  haben 
sie  von  der  tiefeten  Zellenschiebte  des  Epithels  einen  genügen 
Ahstand.  In  dem  Verbältnias  aber,  als  sich  ein  Follikel 
▼ergr5s8ert,  rfickt  er  der  Epithellage  immer  näher  nnd  bei 
seiner  Annäherung  ist  der  erste  Vorgang  der,  dass  die  Zellen 
des  Rete  Malpighii  in  Unordnung  gerathen:  ihre  Verbin- 
dung winl  <rolockert  (s.  Fig.  (i),  was  sofort  an  der  vemnderten 
Stellung  der  Kerne  erkannt  wird.  Sehr  bald  bemerkt  iniüi, 
da^s  die  Verschiebnng  der  Zellen  durch  das  Vordringen  fiii- 
zeiner  Leucocyten  zwischen  dieselben  bedingt  wird.  Ist  einmal 
die  tiefste  Zellenlage  in  Unordnung,  dann  scheint  das  massen- 
hafte Vordringen  der  lymphoideu  Zellen  ganz  rasch  vor  sich 
za  gehen.  Während  des  Vordringens  vereinzelter  Zellen, 
das  man  vielfach  beobachten  kann,  findet  keine  Veränderung 
der  Epithelien  statt  Oie  Leucocyten  drängen  sich  in  diesem 
Falle,  indem  sie  eine  langgestreckte  Form  annehmen,  zwischen 
den  Plattenepithelien  bis  zur  freien  Oberfläche  durch  und 
hier  sieht  mun  sie  vereinzelt  oder  auch  in  kleineu  Giruppen. 
entweder  frei  in  einer  lOnsillenspalte,  oder  sie  kleben  noch 
an  der  Oberfläche  der  glatten  Epithelien,  die  keine  wesent- 
lichen Veränderungen  zeigen,  fest. 

War  der  Angrifl*  von  Seite  eines  grossen  Follikels  ein 
intensiver,  so  gehen  die  tie£rten  Epithelzellen,  welche  mehr 
runde  Formen  annehmen,  zu  Grunde  nnd  in  den  weiteren 
Zelienlagen  kann  man  beobachten,  dass  der  Leuoocyt  in  die 
Epithelzelle  eindringt  und,  wie  ich  vermuthe,  zunächst  das 
Protoplasma  der  Zelle  nnd  dann  diese  selbst  zerstört.  Die 
Epithelzelle  wird  bald  hell,  der  Kaum,  wo  die  Zelle  lag,  wird 
grösser  und  schliesslich  findet  man  lichte,  grof^se  Ijücken 
mit  Zellen  und  mehreren  runden,  kleinen  Kernen  ertüllt. 
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welche  durch  mitotische  Vermehrunfj^  der  Leiicocyten  (Flem- 
ming)  bei  dem  Zerfall  der  Epithelzellen  entstandeu  sind. 

Dass  eine  theilweise  Isolirung  und  auch  eine  Zerstörung 
der  £pithelzeUeii  stattfindet,  unterliegt  keinem  Zweifel.  Man 
mn»  Tiele  derartige  Präparate  stndirt  haben,  um  die  Ueber» 
zeugnng  za  gewinnen,  dass  das  Plattenepithel  in  der  ge- 
schilderten Weise  eine  Zerstorang  and  Vernichtung  erfährt. 
In  den  Tonsillenspalten  findet  man  auch  Epithelien  als  einzelne 
Zellen  oder  abgeri,s.sene  Conglouierate  mehrerer  Epithelzellen 
Ton  Leuco(  vti  ri  umringt  (s.  Fig.  10). 

An  gelungenen  Präparaten,  welche  den  Durchbruch  der 
Epithellage  nicht  ganz  vollständig  zeigen,  kann  man  die 
Art  der  Zerstömng  des  Plattenepithels  sehr  gut  übersehen. 
Jene  tiefere  Zone  der  Epithellage,  welche  zuerst  der  Angriffis- 
pnnkt  für  die  Leacocjten  war,  zeigt  nnr  Tereinzelt  eine 
Plattenepithelzelle,  während  in  dem  Randgebiet  des  Epithels 
die  Zellen  noch  zahlreich  vorhanden  sind,  aber  nicht  mehr 
geoninet  erscheinen.  In  die  einzelnen  Epithel'/ellen  sind  die 
Leucocyten  eingedrungen,  und  man  erkennt  die  Zerstörung 
dann  erst,  wenn  die  Protoplasmazone  der  Epifchelzelle  heller, 
der  Kern  derselben  zackig,  unregelmissig  und  kleiner  geworden 
ist.  Wenn  auch  der  Kern  ganz  vernichtet  ist,  treten  kleine, 
runde  Leucocyten  in  Gruppen  miteinander  yerbunden  auf. 
Diese  Erscheinung  ist  so  oonstant,  dass  es  nicht  gewagt  er- 
scheint, den  Vorgang  so  zu  deuten«  dass  die  Epithelzellen 
dnrch  die  Leucocyten  zerstört  werden  und  zwar  zunächst 
das  in  denselben  noch  vorhandene  Protoplasma,  dann  «auch 
der  Kern  und  schliesslich  eine  Theilun<^^  eine  Vernielirung 
der  Wanderzelle  im  Innern  der  Epithelzelle  erfolgt.  Bei 
dem  weiteren  Wachsthum  der  TheilstÜcke  entstehen  ganze 
Leucocjtennester  an  jener  Stelle,  wo  die  Epithelzelle  sich 
befand. 

Hat  die  Toltständige  Durchwanderung  stattgefunden, 
dann  zeigt  sich  an  einzelnen  Schnitten  die  Tonsillenspalte 
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ganz  erfüllt  von  Epithelien,  Leucocjteu  and  auch  iinfcer- 
miächt  mit  Iiieäeii/.elleu. 

Da  aus  der  Follikelzone  das  Zellen matenal  immer  oach- 
riickt,  00  muss  dasselbe,  wie  aus  dem  AuRführungsgang  einer 
Drüse,  an  der  Oberfläche  der  Mandel  zum  Vorscfaeio  kommen. 
Dass  die  Tonsillenspalten  eine  gewisse  RegelmSsdgkeit  zeigen« 
ergeben  die  HorizonialBclinifcte  durch  jene.  An  einer  und 
derselben  Spalte  &ide<;  der  Durchbrach  in  besHmmten  Ab- 
ständen .statt,  welcher,  wie  mir  scheint,  von  der  jeweiligen 
Reife,  resp.  der  Grösse  des  Follikels  abhängig  ist. 

Wenn  in  den  Spalten  der  Tonsille  viele  vereinzelt«  oih-r 
auch  zusammenhängende  Gruppen  der  Flattenepithelieu  vor- 
banden sind,  dann  scheint  der  Durchbruch  rasch  stattgefunden 
zu  haben,  wobei  Epithelgruppen  zosammenbSngend  mit 
Leucoi^ten  losgerissen  wurden;  in  jenem  Falle  dagegen,  in 
welchem  der  Durchbruch,  wie  anzunehmen  ist,  langsam 
erfolgt,  beobachtet  man  sehr  wenige  Epithelzellen  und  zahl- 
reiche Gruppen  von  Leucocyteu  mit  kleinen  runden  Kernen. 

Je  tieier  mau  in  alle  diese  Vorgänge  einzudringen  sucht, 
iimsomehr  /eigt  sich  die  Schwierigkeit  auf  alle  die  auftauchen- 
den Fragen  eine  befriedigende  Antwort  zu  gehen. 

Von  besonderem  Interesse  erscheint  die  Lücke,  welche 
in  dem  Epithel  an  der  Stelle  des  Durchbruchs  entstanden 
ist.  Wollte  man  für  die  einzelnen  Stellen  die  entstandene 
Oeflfnung  nachbilden,  so  bek&me  man  einen  Trichter,  dessen 
engstes  Gebiet  der  freien  Oberohe  des  Epithels,  das  weiteste 
dorthin,  wo  der  Follikel  war,  gerichtet  ist.  Die  Zerstörung 
der  Epithellage  nimmt  nach  der  Tiefe  zu  und  die  ganze 
Umrandung  stellt  eine  zerklüticte  Wand  dar.  In  dem  Lehr- 
buch der  Histologie  des  Menschen  von  Böhm  und  Davidoff 
befindet  sich  auf  S.  1(35  die  Abbildung  Fig.  115,  an  dem 
jserkiOfteten  unterminirten  einen  Rand  der  Oeffnung  auf  dem 
Durchschnitt  sehr  klar  zur  Darstellung  kam  (s.  auch  in 
meiner  Fig.  8). 
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Noch  Andere  Wege  der  Sinwanderaog  der  Leueo* 
eyten  in  der  Spiihellage  kann  mea  baobaohlieii.  Man 
begegnet  aa  den  TonailleiiachDitteii  Haufen  ?on  Lenooeyten, 
welehe  sap&nf5rniig  oder  insalartig  im  Epithel  stecken.  Die- 
selben verhalten  sich  zum  Plattenepithel  geradeso,  wie  die 
beschriebenen  Füllikel.  Da.s  Endresultat  dieser  Zapfen  ist 
auch  das  Vorrücken  gegen  die  freie  Oberfläche  und  die  Aus- 
wanderung ihrer  lymphoiden  Zellen  in  die  Mandelspalten. 

Naoh  eingehendem  ätodiam  miuste  man  die  Ueberzeugaag 
gewinnen,  dies  die  Zapfen  an  den  stellenweise  spärlich  vor- 
handenen Papillen  in  dem  Epithel  entet^en,  indem  die 
Leucocyien  Ton  der  Basis  der  Papillen  ans,  nach  der  Spüae 
hin  TorrOeken  nnd  die  Epithekellen  ebeneo  aerslören,  wie 
das  papillenfreie  Epithel,  das  Tiel  mehr  Widerstand  entgegen* 
setat,  als  die  mehr  oder  weniger  ausgebUdeton  Pajnllen  an 
der  Mandel.  Die  inselartig  auftretenden  Leucocytentrruppen 
zeigen  sich  au  Schiefschnitten,  an  welchem  der  Zusainuienhang 
der  Inselgruppe  an  einem  Schnitt  anter  brachen  worden  ist. 

Hat  man  lückenlose  Schnittreihen  zur  Verfügung,  so  lässt 
sich  der  Zosammenhang  des  Leucocytenhaufens  mit  jenen 
unter  dem  Epithel  befindlichen  Gruppen  stets  leicht  nach- 
weuen. 

Eine  besondere  Aufmerksamkeit  schenkte  ich  den  Per- 
forntionsBonen  und  der  Art  ihrer  Verscbliemang.  Man  kann 
hier  nur  aus  dem  wechselnden  Verhalten  der  Epithellage 

an  den  verschiedenen  Stellen  einen  Schlu»  ziehen  auf  die 

Kegciicr  itioii  des  Epitheln.  Fasst  man  diese  Stellen  an  der 
Tonsiilenubertläche  oder  in  deu  Spalten  ins  Auge,  wo  unter 
der  Epithellage  keine  oder  nur  wenige  Leucocyten  vorlianden 
sind,  so  zeigt  sich  die  Epithellage  normal,  gleiehmässig  dick 
und  mit  Papillen,  wenn  auch  nicht  gleichmassig,  durchsetzt. 
Dort  jedoch,  wo  Ijmphoide  Zellengruppen  an  das  Epithel 
angrenzen,  treten  die  tariahlen  Verftnderungen  der  Deck- 
schichte auf.  Was  man  aus  einem  Vergleich  der  Präparate 
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entnehmen  kann,  isfc,  daes  eine  Yermehning  der  Eplthelien 
an  der  Peripherie  der  Perfbratianflöffnnng  ab  wahrecheinlich 
anznnehmen  kt  Unzweifelhaft  werden  hier  gans  ahnliche 
Vorgänge  staiAfind^,  wie  bei  jeder  Wnndheilung,  die  am 

Plattenepithel  der  Mundhöhle  oder  der  iiusseren  Haut  ein- 
treten. Von  den  vorhandenen  normalen  Epithelzelleii  der 
üni'2'e^Minf^  einer  Lücke  schieben  sich  die  Zellen  vor  und 
bilden  anfänglich  eine  dünofi  Epitheliage,  die  weder  den 
Charakter  der  Plattenepithelien,  noch  jenen  der  Zellen  des 
Rete  Malpighii  tragen.  Solange  die  Leaoo<^rten  oder  die 
SU  Follikel  nnigewandelten  Gruppen  fdilen,  heh&lt  die  Epithel- 
läge  ihre  normale,  gleichmaesig  dieke  Beschaffenheit  heL 
Treten  stärkere  Ansammlangen  in  der  Tnnica  propria  des 
Epithels  auf,  so  beginnt  aucli  sofort  die  bej?chriebene  Ein- 
wirknnfr  auf  die  Epitlieiscliichte.  Bei  diesem  unausgesetzt 
wechsehiden  Vorgan>.^  iin  dem  Epithel,  welcher  abhängig 
ist  von  der  Neubildung  der  Leucocyten,  beobachtet  man  auch 
normale  Epithellagen,  welche  mit  zerstörten  abwechseln  an 
allen  Stellen  der  Mandel,  gleichriel  ob  dieselbe  an  der 
freien  Aussenaeite  oder  in  den  Spalten  untersucht  wird. 

Je  bedeutender  der  Defect  am  Plattenepithel  ist,  um 
so  reicher  hat  sich  das  Material  in  den  Mandelspalten 
angesammelt.  Dass  der  Inhalt  der  Spalten  (s.  Fig.  10), 
welcher  au  l'räparaten  von  Thieren  und  dem  Menschen  ge- 
prüft wurde,  nicht  entfernt  an  pathologische  Bildungen,  au 
zerfallene  Massen  erinnert,  ist  leicht  zu  constatiren. 

Sehl  u Sä  bemerk ung. 

Wir  sehen,  dass  an  der  Mandel  zweierlei  Vorgänge 
sich  abspielen.  Der  eine  Vorgang  besteht  in  der  tou  Stöhr 

beschriebenen   Dorch Wanderung   von  einzelnen  Lencocjrten 

zwischen  den  Epithelzellen  ohne  ZerÄtürung  der  Kpithel- 
sehichte.  Waren  auch  durch  Arnstein,  Edinger,  Franken- 
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liSaser,  Raaber,  Bonnet  aod  Toldt  die  Darehwandeningen 
der  Lencocyten  sebon  faekaimt,  so  mnas  man  doch  Stölir  das 
VeTdienst  susehreibeD,  diesen  Vorgang  als  einen  oonelianten, 

normalen  zaerst  festgestellt  zu  haben. 

Der  zweite  Vorgang  ist  der  der  Epith elzerstöruiig 
an  der  Mandel  durch  die  Leucocyten  und  massen- 
hafter Einwanderung  derselben  nach  dem  Isthmus 
faaciuro.  Diese  massenhafte  Einwanderang  in  den  Schluck- 
apparat hat  eine  EnÜeeiung  der  Leooocyten  aas  dem  Strafcam 
proprium  und  aus  dem  Epithel  snr  Folge  und  nachherige 
Regeneration  der  ganzen  Schleimhaut.  Dass  die  Mandeln 
mit  ihren  Spalten,  wenn  dieselben  von  Leaoocyten  erfüllt 
sind,  beim  Schluckakt  unter  dem  Einfluss  einer  ganz  kräftigen 
Muskelcontraction  stehen,  unterliejrt  gar  keinem  Zweifel.  Die 
CompressiOüSwirkunt(  des  Muse.  jL^iossopalatinus  und  pharyngo- 
palatinus,  welche  eben  keine  isolirten  Muskelzüge,  sondern  nur 
vorspringende  Partien  der  verticalen  Längszüge  des  Pharynx 
darBtellen,[,iat  eine  ?on  Terechiedenen  Autoren  Iftngirt  feetgestellta 
Thatsache.  Die  ganze  Huflkelniache  in  Yerbindnng  mit  dem 
Gaumensegel  muss  bei  Jedem  Schlucfcakt  eine  Gompresrion  der 
Mandel  hervorbringen  ond  dieeelbe  muss,  wenn  Oeflnungen  im 
Mandelepithel  vorhanden  .sind,  die  Leucocyten  mit  auspressen. 

Warum  sind  die  Mandeln  an  der  freien  Oberfläche  der 
Schleimhaut  am  Isthmus  faucium  /.wischen  den  beiden  Mu>kel- 
arcaden  eingebettet  V  üätten  dieselben  keine  besonderen 
Beziehungen  zum  Yerdaaungsapparat,  sondern  nur  zu  den 
Lymphgefanoi,  so  könnten  sie  ähnlich  den  Lymphdrüsen 
an  den  yerschiedensten  Korperstellen  angebracht  sein.  Mtoten 
die  Wanderzellen  in  den  Mandeln  nur  die  Wege  nach  den 
Lymphbahnen  aufsuchen,  so  wäre  ihre  topographische  Lage 
durchaus  nicht  an  der  freien  Oberfläche  der  Schleim» 
haut  des  Schluckapparates  erforderlich. 

Die  Lage  der  Mandeln,  ihre  Einbettung  in  Muskel- 
niachen  und  die  Eröänungeu  ihrer  Follikel  nach  der  freien 
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Fliehe  and  den  MaDdelspalten  oder  Buchten  derselben  legen 
denn  doch  die  Frage  nahe,  ob  hier  nicht  drfieige  Organe 
vorliegen,  die  ihren  Inhalt  an  den  Bissen  abgeben  und  die 

Annahme  gestatten,  dass  die  Milliarden  von  Lencocyteu, 
in  denen  man  schon  , NucIeVnsünre"  Cf>n^[arirt  hat,  eine 
physiologische  Verwendung  im  Darüikaiiui  tinden. 

Faast  man  alle  Thatsnchen  :  den  Durcbbruch  der  Leuco- 
cyten  an  den  Mandeln,  die  Eröfihnng  der  SoUitärfoilikel  im 
Darmbmsi«  die  Darchwandemng  zahlloBer  Lencocyten  an  der 
gefalteten  groawn  Oberfläche  der  Gallenblaaeniehleimhant  n.  A. 
snsammenf  ao  moss  man  sich  sagen,  dass  alle  diese  erwähnten 
Vorgänge  nnr  sehr  schwer  die  Annahme  begründen  lassen, 
ilasii  ein  so  reiches  Material,  welches  der  Nahmng  im  Darm 
beigegeben  wird,  nur  als  ein  Auswm  i^produkt  gedeutet  werden 
kann.  Da  kein  Beweis  biefür  erbracht  iüt,  so  ist  gewiss  die 
Yermnthong  berechtigt,  dass  die  grossen  Massen  der  Leuco- 
cjten,  welche  vom  Schlnndkopf  und  dem  Isthmus  fauciom 
an  bis  hinab  zum  Mastdarm  in  den  Darmkanai  eintreten, 
in  diesem  eine  physiologische  Bolle  zn  spielen  bestimmt  sind, 
oder  wie  Kdlliker  schon  meinte,  dass  diese  Zellen  nach 
ihrem  Ansfcritt  ans  der  Schleimhaut  möglicherweise  noch 
Verwendung  tinden. 

Jedenfalls  ist  die  Frage  über  die  Einwaudei  uiig  der 
Leucocyten  in  den  Darm  eine  Frage  von  hoher  Bedeutung, 
gleichTiel  ob  dieselbe  durch  weitere  Forschungen  in  dem 
einen  oder  anderen  Sinne  entschieden  werden  mag. 

Unterlassen  will  ich  es  nicht,  noch  auf  eine  andere  Seite 
der  vorliegenden  Betrachtang  hinanweiseo,  die  fftr  patho- 
logische Vorgänge  beeondere  Beachtung  Terdient.  Ich  meine 
die  in  Folge  des  Durch  braches  der  Leucocyten,  insbesondere, 
wenn  derselbe  mas.senhaft  erfolgt,  entstandenen  Schleiio- 
hantdefecte,  wie  sie  so  wohl  an  der  Tonsille,  als  auch 
an  den  solitäreu  und  Peyer*schen  Drüsen  im  Darm 
varkonunen. 
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Hier  werden  Schleimhantdefeete  erseugt,  welche  wie  bei 

einer  Haut-  oder  Schleimhautwunde  eine  gewisse  Zeit  zur 
Regeneration  erfonlern.  Sollen  diese  SchleimhautzersU)rungen 
nicht  als  otiene  Pforten  an/iiseheii  spin,  durch  welche  patho- 
gene  Ursachen  von  aussen  her  eindringen  können!^  Ich  meine, 
es  sei  berechtigt  zu  fragen,  warum  die  Diphtherie  gerne  an 
den  Mandeln  und  dem  Pharynx,  bei  dem  Abdominal-Typhus 
die  pathologischen  Veränderungen  an  den  solitaren  nnd  den 
Pejer^schen  Drüsen  vorwiegend  auftreten?  Hier  wie  dort 
sind  stets  kleine,  sahireiche  Schleimhaotdefeete  vorhanden, 
mit  einer,  wenn  auch  nur  vorflbergehenden  Zerstörung  der 
epithelialen  Schichte  und  der  Basiilmemlu an.  Wenn  nun 
pathogene  Ursachen  mit  den  Schleinihautstellen ,  welche 
vorübergehend  keine  epitheliale  Deckschichte  besitzen,  in 
nnmittel baren  Contact  kommen,  so  erscheint  doch  die  An- 
nahme plausibel,  dass  Einwirkungen  ebenso  zu  Stande  kommen, 
wie  an  jeder  Wunde,  wie  auch  beispielsweise  an  einem 
Uterus,  der  in  Folge  einer  Gebart  an  seiner  Schleimhaut 
▼erwandet  ist  Auch  hier  ist  die  Zerstörung  der  Uterus- 
schleimbant  und  deren  Neubildung  ein  physiologischer  Vor- 
gang, ebeuso,  wie  die  Veränderungen  am  Graafschen 
Follikel  des  Eierstockes  und  der  ächleimbaut  des  Uterus  bei 
jeder  Menstruation. 
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y.  Besdireibiing  der  Fignrai 

(•Of  Tafel  I  o.  II). 

Fig.  I.  Quurächnitt  eines  lyniphuulca  FoUikela  aus 
dem  Processus  venuiformis  des  Menschen. 

1,  LiefaerkühuVche  Drüse,  welche  an  der  Schnittfläche  den  Follikel 
an  beiden  Saiten  nurahven.  leb  bebe  bier  besonder«  bervor,  daü 
die  grossen  Drflsen  nicbt  TerdrSogt  encbeisen,  eondem  mit  ibren 
Lftngsdatcbniesaem  sur  Ober^be  der  Sebleimbaat  «ine  mehr  fedit- 
winkeligo  Stellung  einnebmen.  3.  Fntidoi  der  LieberkObn'ieben  DrSseii 
mit  hohen  Cylinderepitbelien.  8.  An  der  freien  (»nvexen  Seite  dee 
Follikels,  welcher  stark  «i  der  Oberfläche  der  Schleimhant  Torspringti 
ist  das  Oylinderepithel  ganz  im  Yerhältniss  der  Vergrödseruog  des 
Follikels  niedrig  geworden.  Bei  noch  mehr  erhöhtem  Druck  von 
Seite  (le?^  Follilrpl^  auf  das  Epithel  entstehen  alhnJUiHeh  ganr  dünne 
Platten,  d*»r'^n  '  »nf  rdnrehmes.-er  den  eheniiili«?en  Höhendui  i  hmi\sher 
Uea  Cjhndera  selir  btnieut^nd  überwiej^t.  4.  Einzelne  Lieberkühn  sche 
Drüsen.  6.  Helleres  Keimcentrum  des  Follikels.  6.  Periphere  dunkle 
Zone  des  FuUikelis. 

Fkj.  fl.  Ein  Follikel  ans  dem  Warmfortsats,  an  wel» 
cbem  das  Kjnthel  d  u  rc  h  lirochen  ist. 

1.  Ziemlich  hohes,  normales  Cvl!nderei)itliei  am  Rande  dos 
Follikels,  2.  Niedriges  Epith<d  an  dem  am  meisten  vorspringenden, 
convexen  Abschnitt  des  Follikels,  welches  bei  3.  pan/.  zerstört  ist  und 
den  Follikel  freigelegt  hat.  Die  Begrenzungamembran  des  ir^pithels 
ist  noch  stellenwei.se  erhalten,  allein  auch  diese  geht  verloren.  Die 
Zahl  der  Lenoocyten  hat  an  der  offenen  Region  des  Follikels  be* 
dentend  abgenommeo.  4.  Lieberkabn*sebe  Drflsen,  welebe,  soweit 
der  Follikel  reicbt,  Tollsttodig  foblen.  5.  Centrale  helle  Zone  des 
Follikels. 

Fig.  III.  Solitäi  follikel  vom  Wurmfortsats  des  Men- 
schen mit  den  ausgewanderten  Lencocyten. 

1.  Mtlndiingen  der  Ideberkfibn'scben  DrflseD.  9.  Spithal  an  dem 
nach  dem  Dannrohr  prominirenden  Abschnitt  des  FoUikelsi  welches 
bei  8.  dnrcbbiocben  ist  4.  Fundus  einer  LieberkOhn'schen  DrBee. 
6.  Follikel  ohne  Lieberkflbn'sche  Drflse.  6.  Die  in  das  Lumen  des 
Wunnfortsaties  eingewanderten  Leucocyten,  welche  ihre  i^ieei&dien 
ISgenscfaaften  noch  nicht  ge&ndert  haben. 
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Fig.  IV.  Follikel  ans  der  Tonsilli  rom  Hunde. 

1.  P]ntto7iP]  itlielHclnchte,  durchsetzt  von  Leucocvt  n.  2.  Zer- 
störte und  losgelöste  Plattencpitlielien.  3.  Geöffneter  Follikel  mit 
vereinzelt  erhaltenen  Epithelzellen.  4.  Follikel  nach  der  freien  Schleim- 
bautfläche  prominirend.  5.  Die  ausgewanderten  Leucocjten  hängen 
noch  gruppenweise  zusammen;  dieselben  haben  sich  jedoch  schon 
vom  Follikel  entfernt. 

Fig.V.  Vollständig  normales  Epithel  an  einer  Stelle 
der  Tonsille,  wie  man  es  sowohl  an  deren  Oljerfl.lche,  als 
auch  in  den  Tonsillen  .spalten  stellenweise  antrifft.  An 
dem  gezeichneten  Aliachnitt  waren  nur  zwei  lymphoide  Zellen  zwischen 
doi  EpithelMD  aachweMbar. 

1.  OborflAohlichite  Bpithellage  mit  ganiea  PlatteueUen  an  der 
Oberflftehe.  2.  IHeltiefiBie  Sohiehte  mit  polygonalen  Zellen.  8.  Da« 
natonte  Stmfaim  mit  den  ejlindrieelien  baialea  Zellen  grenat  dai 
Stratum  MalpiKliii  gegen  dae  Stratom  eal>epitheUale  ab.  4.  Die  an 
die  basalen  Zellen  angrenzenden  Leucocyton.  6.  Vernaxelte  Lenco- 
cjten  swisohen  den  polygonalen  EpithelaeUen. 

Fi0,VJ.  Epithellage  der  Tonealle  mit  ein-  und  durchgewanderten 
Leucocyten.  (Die  Figuren  6,  7  und  8  sollen  in  der  Aufeinanderfolge 
die  Art  der  Durehwaadening  nnd  der  Verftndenmgeu  dee  Epithels 

demODstriren.) 

1.  Oberfliichiictiste  Schichte  des  Epithels,  welches  zwischen  den 
/eilen  und  an  der  Oberfläche  vereinzelte  Leucocyten  und  Leucocyten' 
gruppea  zeigt.  2.  Die  mittlere  Epithelschichte  erscheint  mehr  von 
Leucocyten  durchsetzt,  aU  die  tiefste  Zellenlage  mit  den  Basalzellen. 
Wird  die  Fig.  6  Terglidlien  mit  der  Fig.  5,  so  fUlt  sofort  die  Un- 
regelmässigkeit der  baealen  Zellen  auf,  weldie  in  Folge  der  Dorch- 
wandemng  der  Leucocyten  ikre  geordnete  normale  Anordnung  Ter* 
loren  haben  (8).  4.  Die  im  Stratom  enbepitheliale  befindlichen  Lenoo* 
cytongnppen. 

Fig*  VII,  Ein  Abechnitt  dee  Epithels,  in  welchem  die  Leuco- 
<^en  in  dae  Epithel  eingedrungen  eind  nnd  als  Orappen  von  kleinen 
ronden  Kernen,  an  dem  ediwer  eine  Zellenmembraa  an  nntencheiden 
iet,  auftreten. 

1.  Oberflächlichste  Plattenepithellage.  2.  Die  Epithelzellen  zeigen 

in  dieser  Schichte  jitellonweise  einen  prö«?ieren  Ab^t^ind  von  einander. 
3.  nie  basalen  Zellen  zeigen  bei  4.  ein  irregulän's  Verhalten  i^^eriiile 
dort,  wo  die  grösseren  Massen  der  Leucocyten  ini  Kimhingeu  Ijej^rillcii 
sind.  5  Leucocyten,  welche  mehr  und  mehr  in  da«  Epithel  eintreten. 
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Fig.  VIII.  An  diesem  Objekt  sind  die  Lencocytes  maManbaft 
in  dna  Epitliol  eingewandert.  Die  liebten  Stellen  werden  von  den 
Wanderzf^ll^n  pin^'pnommeD,  wrihrpnd  die  Epitbelxollen  an  d6B  liobtoa 
Stellen  imuer  mehr  abgenommen  haben. 

1.  Oberfl.lchliche  Plattenepitbclien,  welche  ihie  i'iei  ebene  t'ber- 
fläcbe  verloren  haben.  2.  Leucocyteugruppeu  und  Epitbelgnippen 
annäbemd  in  gleichem  Verbältnisa  auftretend.  3.  EUne  susammen* 
hängende  Epithelgruppe,  i.  ZniaBimenh&iiKende  Leooocjtengruppen. 
6.  LoQcocjtenmaMeo  vaterhAlb  dar  ursprünglich  juAKaAmn&D,  Bm«)- 
zeilea,  vdche  als  solche  nicht  mehr  m  erkemwii  nsd.  6.  LencoqrtaD, 
welche  an  der  freien  Oberfl&che  angekommen  sind  ond  die  Durch' 
wandening  ?oUbnwht  hfthen. 

J^V;.  IX.  (^uerHchnitt  eines  p^o^sen  DrüBenauäföbrungt^n^es 
am  Scbiuudkopl'.  Auch  an  dem  Ausfubrung^gang  dringen  die  Leuco* 
cyten  in  grosser  Zahl  awisehen  dem  QjUnderepithel  hindurch  und 
gesellen  sich  schliesslich  sa  dem  Seeret  im  Ansffthrungggange. 

1.  Weites  Lnmen  dee  Ganges.  %  Gylinderepithel  deaselben* 
8.  Leoeocyten  an  der  Aossenseite  des  Gange«.  4.  Leaeoeyt  in  einer 
etwas  tingixten  Secretmasse.  6.  Lencocjten»  welche  in  das  Lnaen 
Andringen. 

Fig.X,  Die  in  einer  Tonsille  nspalte  befindliehe  Beeret* 
masse. 

1.  Epithelaellen  fon  bedeutender  GrOsse.  8.  Epitbeltellen  mit 
mehreren  Kernen.  8.  Bbihche  Epitbelzelle.  4.  ond  5.  Vier  Epithel- 
sellen  und  zwei  Lencocjten,  dann  eine  ESptthelielle  nnd  eine  Wander* 
zelle.  6.  Vereinzelt  anftretende  Leaeocyten.  7.  Leuco  vt  n  mitmehi^ 
facber  Kemtheüang,  welch  letatere  aneh  ▼ereinselt  auftreten. 

Fig,  XJ.  Tonsillen  epithel  vom  Hnnde  mit  sapfenförmig 
Torspringenden  Lencocytenhanfen.  In  dem  Epithel  idbei 
sind  nur  wenig  eingedrongene  Leoeocyten  sichtbar. 

1.  Epithel  an  der  Oberflftdie.  2.  Fast  vollständig  durebbrocbene 
Rpithellage.  3.  Leu cocytenm aasen  unter  dem  Epithel.  4.  Kleiner 
abgemndeter  Fortaafz.  f).  GrOa^rror  Fört-atz,  welche  beide  den  Pa- 
pillen entlang  sich  entwickelt  haben  und  von  di^n  Hri«nl ^tenr-n  dpr- 
selben  aus  in  verschiedener  Kicbtung  in  das  Epithel  eingedrungen  sind. 

Fig.  XII.  Abschnitt  ei nes  Wurmfortsatzes  vom  Hunde. 

1.  Normales  Verhalten  de»  Epithels  an  der  Oberfläche  der 
Scbleimbaut.  2.  Tiefe  Bucht  zwischen  zwei  Schleimhautfalten. 
8.  Lieberkühn'tfcbe  DrOaen.  4.,  6.,  6.  ond  7.  stellen  LiebeikQhn*sche 
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BrOaeii  dar,  welche  dttFch  die  ISttwirkaBg  der  Leacocytea  in  der 
YerAndening  begriffen.  An  der  einen  Wand  einer  Drüse  sind  die 
Cylindersellen  schon  zu  Rundzollen  umgewandelt,  während  aie  an 
der  andern  noch  in  regelmässiger  Ordnung  gestellt  eind.   8  und  9. 

Frei  im  Darmrohr  befindliche  Leucocyten,  welche  sieb  allmählich 
aoflöien  und  endlich  aU  gleichm&»ige  Masse  auftreten. 

Fitj.  XIII.  Drei  Li  ehe  r  k  ühn'sche  Drüsen  vom  Wurm- 
fortsatz des  Hundes,  welche  in  der  charakteristischen  Veränderung 
durch  Einwirkuni;  dor  lymphoiden  Zellen  begriffen  sind. 

Bei  Vi^.  1,  2  und  3  zeiiiren  sich  die  Veränderungen  ganz  ebenso, 
wio  ich  dieselben  am  mtMisi  hlichen  Processus  vermiformis  beschrieben 
hab*'.  1  und  2  sind  die  Cy liri'lt^repithplien  noch  in  regelmllssifarer  An- 
ordnung. 13ei  3  ist  kaum  mehr  eine  charakteristische  CyiiDderzclle 
sichtbar.  Die  Mehrzahl  denelben  sind  Rundzellen  geworden  und  nur 
schwer  von  den  Leucocyten  zu  unterscheiden.  4.  Die  Tunica  propria 
der  Drflse  ist  an  jener  Seite,  wo  die  Leucocyten  den  Angriff  Tollsogen 
haben,  terstOrt.  5.  Leucocytengruppe  an  der  Stelle,  wo  die  Lieber- 
kühn*sche  Drttse  gewesen  ist.  6  und  7  stellen  Leucocytengruppen 
TOB  verschiedener  Dichtigkeit  der  Zellen  dar. 

Fig.XIV.  Qnerdurchschnitt  der  Wand  der  Gallenblase 
des  Menschen. 

1.  Mnscularis  der  Gallenblase,  deren  Schichtung  eine  ab  wechselnde 
ist.  2.  Grössere  Zweige  der  Art.C7stica.  8.  Die  Snbmuco.sa  der  Gallen- 
blase ist  sehr  schwach,  kaum  nennenswerth  ausgebildet,  und  vielfach 

reicht  die  Muacularis  direkt  an  die  Schleimhaut  an.  1,  5,  6  und  7 
zeigt  dir  zierlidien,  nicht  verstreichViaren  Falten  'If-r  Sr  hlf'Mnhaut, 
welihe  das  bekannte  ziemlich  regelmässig  angeordnete  i  aUeiin-  t/. 
darstellen.  Man  erkennt  die  Falten  als  isolirte,  zusammenbängende 
und  netzartig  verbundene  Erhebungen  (5),  welche  eine  sehr  bedeutende 
Oberfläche  zu  Stande  bringen. 

Fiy.  XV.  Schleimhautiaite  der  Gallenblase  durch- 
schnitten. 

1.  Ein  Abschnitt  der  Falte,  an  welchem  die  Cylindersellen  mit 
ihren  Kernen  eine  grosse  Regelmftssigkeit  seigen.  Jede  einselne  Zelle 
tritt  an  der  freien  Oberfläche  etwas  gewOlbt  hervor.  Die  nach  der 
Tiefe  gerichteten  Enden  stehen  häufig,  konisch  snlaufend,  etwas  von 
einander  ab.  2.  Der  Zwischenraum  zwischen  den  Epithelreihen  ist 
äusserst  gering.  In  der  Bindesubstanz  Viefinden  sich  fixe  Bindegeweba- 
kSrperoheB  and  Leucocyten.  Zwischen  den  EpitheUellen  erkennt  man 
an  diesem  Präparat  keine  durchwandernden  Leucocyten. 


1Ö4     SUsung  der  maÜ^^]^8,  Claue  vom  9,  Fdtruar  1696. 


Fifj.  XVI.  Querschnitt  einer  Schleimhautfalte  mit  daich- 
wandernden  Leucocytea. 

1.  YoUitiadig  normftlB  Eptthaliellen*  2.  EiM  Leooo«^  mit 
lauggestredrtem  Ken,  der  KwiBtthm  swei  Cjlmderselleii  eingetretnk 
iat.  8.  'Em  Leococyt»  der  in  der  Mitte  der  Q^IindeneUen  eteekt^ 
vnd  BD  dem  die  Zelleiinieniliraii  an  der  freien  Epithelieite  nehibar 
wird.  4.  Lencocjt,  welcher  im  Aaatreten  begriffen  ist.  5.  Bei  allen 
jenen  Zellen,  welche  im  Austritt  begriffen  sind,  wird  die  sich  ak^ 
rondende  Zellcuinembran  leicht  sichtbar.  6.  Leucocyten  nach  dem 
Durchtritt,  welche  stet«  die  ursprünglich  runde  Form  annehmen. 

F^,  XVIL  Sohleimhnut  dee  Dnctns  cjeticus  vom. 
Menschen. 

1.  Stratum  subepitheliale  mit  Leucocyten.  2.  Cylinderzellen  de;* 
Ausführunp^^cranjife'^.  3  4  und  6  zeigen  die  Durchwanderung  der 
Leucocyten  in  ver.tehiedenen  Stadien,  vom  Eintritt  zwisohen  die 
Cjlinderepitheiien  an  bia  zum  Austritt  derselben. 
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Oeffentliche  Sitzung 
zur  Feier  des  136.  Stiftungstages 

am  28.  M&rz  1895. 

Der  Präsident  der  Akademie,  Herr  M.  v.  Pefctenkofer, 
eröffnet  die  Sitzung  mit  folgenden  Worten  zum  Gedäcbtniss 
zweier  Ehrenmitglieder  der  Akademie: 

Der  28.  März  heute  ist  der  Stiftougstag  der  k.  bayer. 
Akademie  der  Wissenachaften,  welcher  jährlich  durch  eine 
Offentitche  Festsitzung  gefeiert  wird.  Diese  Stiftungsfeier 
dient  herköniniiich  da7n,  jener  unsrer  Mitglieder  zu  gedenken, 
welche  während  des  ubgeliiufeiieii  Jahres  verstorben  sind. 

Ich  hübe  zweier  verstorbener  Ehrenmitglieder  zu  ge- 
denken. 


Am  14.  April  1894  starb  zu  Rom  Seine  Excellenz 

Adolf  Friedrich  (inif  vt)u  Schuck,  geboren  :ini  2.  Au- 
gust 1815  zu  .Schwerin,  um  15.  Juli  1850  von  der  (leaauimt- 
Akademie  zum  Ehrenmitgliede  gewählt.  Der  Vorschlag,  von 
unserem  verstorbenen  Mitgliede  Markus  Müller  ausgehend, 

lautet  wörtlich; 
18M.  iutii..pk7ii  Ol.  a  11 


Adolf  Friedrich  Ghraf  von  Schock. 
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«Als  Edelmann,  Diplomat  und  Freund  der  höchsten 
Person  des  Staates  nimmt  Adolf  Friedrich  Graf  von  Schack 
eine  ausgezeichnete  sociale  Stellung  ein,  und  als  Gelehrter 
und  Dichter  steht  er  auf  gleicher  btute  luit  tieu  ersten 
Grössen  unseres  Vaterlandes. 

Seine  Geschichte  der  dramatischen  Literatur  und  Kunst 
Spaniens  (3  Bände  1845)  ist  ein  Meisterwerk  Uterarisch- 
historischer  Forschung  und  zeugt  ebenso  tou  tiefen  Studien 
wie  von  einer  seltenen  SchSrfe  und  Besonnenheit  der  Ur- 
theile  und  einer  gediegenen  Vollendung  des  Geschmackes. 
Daran  reiht  sich  sein  spanisches  Theater  (2  iiünde  1845), 
in  welchem  er  mehrere  der  spanischen  Dramas  von  Rniz 
Alarcun,  Cervantes,  Lope  de  Vega  und  Calderon  in  deutschem 
Gewände  dem  Publikum  geschenkt  hat,  mit  einer  Gewandt- 
heit der  Sprache  und  Schönheit  und  Adel  des  Ausdrucks, 
die  ihn  neben  die  ersten  Meister  der  Uebersetzungskunst 
stellt.  Dasselbe  gilt  von  seiner  TJebersetzung  der  epischen 
Gedichte  des  Firdusi,  in  welcher  er  ebenso  durch  gründliche 
Kenntniss  des  persischen  Mioms,  wie  durch  den  feinen  poeti- 
schen Sinn  und  Trefflichkeit  der  Uebortragung  glänzt.* 

Die  Akademie  trat  einstimmig  diesem  Vorschlage  bei. 

Adolf  Friedrich  von  Schack  hat  sein  Leben  lang  der 
Wissenschaft  und  der  Kunst  getreulich  gedient,  ßs  li^^t 
nun  ein  Leben  geschlossen  Tor  uns  da,  welches  allen  materia- 
listischen Verlockungen  widerstrebend  stets  idealen  Zielen 
geweiht  war.  Sein  Lehensgang  ist  merkwürdig.  Neben 
Beinen  juristischen  Studien  an  den  Universitäten  Bonn,  Heidel- 
berg uiul  Herlin  (1834  bis  1838)  betrieb  er  eifrig  das  Studium 
(Irr  europäischen  Literaturen  iiml  der  orientalischen  Sprachen, 
machte  in  den  Ferien  Reisen  für  wissenschaftliche  Zwecke, 
trat  dann  in  die  Dienste  des  Grossherzogs  von  Mecklen- 
burg und  begleitete  denselben  als  Kammerherr  und  Legations- 
rath auf  seinen  Reisen  nach  Italien  und  Konstantinopel. 
Dann  wurde  er  nach  Frankfurt  am  Main  zum  Bundestage, 
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wo  sein  Vater  mecklenburgiseber  Gksandter  war,  Tersetzi, 

and  1849  kam  er  als  BevoUm&chHgter  seine«  Sonrerftne, 
dann  als  Geschäftsträger  nach  Berlin.  Von  Haus  aus  reich 
begütert  und  schon  in  einem  Alter  von  34  Jahren  zu  einer 
ehrenvollen  diplomatischen  Stellung  gelangt,  lag  Herrn 
von  Schock  ein  weiterer  glänzender,  genuasreicher  Lebeos- 
laof  vor,  den  wohl  die  meisten  Menschen  gerne  weiter  ge- 
wandelt wSren.  Aber  der  jange  Adolf  Fhedrieb  von  Schaek 
Terzicbtete  1852  auf  seine  amtliche  Stellnng  und  ging  als 
PriTatmann  nach  Spanien,  um  dort  über  die  Gescbicbte  und 
Oultor  dee  Landes  und  def  spanischen  Araber  weiter  zu 
forschen.  Er  hatte  sich  dafür  durch  eingehendes  Studium 
der  orientalischen  Spraclu  ii.  namenthch  des  Sanskrit,  Arabi- 
schen lind  Persischen  vorbereitet.  Im  Jahre  185b  fol;4te  er 
einer  Einladung  unseres  damaligen  Protektors  König  Maxi- 
milian IL,  nach  München  überzusiedeln,  wo  er  sieb  in  der 
Briennerstrasse  ein  Wohnhaus  kaufte,  welches  später  nach 
den  Plänen  des  Architekten  und  Bildbaaers  Lorens  Gedon 
umgebaut  wurde,  in  welchem  Anwesen  er  auch  die  von  ihm 
gegrflndeto,  berflhmte  Bildergalerie  unterbrachte.  Diese 
Galerie  entliält  Meisterwerke  von  damals  lebenden,  aber  viel- 
fach noch  verkannten  Künstlern  (Geuelli,  Feuerbach,  Böck- 
iin  etc.)  und  dazu  auch  Copien  von  hervorragenden  Werken 
anerkannter  alter  Meister  (Tizian,  VeUsquez,  Murillo  etc.). 
Diese  Scliack-Galerie  ist  zur  Zeit  eine  yielbesucbte  Sehens- 
wCIrdigkeit  MQnobens.  Ihr  Gründer  Termachte  sie  letstwillig 
Seiner  M^iesföt  dem  Deutschen  Kaiser,  welcher  sie  aber  in 
holdrollster  Weise  nicht  nach  Berlin  verpflanzte,  sondern  in 
München  beliess.  Die  Gründong  dieser  Galerie  und  die 
wissenschaftlichen  und  poetischen  Leistuniren  ihres  Gründers 
veranhissten  Seine  Majestät,  Herrn  von  Schack  in  den  Grafeii- 
stand  zu  erheben,  und  veranlas<^ten  auch  den  Magistrat 
München,  ihn  zum  Ehrenbürger  zu  ernennen. 

üeber  Schacks  Bedeutung  als  Gelehrter  hat  sich  MarkoB 

II* 


158 


OefftnOiau  SUnrng  vm  OB.  MSn  IW. 


HoUer  in  dem  eben  yerlesenen  Antrage  besacbuend  aus- 
g«qitocbeii,  und  habe  ich  dem  nkhte  beizaAlgeii;  fiber  seine 
Bedeotoog  tls  Diebter  tbeilt  mir  ein  sadiTentiiidigeB  Mife- 
glied  miserer  Akademie  folgendes  mit: 

,Wie  uns  Scbaek  in  meinen  uieisterhaften  Uebersetzungen 
die  fremde  Welt  der  Inder,  Perser  und  Araber  näber  ge- 
bracht bat,  so  liebt  er  es  aucb  in  seinen  zahlreichen  eigenen 
Dicbtangen,  dos  in  die  Tencbiedensten  Welitbeile,  die  Ter- 
scbiedensten  Zeiten  za  renetEen  und  wettKbanenden  Blicks 
die  geistige  Entwicklung  der  Menscbheit  bis  sor  lebendigen 
Gegenwart  m  Terfolgen  mit  propbetiscbem  Hinweis  anf  eine 
kouiinende  Verbrüderung  aller  Völker.  Er  ist  der  Cultur- 
dichter  im  vollen  Sinne  des  Worte»  mit  all  seinen  Licht- 
und  Schattenseiten,  kein  unmittelbar  wirkender  Lyriker,  aber 
ein  tief  und  vielseitig  gebildeter  Geist,  der  erhabene  Gedanken 
und  edles  Streben  in  klangvoller  Sprache  zum  Ausdruck 
bringt  und  die  mannigfaltigsten  Kunstformen  mit  acherer 
Meisterschalt  beherrBcht.* 

Unsere  Akademie  wird  dejj  Verblichenen  stets  ehrend 
gedenken. 

Ismail  Paacha. 

Ein  anderes  Ehre  nmitglied,  Ismail  Pascha,  früher  Chediv 
von  Aegypten,  geboren  am  31.  Dezember  183Ü  zu  Kairo, 
starb  jüngst  am  2.  März  1895  in  Konstautinopel  und  wurde 
am  12.  März  in  Kairo  feierlicb  bestattet.  Er  war  der  erste 
Muhamedaner,  der  unserer  Akademie  angebdrte,  am  18.  Juni 
1874  gewablt.  Der  Vorschlag  su  seiner  Wahl  ging  you 
unserem  verstorbenen  Mitgliede  Franz  von  Kobell  aus  und 
lautet  wörtlich:  .Der  riiter/.t  ichnete  erlaubt  sich  zum  Ehren- 
mitglied der  Akadezuie  Seine  Hoiieit  den  Vicekuniij;  von 
Aegypten  Tf-maii  Pascha  vorzuschlagen.  Dieser  Herr  hat 
sich  durch  die  liberale  Unteratütsung  der  geographiscben 
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Expedition  von  Baker  und  Scliweinfnrt  und  durch  die  jijlän- 
zende  Ansrnstnnof  der  Kohlfsclien  Exj)edition  zur  Erforschung 
der  libyschen  Wüste  wesentliche  Verdienste  um  die  Wissea- 
schaft  erworben.  An  letzterer  Expedition  hat  auch  unser 
Mitglied  Professor  Zittel  Theil  genommen  und  die  paläonto- 
logiflche  Sammlang  des  Staates  ist  von  ihm  durch  interessante 
Erwerbnngen  bereichert  worden.  Der  'VieekSnig  hat  sehr 
liberal  gestattet,  claas  die  auf  der  Reise  gemachten  nator- 
historischen  Sammlungen  Oberhaupt  den  betreffenden  Samm- 
lungen in  Herlin  und  München  einverleibt  werden.  Es  dürfte 
daher  vollkommen  gerechtfertigt  sein,  dass  dem  hohen  Herrn 
von  Seite  unserer  Akademie  ein  Zeichen  der  Anerkennung 
geboten  werde." 

Die  Akademie  trat  diesem  Vorschlage  einstimmig  bei. 

Ismail  Pascha  mnsste  bekanntlich  Ton  der  liegiening 
znrfiektreten.  Dartther  weiss  ich  nichts  Besseres  und  Ent- 
sprechenderes zu  sagen,  als  was  der  berühmte  Aegyptologe 
Professor  Dr.  Georg  Ebers,  welcher  länger  in  Aegypten 
weilte  und  mit  Ismail  Pascha  persönlich  verkehrte,  uns  rait- 
getheilt  hat.  ,Die  verschwenderische  Rücksichtslosigkeit, 
mit  der  der  jitfi<^'st  verstorbene  Chediv  Ismail  über  die  reichen 
Mittel  seines  Landes  verfügte,  musste  er  in  der  Verbannung 
büssen.  Die  Bevorzugung,  die  den  Europäern  so  deutlich 
und  lange  durch  ihn  za  Theil  ward,  hatte  die  national  ge- 
sinnten Unterthanen  gegen  ihn  aufgebracht,  und  es  mag 
dahingestellt  bleiben,  in  wie  weit  ihn  die  Ho£fnang  auf 
Vermehmng  seiner  EinkOnfte  und  der  Wunsch  sich  in 
Europa  Berücksichtigung  und  Lob  zu  erwerben,  antrieben, 
sich  als  Förderer  der  Cnltnr  zn  bewähren.  .Ted*  nl.ills  besioss 
er  Eigenschaften  nud  bethunijie  er  seinen  (^ei^t  und  seine 
Thatkraft  durch  Handlungen  und  Werke,  die  es  einer  wissen- 
schaftlichen Körperschaft,  deren  Bestrebungen  er  gelegentlich 
TerstftndnissToU  und  freigebig  untersttitzt  hatte,  nahe  legen 
durfte,  ihrer  Anerkennung  auch  äusserlich  Ausdruck  zu  geben. 
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Von  seinem  Groasvater  Mohammed  Ali,  dem  £rnenerer  Äagjp- 
teos,  hatte  er  den  lebhaften,  der  eoropaisehen  Cultor  ge- 
neigten Geist,  Yon  seinem  Vater  Ibrahim,  dem  Sieger  tob 
Nisibi,  wo  nnser  Moltke  ^e^en  ihn  fbcht,  den  nntemehmen- 

duu  Sinu  geerbt.  Seinen  iiaiizüsischeu  Erziehern  verdaMkte 
er  eine  Bildung,  die,  obwohl  sie  nicht  tief  ging,  ihm  doch 
gestattete,  die  Bedeiitunj]^  und  Würde  der  Wissenschaft  zn 
erkennen.  Neue  Gedanken  und  £ntwürt'e,  die  man  ihm 
mitiheilte  und  vorlegte,  begriff  er  und  verstand  es  ihnen  zu 
folgen  nnd  ihnen  das  für  seine  Zwecke  Brauchbare  m  ent- 
nehmen. Darum  wurde  ea  auch  Herrn  von  Lesseps  leicht, 
den  Chediv  Ismail  f fix  die  unter  seinem  Vorgänger  begonnene 
Durchstechung  der  Landenge  von  Suez  zu  gewinnen,  so  viele 
Millionen  sie  auch  wieder  und  wieder  in  Anspruch  nahm. 
Kbenso  frlückte  es  dem  fran/ijsischen  Altertlniiii^.forscher 
Aiiguite  Mariette,  den  Chediv  für  die  Denkmäler  aus  der 
Fharaononzeit  zu  interessiren  und  von  ihm  die  Mittel  zu 
Ausgrabungen  in  grossem  Stil,  zur  Herausgabe  von  nützlichen 
Publicationswerken  und  endlich  fUr  die  Anlage  jenes  Antiqui- 
tatenmuseums  in  Kairo  zu  erlangen,  das  schon  bei  Ismails 
Verjaguug  seinesgleichen  nicht  hatte.  Als  Gerhard  Bohl& 
nnd  Karl  Zittel  die  Erforschung  der  libyschen  WOste  unter- 
nahmen, schenkte  er  dieser  ergebnissreichen  Expedition,  so- 
wie der  früheren  von  Haker  und  Schweinfurt  nicht  nur 
nuiterielle  Unterstützung,  .sondern  auch  verständnissvoU«* 
Theilnahrae.  Auch  vielen  anderen  Forschern  gewährte  er 
thatkrUftige  Unterstützung.  So  dem  Astronomen  Mahmud  Be 
(später  Pascha)  bei  seinen  der  Topographie  des  alten  Ale-* 
zandrien  gewidmeten  Arbeiten,  und  Emst  Haeckel,  indem 
er  ihm  für  seine  zoologischen  ÜntecBiichungen  im  Rothen 
Meere  einen  Dampfer  zur  Verfügung  stellte.  Die  Bibliothek 
im  Palast  Derb-el-GamamTz  zu  Kairo  dankt  ihm  die  Ent- 
stehung und  ihre  tüchtige  Verwaltung  durch  deutsche  Ge- 
lehrte (Dr.  Stern  und  Dr.  Spitta).  Jetzt  steht  ihr  Dr.  Yolbrs 
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vor.  Herr  Dor,  ein  tflchtiger  Schweizer  Pftdagog»  ricklete 
seine  Aufinerksatnkeifc  anf  du  Erziehungsweaen  des  LaudeB. 
Mit  schöner  Duldaamkeii  unteratfltaste.  der  Ohedi?  die  Errich- 
tang  auch  christlicher  Schalen  und  Kirchen.  Die  Neu- 
gestaltung des  ilj^yptischen  Medicinal-  und  Gerichtswesens 
giijg  gleicUfalU  von  ihm  aus.  Was  er  fflr  die  Bewjk»i>tiruug 
seines  Reiches,  für  den  Verkehr  durch  Anlage  von  Eisen- 
hahnen und  Telegraphen,  für  die  Wohlfahrt  der  Unterthanen 
durch  die  Pflanzong  Schatten  spendender  Bäume  in  groes- 
arfciger  Menge  that,  verdient  so  gewiss  der  Erwähnung,  wie 
dass  er  die  Zwangsarbeit  aufhob  und  den  Sklavenhandel 
beschrankte.  * 

Also  Segen  auch  seinen)  Angedenken  I 


Der  Classensecretiir,  C.  v.  Voit,  gedenkt  der  seit  dem 
letzten  Stiftungstagti  gt-ii  rbenen  Mitglieder  der  Classe. 

Die  mathematiscii  -  physikalische  Classe  hat  im  ver- 
flossenen Jahre  zwei  ordentliche  Mitglieder:  Carl  Maximilian 
Baoernfeind  und  Carl  v.  Haushofer,  ferner  vier  aus- 
wibtige  Mitglieder:  Die  Physiker  August  Eundt  und  Her- 
mann T.  Helmholtz  in  Berlin,  den  Botaniker  Nathanael 
Pringsheim  in  Berlin  und  den  Anatomen  Josef  Hjrtl  in 
Wien  durch  den  Tod  verloren. 

Carl  Maximilian  von  Bauernfeind. 

Am  3.  August  vorigen  Jahres  endete  das  Leben  eines 
Mannes,  der  in  rastloser  fruchtbarer  Thätigkeit  nur  durch 
eigene  Kraft  nnd  TQchtigkeit  sich  zu  angesehenster  Stellung 
emporgearbeitet,  die  Geodäsie  und  Ingenieurkunde  mfichtig 
gefördert  und  durch  die  giflckliche  Organisation  des  techni- 
schen Unterrichtes  seinem  V'aterlande  die  grössten  Dienste 
geleistet  hat. 

Carl  Maximilian  Bauernfeiud  wurde  .am  28.  No* 
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▼ember  1818  in  dem  Stadtoben  Arzbeig  im  Fichtelgebirge 
ab  Sobo  eines  Scbmiedmeisters  geboren*  Die  an  Kindern 
reichen,  an  Mitteln  armen  Sltem  waren  niebt  in  der  Lage 

den  Knaben,  dessen  besondere  Begabung  sich  früh  zeigte, 
einen  regelmässigen  Studiengang  durchmachen  zu  lassen. 
Er  wurde  m  die  Latein^cbnle  nach  dem  benachbarten  Wuii- 
siedel  geschickt,  dann  in  die  Gewerbeschule  und  die  poly- 
technische Schule  nach  NQmberg,  woselbst  er  drei  Jahre 
(▼on  1836  bis  1838)  Terblieb.  Aber  gerade  die  entgegen» 
stehenden  Schwierigkeiten  stShlten  seinen  Willen  und  trieben 
ihn  an  emster  Arbeit. 

Er  hatte  das  grosse  Glück,  dass  an  der  polytechnischen 
Schule  zu  Nürnberg  damals  als  Professor  der  Mathematik 
und  Physik  Georg  Simon  Ohm,  gleich  bedeutend  als  Forscher 
wie  als  Lehrer,  wirkte.  Bauern feind  schildert  ihn  in  oiiu  r 
am  28.  Juli  1882  gehaltenen  Gedächtnissrede  als  unTer* 
gleichlichen  Lehrer,  an  welchem  die  Jugend  einen  begeistern- 
den Führer  nicht  bloss  im  Bereiche  der  Mathematik  nnd 
Physikf  sondern  des  Wissens  überhaupt  fand,  von  dessen 
Geiste  Jeder  eine  innerliche  Wirkung  verspürte.  Ohm  war 
sich  klar  darüber,  dass  die  gewöhnliehe  Lehrweise  durch 
Vorträge  in  den  Naturwissenschaften  nicht  ausreichend  sei; 
er  suchte  die  Schüler  in  ununterbrochenem  lebendigem  \"(r- 
kehr  durch  Fragen  und  Uebungen  an  der  Tafel  zu  selb- 
ständigem Denken  anzuregen.  Bauernfeind  stand  mit  seinem 
geliebten  Lehrer  noch  länger  in  Briefwechsel  und  verkehrte 
spftter  nach  dessen  Berufung  nach  München  Tid  mit  ihm. 

Auf  diese  Weise  Yortrefflich  vorbereitet,  bestog  Bauern- 
feind  (1888)  die  Univeisitat  München,  wo  damals  noch  die 
technischen  Beamten,  die  Architekten,  Ingenieure  etc.  ihre 
Ausbildung  empfingen;  er  war  das^elbst  während  zweier  Jahre 
als  Studirender  der  Industrie  inscribirt  und  hörte  niathe- 
niiitische,  naturwKSäenscbaftlicbe  und  Staats wirthschaftlicbe 
Vorlesungen. 
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Hier  wurde  fttr  sein  Leben  die  Begegnung  mit  einem 

hervorragenden,  ffanz  eigenartigen  Manne  der  Technik,  mit 
Josef  V.  Utzschneider,  entscheidend.  Dieser  , edelste  Vater- 
landsfreund *,  wie  ihn  die  Grabschrift  nennt,  hatte  sich  um 
die  Staats-  und  Yolkswirthachatt  in  Bayern  in  höchstem 
Grade  Yerdient  geniAcht:  ihm  verdankt  man  die  Beform  der 
FimuiETerwaltiing,  des  Steuerkataaters  änd  der  Staatssehulden- 
tilgang,  ferner  die  DarchfQhniDg  einer  für  die  danialige 
Zeit  mnsterliaften  LandesTermessung,  die  Anbahnung  einer 
rationellen  Forst-  und  Landwirthschaft,  die  ersten  Versuche 
mit  dem  Runkelrübenbau  während  der  Continentalsperre,  die 
Cultivirung  ausgedehnter  Moosflächen,  die  Verbesserung  des 
Salzbergbaues  und  des  Sudwesens;  er  machte  ferner  mit 
Georg  Reicbenbach  und  Josef  Fraunhofer  München  durch 
Grfindnng  der  mathematisch  -  mechanischen  und  optischen 
Institute  anr  Pflanzstätte  fftr  Feinmechanik;  und  ward  nach 
seinem  RQcktritto  vom  Staatsdienste  als  Bürgermeister  Mfln- 
chens  in  uneigennützigster  Weise  der  Begründer  einer  In- 
dustrie der  Stadt  durch  bedeutende  Unternehmungen;  dutcli 
Anlage  einer  Lederfabrik,  einer  Tuchfabrik,  einer  Spiritus- 
fabrik,  einer  Glashütte,  einer  ersten  grossen  Brauerei  etc. 
An  diesen  merkwürdigen  Mann  hatten  Bauern feind  seine 
Nürnberger  Lehrer  empfohlen,  der  den  Werth  and  das 
Streben  des  jungen  Mannes  alsbald  erkannte,  ihm  die  zur 
Fortsetzung  seiner  Studien  ndthigen  Mittel  gewährte,  ihm 
Wohnung  in  seinem  Hause  in  Obergiesing,  dem  jetzigen 
Warthofe,  gab  und  ihn  bis  zu  seinem  im  Jahre  Ib  lO  er- 
f()l<j^ten  Tode  ein  wahrer  väterlicher  Freund  und  Rathgeber 
blieb. 

Utzschneider  hatte  ein  besonderes  Geschick  die  rechten 
Leute  zu  finden  und  sie  auf  den  ihren  Talenten  passenden 
PlatK  zu  stellen.  So  bestimmte  er  seinen  Schützling,  sich 
dem  Ingenieurfach  zu  widmen.  Damals  (1840)  wurde  eben 
der  vierte  Jahreskurs  der  hiesigen  polytechnischen  Schule 
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in  einen,  ?on  dem  trefflichen  Friedrich  August  Pauli,  dem 
spateren  Oberbandirekior,  geleiteten  IngenieurcnrB  verwandelt, 
in  welchen  Baoemfeind  eintrat.  Schon  ein  Jahr  darauf 
bestand  er  die  Staatsprüfung  für  das  Ingenienrfaeh  mit  Aos- 

zeichnung  und  kaai  alsbald  als  Baupraktikant  zu  der  Eisen- 
bahnbaucomniission  nach  Nürnberg  und  dann  zu  der  Ei^eii- 
bahnbausektion  nach  üof,  woselbst  er  mit  den  Projectirungs- 
arbeiten  und  der  Bauleitung  für  die  dortigen  schwierigen 
Bahnbauten  beschäftigt  war. 

Diese  fiSr  seine  fernere  Lauf  bahn  äusserst  nntabiingende 
praktische  Thätigkeit  wurde  (1844)  unterbrochen  durch  die 
Einberufung  als  Hilfslehrer  des  Ingenienrcnrses  nach  Mfindiea, 
an  welchem  er  drei  Jahre  Torher  noch  SohQler  war.  Neben- 
bei erhielt  er  (18l<i)  die  Stelle  eines  functionirendeu  In- 
genieurs der  Direction  der  Eisenbahnen.  Im  Jahre  1849 
erfolgte  seine  Anstellung  als  zweiter  Professor  der  Ingenieur- 
wissenschaften  an  der  polytechnischen  Schule^  1851  die  als 
erster  Professor,  womit  er  die  Stellung  als  Bauingenieur 
wieder  aufgab. 

Damit  begann  für  Bauernfeind  eine  durch  fast  50  Jahre 
fortgesetzte  fruchtbare  Lehrthätigkeit  in  der  gesammten  In- 
genieurknnde:  im .  Strassen-,  Brücken-  und  Eisenbahnban, 
sowie  in  der  Geodäsie;  er  war  ein  ganz  vorzüglicher,  klarer 
und  gewissenhafter  Lehrer,  dem  alle  bayerischen  Ingenieure 
ihre  Ausbildung  verdanken,  nicht  nur  die  theoretische,  son- 
dern auch  die  praktische  durch  den  Unterricht  in  der  prakti- 
h»'n  Geometrie  und  im  Gebrauche  der  Messinstrumeoie. 
Zu  dieser  Zeit,  wo  seine  Stellung  fest  begründet  war,  begann 
er  auch  sich  mit  wissenschaftlichen  Problemen  zu  befassen. 
In  Folge  davon  hat  ihm  (1853)  die  Erlänger  Universität, 
besonders  für  seine  Arbeit  über  die  Planimeter,  den  Titel 
eines  Doktors  der  Philosophie  verliehen.  Doch  wurde  er 
(1858)  noch  einmal  in  den  praktischen  Dienst  gernfen  durch 
die  Eroennung  zum  Baurath  bei  der  oi>er6ten  Baubehörde, 
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WO  er  während  zehn  Jahren  die  Referat  über  Euenhahn* 

Qod  Brfickenbauten  hatte. 

Mittlerweile  war  ein  wichtiger  Abschnitt  in  dem  Lehen 
Bauernfeind's  herangekoaitni  ii.  Seit  längerer  Zeit  (1857) 
befosste  man  sich  in  Bayern  mit  dem  Plane  einer  Juien- 
organisation  der  technischen  Lebranetalten,  ^iHer  man  konnte 
Aber  die  Principien  nicht  einig  werden.  Keine  Geringeren 
wie  Georg  Beichenbaeh  und  Joeef  Fraunhofer  hatten  schon 
im  Jahre  1823  eine  Denkschrift  dem  Ministerium  vorgelegt, 
worin  sie  fSr  alle  technischen  Stndien  eine  auf  wissenachaft- 
licber  Grundlagö  auigebante  Hochschule  verlangten.  Erst 
der  Minister  v.  Schl()r  griff  diesen  Gedanken  wieder  auf 
und  fand  m  Baueruieind  einen  für  die  Aulgabe  begeisterten, 
ebenso  sachkundigen  wie  energischen  Rathgeber.  Nicht  eine 
Anstalt  sur  empirischen  Ahrichtung  und  zur  Srlemung  ge- 
wisser Regeln  sollte  entstehen,  sondern  eine  Statte  der  Wissen- 
schaft, in  wdcher  die  Schüler  befikhigt  werden  sa  denken 
und  in  den  eineeinen  Fällen  selbst  zu  entscheiden,  was  das 
Richtige  ist.  Es  stand  bei  ihm  fest,  dass  die  Mathematik 
und  die  Naturwissenschaften  wie  Piiysik,  Mechanik,  Chemie, 
Geo},niübie,  Physiologie  elc.  ebenfalls  zu  einer  allgemeinen 
Bildung  führen,  indem  sie  die  Befähigung  geben,  in  fremde 
Gebiete  mit  klarem  Blicke  zu  schauen  und  deren  Beziehungen 
au  dem  eigenen  Berufe  zu  erfassen.  Ihm  wurde  nach 
manchen  fiuimpfen  die  ganze  Organisation  der  neuen  Hoch- 
schule anvertraut,  er  wählte  mit  grossem  Geschick  die  eisten 
Lehrer  derselben  aus,  und  er  wurde  zum  Professor  der 
Ingenieurwissenschaften  und  der  Geodäsie,  sowie  zum  Director 
während  der  sechs  ersten  .lalire  ernannt.  Als  im  Jahre 
18G8  die  Hochschule  in  dem  prächtigen .  Neubau  eröffnet 
wurde,  da  konnte  man  sagen,  dass  ein  gelungenes  Werk 
vorliege  und  dass  Bauemfeind  sich  um  dasselbe  das  grösste 
Verdienst  erworben  habe.  Im  Jahre  1874  erhielt  er  den 
Titel  und  Rang  eines  Directors  der  technischen  Hoch- 
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schule,  und  Ton  1880  bis  1889  fdlirte  or  abermals  das  Amt 
eines  Direetors  derselben.    Solang  die  teebnisebe  Hocb- 

sciiulu  bestehen  bleibt,  wird  mim  sich  dankbar  des  Mannes 
erinnern,  der  das  Meiste  zu  ihrer  Gründung  und  zu  ihrem 
Gedeihen  gethan  hat. 

Noch  iin  einer  andern  bedeutungsvollen  Aufgabe  konnte 
sicli  der  Geodät  Bauemfeind  betheiligen,  an  der  europäischen 
Ghradmessnng.  Dieses  groesaitige  wissenschaftliche  Unter- 
nehmen hatte  im  Jahre  1861  der  k.  preuss.  GeneralUeutenant 
J.  J.  Baeyer,  der  Scbfiler  BessePs,  ins  Leben  gerufen;  fast 
alle  Staaten  Europas  betheiligten  sich  an  demselben,  so  d;u5S 
es  später  zu  einer  internationalen  Erdmessung  erweitert 
wurde.  Zur  Dnrchfiilirung  der  für  die  Zwecke  der  euro- 
päischen GradmeäsuDg  in  Bayern  vorzunehmenden  Arbeiten 
wurde  (18(58)  eine  bayerische  Commission,  bestehend  aus 
Mitgliedern  der  math.-phys.  Glasse  der  Akademie,  gebildet. 
Bauemfeind  wurde  ständiger  Seoretar  und  Stellvertreter  des 
Vorslandse  dieser  Commission.  Dieselbe  sollte  darQber  wachen, 
dass  alle  auf  Bayern  treffenden  Gradmessungsarbeiten  nach 
den  Beschlüssen  der  allgemeinen  Conferenzen  und  der  per- 
manenten Commission  der  europäi:^cheii  Gradmes>nn<x  voll- 
zogen werden.  Sie  hatte  zunächst  die  zur  Durchiülirung 
der  Gradmessung  in  Bayern  nöthigen  Arbeiten  einzuleiten; 
Bauemfeind  fielen  die  geometrischen  NiTclIements  erster 
Ordnung  zu«  wozu  er  die  Instrumente  w&hlte  nnd  die  Me- 
thoden der  Nivellirang,  sowie  die  Berechnung  der  Resultate 
angab,  eine  Arbeit,  die  ihn  bis  an  seine  letzten  Lebenstage 
beschäftigte,  im  .lahre  1871  trat  er  in  die  aus  den  be- 
deutendsten Pachmännern  zu^auiniengeset/.te  permanente  Com- 
mission ein,  in  welcher  er  au  der  Seite  Baeyer's  zum  Vice- 
Präsidenten  gewählt  wurde. 

Indem  wir  uns  nach  diesem  Ueberblicke  über  den  Lebens- 
gang Bauernfeind^s  zu  seiner  wissenschaftliefaen  Thftttgkett 
wenden,  muss  zur  Charakterisirang  derselben  bemerkt  werden, 
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dass  dieselbe  sieh  stets  als  Bedtirfniss  ffür  seine  praktischen 

Arbeiten  aL;  Geodät  und  Ingenieur  ergab;  er  verfolgte  damit 
den  Zweck,  die  letzteren  zu  f()rdern  und  genauer  zu  gestalten. 

Eine  seiner  ersten  Verötfentiichungen  (1840)  war  der 
Beitrag  zur  Theorie  der  BrückengewÖlbe.  Pauli  hatte  bei 
seinen  Vorträgen  im  Ingenienretirs  eine  wahrscheinlich  ans 
englischen  Quellen  geschöpfte  höchst  einfache  graphische 
Behandlung  der  in  einem  Gewölbe  thätigen  Kräfte  mitge- 
theilt;  an  Stelle  dieses  graphischen  Verfahrens  setzte  nun 
Bauerufeind  das  analytische  und  erweiterte  so  die  Gewölbe- 
theorie. Die  erste  von  l'auli  construirte  Fach  werk  brüL-ke  fiber 
die  Günz  entsprach  nicht  ganz  den  Anforderungen,  was  Bauern- 
ieind  (I85Ö)  veranlasste  ein  anderes  Trägersystem  zu  berech- 
nea^  wornach  die  von  Gerber  ausgeführte  Oonsimction  bei 
der  Oroesbesseloher  Brttcke  zur  erstmaligen  Anwendung  kam. 

Das  TOn  ihm  (1851)  angegebene  Prismenkreuz,  ein 
neues  Messinsfcrument  zum  Abmessen  Ton  Winkeln  fQr  In- 
genieure und  öeometer,  hat  eine  weite  Verbreitung  gefunden ; 
indem  er  statt  der  Spiegel  Glasprismen  als  refiectirende 
Flächen  anwendete,  gelang  es  ihm  in  Folge  der  Durch- 
sicbtigkeit  der  letzteren  die  Bilder  zweier  Gegenstände  in 
grosserer  Ausdehnung  zur  Deckung  zu  bringen,  als  es  bei  den 
Spiegeln  möglich  ist,  und  so  eine  genauere  Messung  zu  erzielen. 

Seine  Besprechung  der  drei  damals  (1853)  existirenden, 
aber  noch  wenig  bekannten  Planimeter  von  Emst,  Welti 
und  Hansen  hat  zur  Anwendung  dieser  Instrumente  in  der 
Praxis  viel  beigetragen. 

Hauernfeind's  Elemente  der  Vermessungskunde,  ein  Lehr- 
buch der  praktischen  Geometrie  in  zwei  Bänden  (1856  in 
erster,  1890  in  siebenter  Auflage  erschienen)  sind  wohl  sein 
bedeutungsvollstes  Werk,  welches  zu  seiner  Zeit  nur  Ton  ihm 
bearbeitet  werden  konnte*  Dieses  ungemein  klar  und  Ter- 
stftndlich  geschriebene,  von  wissenschaftlichem  Geiste  erfttUte 
Lehrbuch  hat  durch  die  systematische  Zusammenfassung  der 
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damaligen  Kenntaisse  die  Erlernung  der  Metlioden  der  Ver- 
messungskunde  ungemein  erleichtert. 

Auch  die  von  Bauemfeind  herausgegebenen  Vorlage- 
blätter zur  Brtickenbaukundo,  zur  Strassen-  und  Eisenbahu- 
baukumle  und  zur  Wiisserbaukunde  bal>en  für  die  Ausbiidoog 
des  Ingenieurs  großen  Nutzen  gebracht. 

Die  seit  An^g  des  Jahrhunderts  in  Bayern  Torgenom- 
mene  Landesvermessung  hatte  sunächst  eine  nach  wissen« 
eehaftlichen  Prineipien  auageffihrte  Triangulation  anagefllhrt, 
welehe  für  jene  Zeit  als  musterhaft  anerkannt  war:  Schiegg 
hatte  sich  an  der  AnsfDhmng  betheiligt,  Soldner  die  Methoden 
der  Berechnung  geliefert  und  Utzschneider  die  Einrichtungen 
gemacht;  die  be.st€n,  aus  den  Werkstatten  von  Reichenbacli 
und  Ertel  und  von  Fraunhofer  hervorgepfangentii  ^^  )li^L tischen 
und  astronomischen  Instrumente  waren  zur  Verwendung  ge- 
langt. In  dem  von  der  k.  b.  Steuerkatastercommission  und 
dem  k.  b.  topographischen  Bureau  (1873)  herau^^ebeuen 
grossen  Werke:  Die  hayerische  LandesTermessung  in  ihrer 
wissenschaftlichen  Grundlage  prQfte  Bauernfönd«  ob  diese 
Triangolimng  auch  den  höheren  Anforderungen  einer  Grad- 
messung geniige,  wobei  sich  zeigte,  dass  dieselbe,  nach  Er^ 
giinzung  d^  Hauptdreiecknetzes  durch  eine  Anzahl  neuor 
VVinkelmessnngen  und  nach  Umrechnung  der  Resultate  eines 
TheiLs  des  Hauptnetzes  sehr  wohl  der  europäischen  Grad- 
messung  eingefügt  werden  durfte. 

In  Verbindung  mit  der  europäischen  Gradmessungp 
wurden  femer  in  Bayern  ausgedehnte  Präcisions-NiTellemeBts 
unter  Bauemfeind^s  Oberleitung  durch  die  Asaistenten  der 
bayerischen  Ghradmessangscommission  ausgeführt.  Diese  Ni- 
vellements längs  der  Eisenbahnen  und  Landstrassen,  durch 
welche  die  Meeresspiegel  au  den  Küsten  Europas  verbunden 
und  in  allen  Ländern  eine  grosse  Anzahl  genau  nivellirter 
Marken  als  Grundlagen  für  weitere  Höhen niessuri gen  m 
technischen  und  wissenschaftlichen  Zwecken  geschahen  werden 
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sollten,  gehdren  zn  dem  Besten,  was  die  neuere  Zeit  auf 

diesem  Gebiete  geleistet  hat. 

Für  geodätische  Höhenbestimmungen  benützt  man  be- 
kanntlich dm  Barometer  und  die  triL,^' moinet  i  im  lic  McNsung; 
die  letztere  ist  genauer,  die  erstere  aber  bequemer.  Die 
barometrischen  Bestimmungen  erwiesen  sich  durch  noch  un- 
bekannte Einflüsse  ak  unsicher.  Dies  führte  Banemfeind 
dasQ,  umfassende  Untenuehungen  fiber  die  Genauigkeit  der 
barometrtscben  H^benmessungen  anzustellen.  Er  lieas  zu 
dem  Zwecke  (1857)  den  grossen  Bfiesing  genau  geometrisch 
nivelliren  und  dann  an  fünf  in  Höhenabständeu  von  270  ni 
beliüdliehen  F'unkten  von  10  Schölcrn  gleichzeitig  Beobuch- 
tim<^en  über  die  Aenderungen  des  Druckes,  der  Temperatur 
und  des  Wassergehaltes  der  Luft  mit  der  Höhe  machen. 

Daran  schlössen  sich  seine  beiden  Untersuchungen  über 
die  atmosphärische  Strahlenbreebung  (1864  und  1866)  an. 
In  der  ersteien  Über  die  astronomische  Strahlenbrechung 
stellte  er  die  Bessel'schen  mittleren  Refractionen  bis  au 
90®  Zenithdistanz  fest;  in  der  zweiten  über  die  terrestrische 
Strabk'nl)rechuu^  ermittelte  er  auf  theoretischom  Wege  die 
Abnahme  der  Coelücienten  derselben  mit  der  Hi')he  als  eine 
noth wendige  i?'olge  der  früher  aus  seiuen  barometrischen 
Messungen  aufgestellten  Luftdichtigkeitsformel.  Später  (1877) 
wurden  auf  Veranlassung  der  Oommission  der  europäischen 
Gradmessnng  noch  weitere  Beobachtungen  der  terrestrischen 
Refraction  im  Fichtelgebirge  und  dann  awischen  dem  Schlier- 
see und  dem  Chiemsee  unter  seiner  Leitung  gemacht. 

Ans  allen  diesen  Beobachtungen  erkannte  er  in  der 
Wärmestrahlung  des  Erdbodens  die  Ursache,  warum  bei  den 
barometrischen  Messungen  tägliche  Perioden  auftreten,  indem 
Mittags  grössere,  Morgens  und  Abends  kleinere  Höhen  als 
die  wirkliehen  erhalten  werden.  Er  entwickelte  ferner 
Gleichungen  Air  die  die  Terschieden  dichten  Schichten  der 
Atmosphäre  durchdringenden  Lichtstrahlen  und  wiee  auch 
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fÖr  die  trigonomefri.sche  Höhenmessuriff  ♦^ineii  Einflu-NS  der 
Wärmestrahiung  des  Erdbodens  ia  täglichen  Perioden  nach. 
Für  die  Geodäsie,  die  baromefcnschea  Hötheabestimmnngen, 
sowie  aoch  für  die  Meteorologie  waien  diese  Arbeiten 
Baiienifeiiid*s  tod  Belang;  er  hat  sie  fftr  seine  bedeutendste 
LeistoDg  gehalten. 

Es  ist,  wie  man  ersieht,  nieht  die  reine  Mathematik 
oder  die  Physik,  welche  Baueriifeind  durch  ueut-  Erkennt- 
nisse bereicherte;  er  hat  vi ^»1  mehr  durch  die  Auwendung 
derselben  für  die  wisäenscbattiiche  Ausbildung  der  Geodäsie 
und  Tn<^enieurkunde  Bedeutsames  geleistet  und  ist  dadurch, 
sowie  durch  die  mit  Geschick  organisirten  und  geleiteten 
gemeinschaftlichen  Messungen  seiner  Schaler  sn  einem  der 
angesehensten  Vertreter  in  seinem  Fache  geworden.  Des 
hohe  Ansehen  nnd  die  Achtung,  welche  er  nch  allseitig  er- 
rungen hat,  zeigte  sich  besonders  l)ei  der  Feier  seines 
70.  Geburtstages  jun  28.  November  den  er  noch  in 

voller  Rüstigkeit  iuj  Amte  beging. 

So  ist  der  aus  dem  Volke  herTorgegangene  Sohn  des 
Schmiedes  durch  eigene  Kraft  seines  Glückes  Schmied  ge- 
worden. Der  mächtige  Kopf  mit  den  ausdmeksYoUen  scharfen 
Zogen  liess  alsbald  den  bedeutenden  Mann  von  festem  Cha- 
rakter erkennen,  welcher  genan  wusste,  was  er  wollte,  und 
mit  uni.sichtiger  Klugheit  durchsetzte,  was  er  anstrebte. 
J-.iue  vornehiue  ErscheiuuiiLr  von  genies^euuiu  Wesen  ver- 
langte er  Beachtung:  seiner  Stellung  und  zeigte,  dass  er  zu 
herrschen  gewohnt  war. 

Ein  Jahr  nach  seinem  70.  Geburtstage  l^te  er  die  Ge* 
Schäfte  eines  Directors  der  technischen  Hochsohnle  nieder, 
da  sich  Symptome  des  Nachlassens  der  Kräfte  bemerUieh 
machten;  1890  trat  er  auch  ?om  Lehramte  snr&ek.  Es 
stellten  sich  die  Anfänge  eines  schweren  Leidens  ein,  dessen 
Qualen  er  mit  Helden nuitli  ertrug.  Klaren  Geistes  nahm  er 
Abschied  von  seiner  Familie  und  seinen  Freunden  mit  dem 
Bewusstsein  sein  Leben  gut  angewendet  zu  haben. 
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Karl  Ton  Haushof er. 

Die  matheraatisch-physikalische  Classe  beklagt  den  allzu- 
frühen Tod  eines  venlieuten,  reich  veranlagten  und  hiktlist 
liebenswürdigen  Coiiegeu,  welcher  wissenschaftliche  und  küiLst- 
lerische  Bef.liiigung  in  gleichem  Grade  in  sich  yereinigte. 

Karl  Hauöhüfer  erblickte  am  28.  April  ISoÜ  zu  Münclien 
als  Sohn  des  Landachaftsmalers  Max  Haushofer  das  Lichfc 
der  Weit.  Letzterer  gehörte  zu  denjenigeD  hieaigeD  Malern, 
welche  damals  begannen  im  bayerischen  Gebiige  Studien 
nach  der  Natur  zu  machen;  es  war  eine  idyllische  Zeit  ?oU 
Frohsinns  and  freudipfen  Schaffens.  In  der  Sorge  mn  seine 
Familie  verliess  er  1844  mit  schwerem  Herzen  die  Heimath, 
um  eiiT'ti  liuf  als  IVofes.sor  an  die  Kunstakademie  zu  Prag 
anzunehmen,  woselbst  der  Sohu  die  Jugendjahre  verbrachte. 

Letzterer  hatte  von  dem  Vater  das  Verständniss  für 
die  Schönheit  der  Natur  und  das  Talent  für  die  künstlerische 
Darstellung  geerbt.  FrOhzeitig  fing  er  an  zu  zeichnen  und 
zu  malen,  und  zwar  Alles,  was  ihm  Yorkam,  Landschaftliches 
und  Figfirliches.  Dieser  au&  Feinste  ausgebildete  Farben- 
nnd  Formensinn  und  das  Talent  des  Zeichnens  kam  ihm 
später  bei  seinen  wissenschaftliclien  Arbeiten,  bei  den  von 
ihm  entworfenen  geologischen  W'audtafeiu  und  bei  den  Vor- 
lesungeu  sehr  zu  Statten.  Die  Liebe  zur  Naturschönheit 
wurde  gepflegt  und  entwickelt  durch  den  Aufenthalt  an  dem 
Ghiemsee,  wo  die  Eitern  Haushofer's,  an  beständigem  Heim- 
weh nach  der  bayerischen  Heimath  leidend,  alljährlich  zwei 
Sommermonate  zubrachten.  Die  Bilder  jener  Landschaft: 
See,  Wald  und  Hochgebirge  senkten  sich  tief  in  die  Seele 
des  Knaben  und  noch  in  späteren  .Jahren  suchte  er  dorten, 
bi.^  Kurz  vor  seinem  Tode,  Erholung  nach  den  Mühen  der 
Arbeit. 

In  l'rag  besuchte  er  das  deutsche  Gymnasium  auf  der 
Kleinseite  (1849 — 1856),  an  welchem  einsichtsvolle  Lehrer 
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wirkten.  Auch  die  Katurwisseoflchaften  wurden  dasaUxi 
eifrig  gepflegt:  Physik,  Botanik,  Zoologie  und  Ifineratogie 
waren  obligate  Lehrgegensfönde.  Der  junge  Haushofer  nahm 
das  grosste  Interesse  daran  nnd  beschäftigte  sich  anch  va 

Han«e  mit  pliysikalischen  und  chemischen  Experimenten. 
]i«'s(niclert»  Neigunc?  bnicht»'  er  der  Mineralogie  entgegen: 
der  Vater  besass  eine  nicht  unbedeutende  Mineraliensamm- 
lung, welche  dem  Sohn  zur  Anregung  diente,  so  dass  er 
schon  als  Gymnasiast  jedes  ihm  vorkommende  Mineral  be- 
stimmen lernte* 

Nur  ungern  hatte  sich  der  Vater  von  seinen  beiden 
S5hnen  (1850)  getrennt,  um  dieselben  in  Bayern  das  Gym- 
nasium absolviren  m  lassen^  da  er  wtinschte,  dass  sie  in  der 
alten  Heiniath  ihren  künftigen  Lebensweg  suchen  sollten, 
nicht  in  ^("»linipii,  wo  schon  damals  die  Nationalitätenfrage 
das  Dasein  immer  unerquicklicher  gestaltete.  So  absolvirte 
der  junge  Haushofer  (1857)  das  Maximiliaus^Gymnasium  zu 
München  und  trat  dann  an  die  hiesige  Universität  über. 

Es  war  fast  selbstrerst&ndlich,  dass  die  Liebe  aur  Natar 
und  die  schon  erlangten  Kenntnisse  ihn  bestimmten,  sich 
den  Natnrwissenschafben,  insbesondere  der  Mineralogie  nnd 
Geognosie  «nssuwenden.  Nachdem  er  noch  ein  Semester  in 
Frag  zugebracht  hatte,  ging  er  (1859)  an  die  sächsische 
Bergakademie  zu  Freiberg.  Der  lierghaui)tiuann  v.  Beust 
war  damals  der  Leiter  dieser  in  hr)chstem  Ansehen  stehenden 
Anstalt,  an  welcher  Studirende  aas  allen  Welttheilen  sich 
susammenfanden;  unter  der  Führung  des  alten  Weishaupt 
wurden  berg-  und  hüttenmännische  Studien  neben  Chemie 
und  Mineralogie  betrieben. 

Nach  Vollendung  der  Freiberger  Studien  musste  er 
sich  entscheiden,  ob  er  der  Theorie  oder  dem  praktischen 
Bergw^esen  sieh  znwenden  sollte.  Namentlich  auf  eine  An- 
regung ans  drn  Kroi^fm  von  Prager  Oros^industriellen  hin 
und  auch  in  der  Uuüuuug  bälder  zu  einem  selbständigen 
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Erwerb  zu  gelangen,  entschloss  er  sich  dazu,  sich  dem 
Eiseuhüttenweseii  zu  widmen.  Er  trat  (1801)  in  eines  der 
grössten  böhmischen  Eisenhüttenwerke,  in  die  Uermannshütte 
hei  Stab  nächst  Pilsen,  ein,  um  mit  dem  einfachsten  Arbeiter 
die  harte  Arbeit  bei  der  Gtiitli  des  Puddelofens  zu  ibeiloii. 
Obwohl  er  bald  sutn  Walzmeister  und  Beiriebsaseisient  vor- 
rückte, war  es  dem  wissensdarstigen,  feinfühlenden  jungen 
Manne  nicht  möglich  eine  solche  Beschäftigung  und  die  Auf* 
sieht  über  400  Arbeiter  weiter  zai  führen.  Todmüde,  mit 
Kohlenstaub  bedeckt  und  häutig  mit  Brandwunden  an  den 
Händen  von  der  Arbeit  nach  Hause  kommend,  vermochte  er 
nicht  mehr  ein  Buch  zu  losen  und  sich  weiter  zu  bilden. 

Der  Vater  war  sehr  bestürzt,  als  er  bei  einem  Besuche 
der  Hfitte  eine  gewisse  Verwahrlosung  des  Sohnes  bemerkte; 
er  drang  in  ihn,  die  aufreibende  praktische  Laufbahn  und 
die  schon  erlangte  gute  Stellung  zu  verlassen  und  zu  der 
Wissenschaft  zurückzukehren.  Die  in  der  Hütte  erworbenen 
Erfahrungen  waren  jedoch  für  ilm  niclit  verloren;  er  konnte 
sie  für  seine  spateren  Vorlesuugeu  au  der  technischen  Hoch- 
schule (Tut  verwerthen. 

£r  kam  wieder  an  die  Universität  München,  hörte  Vor- 
lesungen bei  Liebig  und  JoUy,  und  arbeitete  namentlich  bei 
Kobell,  welcher  ihn  als  Assistenten  aufoahm  und  den  ihm 
in  seinem  ganzen  Wesen  sympathischen  und  in  vielen  Stücken 
gleichgesinnten  jungen  Forscher  lieb  gewann;  er  blieb  ihm 
ein  allzeit  wohlwollender  Gönner  und  Freund. 

Im  Jahre  löste  Flaushofer  eine  von  der  philosophi- 

schen Facultät  gestellte  Preisfrage  physikalischen  Inhalts: 
»Untersuchungen  über  die  bei  Auflösung  von  Salzen  in 
Wasser  eintretenden  Temperatur-Erniedrigungen*«  Die  Auf- 
gabe war  von  Jolly  gestellt  und  in  seinem  Laboratorium 
bearbeitet  worden.  Nun  promovirte  Haushofer,  habilitirte 
sich  (1865)  als  Privatdozent  an  der  Universität  flSr  das  Fach 
der  Mineralogie,  und  wurde,  aU  die  technische  Hochschule 
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(1868)  dabier  geendet  wnrde,  Professor  fttr  Mineralogie 

und  Eisc'iiiiüttenkunde  an  derselben.  Als  solcher  hatte  er 
die  iiiiner;ilo^*<5che  und  hüttenmünni<;che  Süniiuiimg  und  das 
mineralogische  Laboratorium  einzurichten.  Er  war  ein  vor- 
züglicher, pllichtgetreuer  Lehrer,  befähigt  durch  ausgebreitete 
theoretische  und  praktische  Kenntnisse  in  seinem  Farbe. 

Durch  diese  seine  Eigenschaften  und  durch  sein  ein- 
nehmendes Wesen  erwarb  er  sich  bald  das  Vertrauen  seiner 
CoUegen,  die  ihn  wiederholt  snitn  Vorstände  der  chemisch- 
technischen  Abtheilung  erwfthlten.  Und  ab  im  Jahre  1889 
der  Geh.  Rath  v.  Bauern feind  das  Directorium  der  technischen 
Hochschule  niederlegte,  kam  Hanshofer  an  seine  Stelle,  welche 
er  bi.s  zu  nclnein  Lebenst-nde  heiiielt.  Er  hat  die  in  ihn  ge- 
setzten Erwartungen  erfüllt;  als  ein  gerechter,  triedliebender, 
umsichtiger  Vorstand  hat  er  sein  schwieriges  Amt  verwaltet, 
nur  das  Wohl  der  Anstalt  berficksichtigend. 

Die  nicht  sehr  zahlreichen  wissenschaftlichen  Arbeiten 
Hanshofer's  zeichnen  sich  durch  feine  Beobachtung  aos.^) 

In  seiner  Habilitationsschrift  (1865)  beschäftigte  er  sich 
mit  den  regelmSssigen  Vertiefungen,  welche  durch  Aetzung 
mit  Säuren  auf  den  i  Liciien  des  Kalkspaths  entstehen,  nnd 
den  durch  Brew>ter  entdeckten  Lichtfiguren,  welche  derartige 
geätzte  Platten  hervorbringen.  Nachdem  er  in  den  folgenden 
Jahren  verschiedene  Mineralanalvi^en  und  die  trefflichen 
.Hilfstaheilen  zur  Bestimmung  der  Gesteine*  yer5fientlicht 
hatte,  wandte  er  im  Jahre  1873  sein  Interesse  der  schwie- 
rigen Frage  der  chemischen  Constitution  der  natfirfa'chen  Sili- 
kate zu.  In  einer  Abhandlung  in  den  Annalen  der  Chemie 
und  in  einer  besonderen  Schrift  (1874)  versuchte  er,  die  mo- 
dernen chemischen  Anschauungen  auf  die  in  der  Natur  vor- 
kommenden kieselsauren  Verbindungen  anzuwenden  und  für 
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dieselben  Cotistiiutiooäformeln  aufzustellen,  weiche  den  geneii- 
scben  Bezielmogen  deraeLben  Beohnang  tragen.  Da  diese 
letzteren  die  einzige  tbatsSchliclie  Grundlage  einer  solclien 
Au&tellang  bilden,  so  können  die  so  erlialtenen  Formeln 
nicht  denjenigen  Orad  Ton  Wahrscbeinlichkeit  besitasen,  welche 
den  Füiuieh)  von  otf^anischeu  Verbindungen  /iikommt,  die 
entweder  durch  SyI>tlle^e  aus  roustitutionel!  bekannten  Kör- 
pern gewüuuen  oder  durch  allmählichen  Abbau  in  einfachere 
Verbindungen  zerlegt  werden  können.  Da/u  kommt,  dass 
die  damalige  KenntoiBS  der  empirischen  ZoaammenBetsung 
der  natürlichen  Silikate  noch  yielfach  eine  ungenfigende  war 
und  in  sahireichen  F&Uen  noch  heute  nicht  zu  einem  Yer- 
Stiche,  auf  die  Constitution  derselben  zu  scliliessen,  berechtigt. 
Immerhin  finden  sich  in  Haushofer's  Zusainnienstellungen, 
welche  er  selbst  nur  als  einen  „Versuch"  bezeicliupt,  manche 
Auffassungen,  die  auch  jetzt  noch  als  richtig  anerkannt  werden 
müssen. 

Auf  dem  Gebiete  der  Krjstallographie  Terdffentiichte 
Haushofer  eine  Reibe  kleinerer  Mittheilungen,  meist  Ünter^ 
suchongen  über  die  Krystallformen  organischer  Substanzen, 
theils  in  der  Zeitschrift  für  Kristallographie,  theila  in  den 
Arbeiten  der  Chemiker,  welche  jene  Körper  dargestellt  hatten, 
seit  (lern  .bihre  1877  bi.s  zu  seiner  letzten  Krki^inl.niig. 

Daneben  gingen  her  Versuciie  iil>er  dik5  Verhalten  des 
Dolomits  gegen  Säuren,  besonders  aber  seit  1880  Studien 
über  die  mikroskopischen  Krystallformen  in  Niederschlägen. 
Der  Gedanke,  die  Gegenwart  gewisser  Elemente  durch  mikro- 
skopische Beobachtung  der  Krystallform  von  Verhindnngen 
zu  erkennen,  war  zuerst  von  einigen  Petrographen  zu  mikro- 
skopischen Reactionen  auf  Bestandtheile  der  Mineralien  in 
Gesteinen  benutzt  worden.  Haushofer  wandte  denselben  nun 
als  Hült'iimittel  der  tjualitativen  chemischen  Analyse  auf  eine 
Reihe  von  Stoffen  an,  für  welche  es  an  emptindlichen  Re- 
actionen fehlt,  und  zeigte,  wie  man  auf  diesem  Wege  in 
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vielen  Fällen,  selbst  bei  sehr  geringen  Mengen  verfügbarer 
Substanz  noch  den  einen  oder  anderen  darin  enthaltenen  fie* 
standtheil  sicher  nachweisen  könne.  Namentlich  bei  den  so- 
genannten seltenen  Erden  ist  durch  ihn  die  mikroskopische 
Methode  ein  wichtiges  HQlfsmittel  bei  der  chemischen  Ana- 
lyse geworden.  Eine  systematische  Znsammenstellung  der 
mikroskopischen  Reactioneu,  als  Anleitung  zur  Erkennung 
verschiedener  Kleiiiejite  und  Verbindungen  unter  dem  Mikro- 
skope und  als  ein  bupidement  zu  den  Metboden  der  quali- 
tativen Analyse,  gab  er  im  Jahre  1885  heraus;  auch  führte 
er  zahlreiche  junge  Chemiker  durch  ein  ?on  ihm  abgehal* 
tenes  Practicum  in  diese  Methode  ein. 

Seine  rege  Theilnahme  an  dem  deutschen  und  5ster^ 

reichischen  Alpenverein,  zuerst  als  Kedacteur  der  Vereins- 
zeitscjiiiiL,  dann  als  Präsident  der  Scction  Mfhichen,  hat  auch 
der  Wissenschaft  Nutzen  gebracht,  denn  er  war  stets  boniülit, 
dem  Verein  wissenschaftliches  Interesse  zu  verleihen,  die  Ver- 
öffentlichungen in  der  Zeitschrift  gediegen  zu  gestalten  und 
die  bildliche  Ausstattung  derselben  zu  veredeln :  seine  Gebirgs- 
landschaften zeichnen  sich  durch  die  scharfe  Charakteristik  der 
Bergprofile  und  seine  Hochgehirgskarten  durch  ein  besonderea 
landschaftliches  VerstSudniss  aus.  Er  wird  auch  in  der  Qe- 
sehichte  der  Erschliessung  der  Ostalpen  genannt  als  einer 
der  ersten,  welche  die  Zillerthaler  Eispässe  begingen,  zu  einer 
Zeit,  wu  das  Führerwesen  und  der  Wegbau  noch  in  den 
Anfängen  waren. 

Sowie  in  der  Natur  suchte  er  auch  im  Leben  das  Rechte 
und  Schöne.  Er  war  ein  ideal  denkender  Mensch,  der  höhere 

Ziele  er.strel)te  und  seinen  Gedanken  und  Gefühlen  auch  in 
poetischer  Form  Ausdruck  zu  gebeu  wusste. 

Der  im  Jahre  1890  erfolgte  Tod  seiner  geliebten  Gattin 
wirkte  auf  den  vorher  so  kr&ftigen  Mann  ersehOttemd  ein ; 
zwei  Jahre  darnach  hatte  er  einen  heftigen  Anfall  von  In* 
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flueoza,  Yon  welchem  er  sich  nieht  mehr  erholen  konnte. 
Er  starb  nach  langem  Leiden  am  8.  Januar  1895,  betrauert 
Ton  Allen,  welche  seiue  edlen  Eigeuscbaften  gekannt  haben. 

August  Kundt. 

Die  Physik  hat  in  den  letzten  Jahren  durch  das  Abieben 
ihrer  hervorragendsten  Vertreter  in  DeutBchland  die  schmerz- 
lichsten Verluste  erlitten;  nach  dem  Tie!  betrauerten  Heinrich 
Hertx  ist  August  Kundt  und  nach  diesem  Hermann  Helm- 
holtz  im  Zeitraum  Ton  9  Monaten  gefolgt. 

Au^ni^t  Kundt  ist  am  21.  Mai  1894  in  Tollem  Schaffen, 
erst  51  Jahre  alt,  ^^estorben.  Ein  Schüler  vun  Magnus  ist 
er  durch  sein  Talent  in  kurzer  Zeit  einer  der  ersten  Physiker 
geworden;  an  den  Hochschulen  von  Zürich,  VVür/.lmrg,  Strass- 
burg  und  Berlin  hat  er  als  unübertrefflicher  Lelirer,  der 
eine  Oberaus  grosse  Zahl  wissenschaftlich  tUätiger  Schüler  in 
seinem  Laboratorium  vereinigte,  und  als  herrorragender  For- 
scher gewirkt 

Von  seltener  Frische  des  Geistes  und  unverwOstlicher 
Arbeitskraft  war  er  ein  Ton  Wenigen  erreichter  Meister  im 
Experiment,  der  luit  ungewöhnlichem  Geschick  und  Scharf- 
sinn die  Mittel  fand,  die  schwierigsten  Aufgaben  durch  den 
Versuch  zu  lösen,  wodurch  es  ihm  gelang,  auf  den  ver- 
gchiedensten  (Gebieten  die  Physik  mit  vielen  wichtigen  That- 
sachen  und  Erkenntnissen  zu  bereichern.  Er  gehörte  nicht 
zu  den  eigentlichen  matfaematischen  Physikern,  aber  er  ging 
bei  seinen  Arbeiten  zumeist  mit  feinem  Verstöndniss  für  die 
vorliegenden  Fragen  Ton  theoretischen  Betrachtungen  aus. 

Bei  seinen  ersten,  auf  dem  Gebiete  der  Akustik  eich 
bewegenden  Arbeiten,  gelang  es  ihm,  eine  neue  höchst 
sinnreiche  Methode  der  Fortptiiin/.un«^'.sgeseln\  iiidiickeit  des 
Schalles  zu  finden,  deren  Anwendung  ihn  zu  hetleiitungsvollen 
Aufschlüssen  führte.    An  seine  Untersuchungen  über  die 
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Doppelbrechung  des  Lichtes  in  töneDden  Stäben  hatte  sich 
ein  Versuch  über  die  Uebertragung  der  Bewegung  longita- 
dinal  schwingender  RShren  auf  hineingesteckte  Korper,  sowie 
auf  die  Luft  in  denselben  angeschlossen;  es  zeigte  sich  dabei 

die  autTalleiide  Erschein udl; .  dass  aii  der  Inuenlläclu'  der 
Glasröhre  vertheilter  feiner  Staub  in  I  »est  i  mm  ton  Figuren, 
den  Knotenpunkten  stehender  Schwingungen  der  eiugeschlua- 
senen  Luft,  anordnet,  wenn  man  die  an  beiden  Enden  t er- 
schlossene Röhre  durch  Reiben  in  longitudinale  Schwingungen 
▼ensetiEt.  Daraus  war  er  nun  im  Stande  in  einfachster  und 
genauester  Weise  dieFortpflauKungsgeschwindigkeit  der  Schall- 
wellen in  den  in  der  Röhre  befindlichen  Gasen  und  D&mpf<»i, 
sowie  auch  in  festen  Körpern  zu  bestimmen.  Indem  er  diese 
Methode  immer  mehr  vervollkommnete  und  verschiedene  loniri- 
tudinal  schwingende  Körper  unter  mannigfaltigen  Bedint;ini;Lj:eu 
anwandte,  ergaben  sich  ihm  Resultate  von  allgemeiner  Be- 
deutung, die  auch  m  dem  chemischen  Verhalten  der  Stoffe 
in  Beziehung  zu  bringen  waren.  Hierher  gehören  auch 
seine  Versuche  über  die  Klangfigureu  in  Orgelpfeifen,  fiber 
die  Schwing nngsform  tönender  Platten,  die  Erzeugung  yon 
Tönen  durch  Flammen,  die  Schwingungen  von  rechteckigen 
Luftplatten. 

Nach  diesen  akustischen  Studien  irini;  er  zn  optischen 
Fragen  über.  Er  war  auf  den  Gedanken  gekommen,  dass 
Metalle  und  metallisch  glänzende  Körper  Unreg^  lm-l^igkeiten 
in  der  Brechung  des  Lichtes  zeigen  mtissten.  Durch  einen 
genialen  Kunstgriff  besiegte  er  die  der  Beobachtung  fast  un- 
durchsichtiger fester  Körper  und  Lösungen  entgegenstehenden 
Schwierigkeiten  ünd  that  dar,  dass  in  der  That  eine  Anzahl 
von  Lösungen  vtm  Stoflfen,  welche  im  festen  Zustande  Ober- 
fläcli<'ntarl»en  besitzen,  anomale  Dispersion  zeigen. 

In  einer  für  di»'  kineti>ehe  Öastheorie  höchst  folgereieiien 
mit  seinem  Schüler  K.  Warburg  ausgeführten  Untersuchung 
bestimmte  er  die  Reibung  und  Warmeleitung  der  Gase  und 
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die  specifiBclie  Warme  des  Qaecksilberdampfes.  Es  war  näm- 
lich die  Frage  zu  entacheiden,  ob  im  Quecksilberdampf  wie 
bei  anderen  Gasen  mehrere  Atome  zu  einem  MolekQl  ver- 
einigt sind  oder  ob  es,  wie  unser  Collepfe  v,  Baeyer  ver- 
muthotp,  ein  einatomitres  Gas  soi.  In  ]et/.t«'ri'ni  Falle  ninsste 
ein  bcstmunter  Quotient  der  VVärmecapacität  bei  constaiiLcr 
Temperatur  und  coui>tanteni  Druck  sicli  ergeben,  der  aus  der 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit  sich  bestimmen  Hess.  Dieser 
Quotient  wnrde  nun  auch  wirklich  durch  den  Versuch  ge- 
funden. 

Bfxt  Hilfe  des  Liehienberg  sehen  Pulvers  untersuchte  er 

die  elektrischen  Erscheinungen  an  Krystallen,  die  Thernio-, 
Actino-  und  Piezo-Elektiizität  dersellx'n.  Es  folgt«  der 
Nachweis  der  clcktro-magnetischon  Dteliung  der  PoliirisatioiiJs- 
ebene  des  Lichtes  in  Gasen,  z.  B.  im  Schweielkohlenstoflf- 
dampf,  in  der  Luft,  dem  Sauerstoff,  dem  Kohlenoxydgas  und 
Sumpfgas;  und  dann  auch  im  Eisen,  Nickel  und  Kobalt, 
indem  er  den  Durchgang  des  polarisirten  Lichtes  durch  dünne 
durchsichtige  Schichten  dieser  Metalle,  welche  er  starken 
elektrischen  Strömen  aussetzte,  beobachtete.  Femer  die  Ent- 
deckung der  Doppelbrechung  des  Lichtes  in  bewegten  reiben- 
den Fltlssigkeiten,  und  die  Untersuchung  über  die  Doppel- 
brechung elektrisirter  Flüssigkeiten. 

Die  Kunst  der  Darstellung  äusserst  dünner  durchsichtiger 
Ueberzüge  von  Metallen  auf  Glasplatten  benützte  er  in  seiner 
letzten  hervorragenden  Arbeit  zur  ersten  dtrecten  Bestimmung 
der  Brechungsexponenten  der  Metalle. 

IvuikIL's  Name  wird  sich  stets  an  die  von  ihm  durch 
^('ine  Experimeutirkun^it  erbcbiossenen  Gebiete  der  Physik 
knüpfen. 
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Naihaiiael  Pringsheim. 

Der  am  0.  Oktober  1894  zu  Berlin  im  71.  LebeDsjahre 
gestorbene  Botaniker  Nathanael  Pringsheim  war  einer  der 
ältesteD  Vertreter  der  darch  Alezaader  Biann,  Schleiden, 
Nfigeli  n.  A.  begrfindeten  pfianzeDphysiologiscbeD  Richtatig, 
dem  die  Botanik  vielfache  Aufschlösse  Aber  den  Bau  und  das 
Leben  der  Pflanzenzellen  yerdankt;  Tor  Allem  sind  es  seine 
meisterhaften  Untersticliungeii  der  mikroükopibclien  Algen, 
womit  er  seinen  Ruhm  begründet  hat. 

Pringsheim  widmete  sich,  angeregt  durch  Alexander 
Braun,  frühe  der  Botanik  zu,  habilitirte  sich  an  der  Berliner 
Universität,  wurde  bald  in  Folge  seiner  Algenstudien  auf 
Ebrenberg*8  Antrag  in  die  dortige  Akademie  der  Wissen- 
schaften aufgenommen,  folgte  aber  einem  Rufe  nach  Jena 
als  Nachfolger  Schleiden's.  In  Jena  gründete  er  das  erste 
gut  eingerichtete  pflanzenphysiologische  Institut,  in  welchem 
zahlreiclie  Schüler  unter  seiner  Führurijj  wissenschaftlich 
tbiitig  Wiir^'U.  Er  gab  jedoch  nach  einigeii  Jahren  dieM^ 
Professur  wieder  auf  und  siedelte  nach  Berlin  über,  um  ais 
unabhängiger  Mann  und  Privatgelehrter  ungestört  ganz  der 
Wissenschaft  leben  zu  können.  Mit  den  reichen  ihm  zu 
Gebote  stehenden  Mitteln  errichtete  er  daselbst  abermals  ein 
Laboratorium,  worin  er  freigebig  seine  Schule  aufnahm. 

Er  begann  die  lebenden  Pflanzenzellen  ihrem  Bau  und 
ihrer  Kniwiekhmg  nach  unter  dein  Mikroskope  genau  zu 
heoliaeiiten,  wobei  öich  neue  Auffassungen  ül)er  das  Proto- 
plasma der  Zellen  und  seine  Beziehungen  zur  Membran,  die 
man  früher  als  das  Wesentliche  der  Zelle  angesehen  hatte, 
ergaben.  Er  wurde  dadurch  zum  Stuiliuni  der  mikroskopi- 
schen Algen  geführt,  deren  grQndliche  Durchforschung  wohl 
seine  grOaste  Leistung  ist.  Er  war  der  erste,  der  diese 
interessante  Gruppe  von  niederen  Pflanzen,  welche  die  wich- 
tigsten Aufschlüsse  über  allgemeine  Fragen  der  Morphologie, 
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Physiologie  und  Systematik  gegeben  hat,  aus  dem  Chaos 
vereinzelter  und  unvermittelter  Beobachtungen  zu  erlcVsen 
angefangen  hat,  indem  er  mit  unvergleichlicher  Ausdauer 
die  winzigen  Pflanzen  mit  dem  Mikroskop  verfolgte,  bis  er 
ihre  Geschichte  erforscht  hatte.  Er  ist  es  gewesen,  der  an 
ihnen  (an  der  grOnen  Sttsswasseralge  Vaacheria  terrestris 
und  }in  Oedogoniuni)  im  Jahre  1855  zuerst  den  Befruchtungs- 
aci  bei  Pflanzen,  als  geschlechtliche  Fortpflanzung  und  Zeu- 
guni^,  wirklich  l>eübuchtete,  indem  vor  seinen  Augen  die 
männlichen  Spermatozoen  sich  mit  dem  frei  gelegten  In- 
halte der  weiblichen  Eizelle  vereinigten  und  .somit  beide 
Theiie  sich  an  der  Bildung  des  befrachteten  fimbiyo  be^ 
theiligten,  wahrend  man  früher  die  Befrnchtang  als  eine 
Gontactwirkung  oder  als  DifFtision  von  gelosten  Snbstanzen 
ansah;  ein  Jahr  vorher  war  beim  Thier  (Frosch  und  Kanin- 
chen) von  de  Bary  das  Eindringen  der  Spermatozoen  in  das 
Ei  nachgewiesen  worden.  Pringsheim  zvi^^tv.  iciiier  dabei, 
wie  bei  den  Algen  geschlechtliche  und  ungeschlechtliche 
Fortpflanznng  regelmässig  mit  einander  abwechseln  und  wie 
die  Species  von  der  sexuell  gebildeten  Spore  aus  durch  eine 
Reihe  von  Wachsthumsprocessen  und  geschlechtslosen  Ver* 
mehrnngen  in  gesetzmässigem  Turnus  zu  dem  nämlichen 
Ausgangspunkte  zurückkehrt.  Indem  er  so  von  einzelnen 
dieser  Pflanzen  eine  ausführliche  von  Zelle  zu  Zelle  fort- 
führende Wach.stlnuiisgeschichte  und  Entwicklung  gab,  wurde 
er  zur  Bildung  natürlicher  systematischer  Abtheiluugeu  in 
dem  Ge wirre  räthselhafter  Formen  gefülirt,  zur  Aufstellung 
bestimmter  Arten  in  diesen  Gruppen,  welche  man  bis  dahin 
meist  nnr  nur  nach  der  Grösse  der  Zellen  unterschieden 
hatte.  Nur  die  in  dieser  Weise  beobachteten  mikroskopischen 
Algen  können  jetzt  als  wissenschaftlich  erkannt  gelten;  sie 
erheben  sich  wie  Inseln  aus  dem  Meere  der  übrigen  noch 
uubekannieti  iurmen. 

£r  machte  ferner  zuerst  die  auffallende  Wahrnehmung, 
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wie  «gewisse  niedere  parasitische  Pilze  in  das  Innere  ^'e>iii)der 
unverletzter  Ptianzen  eindringeiii  sich  in  letzteren  weiter  eofc- 
wickeln  uud  virbreiteo,  sodass  sie  durch  den  Eindringling 
allmählicK  erkranken  und  absterben;  es  iai  dies  ein  Voigang, 
der  später  manche  Pflansenkrankheiten  erkennen  liesB  and 
besonders  durch  den  weiteren  Nachweis  des  Entstehens  epi- 
demischer Erkrankungen  des  Menschen  durch  in  ihn  gelangte 
Spaltpilze  von  Bedeutung  ward. 

Von  den  weitereu  Arbeiten  Pringsheim's  mügen  nur 
einige  der  wichtigeren  zur  Charakteriairung  seiner  Thätigkeit 
noch  Krwähnung  finden:  seine  Untersuchung  fiber  die  Ent- 
wicklung und  die  Danerschwarmer  des  sogenannten  Wasser- 
netzeSf  über  die  Vorkeimfaden  oder  die  Protonemen  der  Arm- 
lenchiergewSchse,  Ober  die  Keimung  und  den  Aufbau  der 
zierlichen  Wasserfarn,  über  die  Embrvobildunf?  der  Gcfass- 
lirv|it()L;Hnien,  über  die  Morphologie  der  rtrieuljiria,  deren 
Sciiiäuche  er  auf  Schwärmj^poren  zurückführte,  über  die  männ- 
lichen Pflanzen  und  Schwärmsporen  der  Gattung  Bryopsis. 

Von  grondlegender  Bedeutung  ist  seine  Arbeit  über  die 
Paarung  der  Schwärmsporen,  in  welcher  er  die  Copulation 

der  Schwärmsporen  von  Paudorina  beschrieb  und  als  morpho- 
logische Grundform  der  Zeugung  im  IMl:in/,enreiche  darthat. 

In  mehreren  Beiträgen  zur  Morphologie,  zum  Befruch* 
tungsakt  und  zur  Systematik  der  Saprolegnieen  wies  er  die 
CSopulationswarzen  der  Oogonien  und  die  Copulation  der  Be- 
fruchtungsschlauche der  Antheridien  mit  eisteren  nach;  auch 
dass  bei  ihnen  häufig  eine  parthenogenetische  Entwicklung 
der  Oosporen  unbefruchteter  Oogonien  stattfindet. 

Die  Abhandlung  über  den  Gang  der  morphologischen 
Differenzinmg  in  der  Sphacelarienreihe  bringt  eine  Darstellung 
des  Ton  den  niederen  Gattungen  derselben  zu  den  höberen 
fortschreitenden  morphologischen  Aufbaues  in  den  Vege- 
tation»* und  Beproduktionsorgaaen. 
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Von  Wichtigkeit  sind  ferner  die  umfangreichen  ünter- 
anchnngen  über  dü.^  (yhlurophyll,  in  welchen  er  das  spektro- 
«kupische  Verhalten  desselben,  .-,uwie  die  Einwirkung  des  di- 
recten  Sonnenlichts  auf  dasselbe  prüfte.  Er  sah  in  diesem 
grünen  Farbstoff  ein  Athemorgan  und  ein  Schatzorgan  des 
Protoplasmas  gegen  die  Wirkong  des  Lichtes. 

Von  grossem  Interesse  war  der  Nachweis,  dass  die  Zellen 

der  Mooskapseln,  sowie  die  ihres  Stieles  unmittelbar  zu  den 
fadenförmigen  Vorkeimen  und  zu  den  bebliitterten  Moos- 
pflanzen aufwachsen  können,  wobei  also  die  generative  Sporen- 
biidung  übersprungen  wird.  Er  hat  daran  später  wichtige 
allgemeine  Betrachtungen  über  den  Generationswechsel  der 
Thallophyten  ond  seinen  Anschloss  an  den  Generationswechsel 
der  Moose  geknüpft. 

Endlieh  iiai  er  über  die  Absonderung  von  Kalk  an  ge- 
wissen i'fiauzeu,  z.  B.  den  Charaarleii  berichtet;  da  aus 
wässrigen  Lösnugen  von  kohlensaurem  Kalk  diese  Ausschei- 
dung nicht  stattfindet,  so  musste  sie  durch  die  Lebensthätig'* 
keit  jener  Gewächse  bedingt  sein. 

Ein  gro!:«e8  Verdienst  erwarb  sich  Pringsheim  durch 
die  1858  erfolgte  Gründung  der  Jahrbücher  fBr  wissenschaft- 
liche Botanik,  welche  er  bis  zu  s»^inem  Tode  leitete;  ebenso 
durch  die  Gründung  der  deutschen  butanischeu  Gesellschaft, 
deren  ständiger  Präsident  er  war. 

Pringsheim  hat  wesentlich  dazu  beigetragen,  der  Botanik 
ihre  heutige  Gestaltung  zu  geben.  Immer  sind  es  Fragen 
▼on  allgemeiner  Bedeutung,  welche  er  durch  scharfe  Beob- 

achtung  und  kritische  Betrachtung  zu  lösen  unternahm; 
seine  Arbeiten  sind  dauernde  Fundamente  für  die  Wissen- 
schaft geworden. 
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Josef  Hyrtl. 


Mit  Joeef  Hyrtl,  welcher  am  17.  Juli  1894  im  83.  Lebens* 
jähre  anf  seinem  Landgnte  %n  Perchtoldsdorf  bei  Wien  ge- 
storben ist,  ist  der  letzte  Vertreter  der  berühmten  Wiener 
medicinischen  Schule  dahingegangen.  Er  war  einer  der  er- 
fahrensten Aiiiiionien  seiner  Zeit  und  ein  unübertroffener, 
seine  iSebüler  hegeisternder  Lebrer.  Schon  wiibrend  suiiies 
Studiums  an  der  Wiener  Universität  hatte  er  eine  Vorliebe 
fQr  die  Formen  der  thierischen  Ori^airisation;  er  zeichnete 
sich  durch  eine  seltene  Geschicklichkeit  in  der  Präparation 
der  Tbeile  aus,  sodass  sein  Lehrer,  der  bekannte  Anatom 
Berres,  ihn  zn  seinem  Prosektor  machte.  Bald  nach  seiner 
Promotion  wnrde  der  26  jährige  Gelehrte  als  Professor  der 
Anatomie  an  die  Prager  Universität  gerufen  und  erbielt  dann 
iiacli  dem  Tode  von  Berre^^  dessen  Stelle  in  Wien,  wo  er  bis  zu 
seiner  Emeritirung  thätig  war  und  in  höchsten  Pahren  stand. 

Uyrti  besass  eine  umfassende  allgemeine  Bilduug,  er 
war  ein  geistvoller  origineller  Mann,  schrieb  ein  klassisches 
Latein  und  sprach  gewandt  viele  neuere  Sprachen;  in  der 
Literatur  nnd  Geschichte  der  Medicin  war  er  wie  Wenige 
bewandert. 

Als  feinsinniger  Beobachter  hat  er  die  fast  abgeschlossen 
ersclieinende  Anatomie  des  Menschen  nm  eine  grosse  An/-ahl 
neuei  i  liatsacdien  bereichert,  he.-onders  aVx'r  die  vergleichende 
Anatomie,  welche  er  mitbegründen  half  und  in  der  ^-eine 
zahlreichen  Beiträge  sich  in  ihrer  Bedeutung  nur  mit  denen 
von  Johannes  Müller  vergleichen  lassen. 

Von  ganz  besonderer  Wirkung  f&r  die  Ausbreitung 
anatomischer  Kenntnisse  sind  seine  klassischen  Lehrbücher 
geworden:  das  Lehrbuch  der  Anatomie  des  Menschen,  wel- 
ches 28  Auflagen  erlebte  und  sein  Lehrlmcli  der  topographi- 
schen Anatomie.  Es  war  in  den.-(dben  nielits  mehr  von  der 
gewöhnlichen  trockenen  Aufzählung  der  Theile  zu  bemerken, 
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es  nnd  vieltnehr  dftrin  dia  Formen  in  klarster  plaetiselier 
Daretellung  za  einem  lebendigeir  Oaneen  Terbnnden,  das 

durch  die  Verwebung  mit  historischen  Daten,  sowie  durch 
die  Her?orhebiin^  der  physiologischen  Bedeutung  das  iebiiafte 
lntere8s=?e  (h>s  Lesers  erweckt. 

Er  war  ein  Meister  in  der  anatomischen  Technik  und 
noch  jetzt  werden  seine  Präparate,  namentiich  seine  Injectionen 
der  feinsten  Blutgefässe,  als  kostbare  Objecto  in  den  ana- 
tomischen Sammlungen  aufbewahrt.  Hyrtl  wird  stets  m  den 
geschicktesten  Anatomen  gei&hlt  werden. 

Hennanii  von  Helmholtz. 

Mit  Hermann  Hohuholtx  ist  der  berühmteste  und  be- 
deutendste Natnrlorscher  unserer  Zeit,  welclier  auf  vieh^n 
Gebieten,  in  der  Mathematik,  Physik,  Physiologie.  Philo- 
sophie und  der  Aesthetik,  ganz  neue  Bahnen  geebnet  hat, 
geschieden.  Uebersehen  wir  jetst  das  vor  uns  abgeschlossen 
liegende  Leben  und  Wirken  dieses  machtigen  Geistes,  so 
gewahren  wir,  wie  von  frühester  Jugend  an  in  ihm  das  er- 
kennbar, was  sieh  spater  so  glünsend  entfaltete,  wie  er  mit 
einer  wunderbaren  Klarheit  die  schwierigsten  Probleme  er- 
fasste  und  durchdachte  und  mit  unerreichtem  Geschick  dem 
Experiment  ^ngänglich  machte,  bis  er  die  Lösnng  f^efunden 
hatte,  so  weit  als  es  überhaupt  möglich  war.  Mit  Ehrfurcht 
nnd  Dankbarkeit  gedenken  wir  seiner,  der  trotz  aller  äusser- 
licben  Anerkennung  und  Bewunderung  stets  ein  schlichter 
bescheidener  Gelehrter  und  edelgesinnter  Mensch  blieb,  und 
nur  nach  der  Erkenntniss  der  Ursachen  der  Dinge  und  nach 
der  Wahrheit  strebte. 

Der  LebcnsgauLi^  von  Helmholtz  ist  in  der  letzten  Zeit 
so  Ott  und  iu  so  vorzüglicher  Weise  geschildert  worden,  dass 
ich  hier  nur  einen  Leberblick  über  seine  haupt-^äch liehet »mi 
Leistungen  auf  dem  Gebiete  der  Physiologie  geben  will,  um 
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uns  die  Bedeutung  des  Forschers  und  Denkers  nochmals  zu 
vergegenwärtigen  und  ihm  auch  Ton  Seite  unserer  Akademie 
den  schuldigen  Tribut  der  Verehrung  darzubringen. 

Für  Alles,  was  eich  begreifen  und  logtaeh  entwickeln 
iSsstf  zeigte  er  schon  als  Knabe  eine  Vorliebe  und  ein  aus- 
geprägtes  Talent,  fUr  die  der  Geometrie  und  dann  t^r 
die  Lehren  der  Physik.  Es  ist  für  die  Wissenschaft  ein 
<IIii(  k  zu  nennen,  dma  ihm  seine  Mittel  nicbt  erlaiibifn  sich 
alsbald  der  Physik  zuzuwenden,  sondern  dass  er  vorerst 
Mediciner  werdeu  niusste;  viele  und  zum  Theil  die  wichtigsten 
seiner  Arbeiten  wären  sonst  kaum  entstanden.  So  wurde  er 
zunSchst  zu  derjenigen  medicinischen  Wissenschaft  geführt, 
weiche  yor  Allem  sich  mit  der  Erklärung  der  Erscheinungen 
befasst,  zu  der  Physiologie,  und  Ton  da  erst  spater  zu 
den  rein  physikalischen  Vorgängen.  Den  weiten  Üeberblick 
über  andere  Wissensgebiete,  sowie  die  Neigung  zu  philo- 
sophischer Betriiclitiiiig  verdankt  er  der  Physiologie  mit  ihren 
engen  Bezieliuugen  /.u  der  Philologie,  Aestlietik,  Philosuphie 
und  Psychologie.  Aber  auch  für  die  Physiologie  war  es  ein  | 
Glück,  dass  ein  so  grosses  Talent  für  Mathematik  und  Physik 
sich  ihr  widmete  und  zwar  zu  einer  Zeit,  wo  eine  Menge 
der  wichtigsten  physikalisoben  Probleme  der  Lösung  harrten. 

Es  war  auf  seine  Entwicklung  sicherlich  von  bestimmen^ 
dem  Einfluss,  dass  er  als  Lehrer  in  der  Anatomie  und 
Physiologie  Johannes  Müller  fand,  welcher,  obwohl  er  noch 
längere  Zeit  in  der  Lehre  von  der  Lebenskraft  befangen 
war,  doch  die  Lebeiisvor^^in'^^e  durch  Beobachtung  und  durch 
den  Versuch  zu  erforschen  trachtete  und  dadurch  die  neuere 
Physiologie  anbahnte;  er  stellte  z.  B.  den  künstlichen  Kehl- 
kopf zur  Erläuterung  des  Zustandekommens  der  Stimme  her 
und  wagte  es  zuerst  Ton  einer  Physik  der  Nerven  zu  sprechen. 
Es  ist  gewiss  kein  Zufall,  dass  sich  um  diesen  äusserst  an- 
regrad  wirkenden  Mann  so  viele  talentvolle  und  strebsame 
Jünger  sammelten,  wie  Henle,  Schwann,  du  Bois-Reymond, 
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Brfleke,  Vircbow,  HelmholiK,  kniter  spätere  Eorypliieii  der 

WiBflenschaftf  welchen  mau  vorzugsweise  den  Ausbau  der 
Physiologie  in  physikalischer  Richtung  verdankt.  Die  Mehr- 
zahl der  Freunde  fand  sich  auch  im  LaborHiorinni  des 
Physikers  Gustav  Magnus,  des  Meisters  im  Experimentf  sowie 
in  der  physikalischen  Gesellschaft  zusammen. 

Nach  kaum  vollendeter  Lemzeit  an  der  üniversitüt  be- 
gann Heimholte  in  bemerkenswerther  Weise  wissenschaftlich 
sich  an  beschäftigen;  stets  waren  es  Fragen  von  principieiler 
Bedentang,  denen  er  sich  znwandte. 

Er  arbeitete  mit  einem  aus  seinen  Ersparungeu  ange- 
schauten Mikroskop  seine  Dissertation  aus,  in  welcher  er 
den  für  die  damaligen  Hilfsmittel  nicht  lci(:ht  zu  beobachten- 
den Zusammenhang  der  vorher  von  Ehren berg  entdeckten 
Ganglieu Zeilen  mit  den  Nervenfasern  bei  wirbellosen  Thieren 
sieher  nachwies;  es  hatte  zwar  schon  Torher  Bemak  diesen 
Znsanunenhang  beschrieben,  aber  keinen  Glauben  geftinden. 
Mit  dieser  Erkenntniss  war  zuerst  ein  Auischluss  Aber  die 
Bedeutung  dieser  Zellen  als  nervOse  Oentralorgane  gegeben. 
Später  hat  sich  Hehnholtz  nochmals  mit  anutotnisdien  Auf- 
gaben befasst:  mit  der  He^cbreibung  der  Rippenmuskeln  für 
die  Atheuibewegungen  und  der  äusserst  sorgfältigen  Beobach- 
tung der  Form  der  Gehörknöchelchen  und  ihrer  Gelenke. 

Es  folgte  die  Abhandlung  Uber  das  Wesen  der  b'äulniss 
und  Ofthrung.  Schwann  hatte  durch  ingenieuse  Versuche 
gezeigt,  dass  keine  Gahrung  eintritt,  wenn  man  geglühte 
Luft  zu  den  Gahrk91bchen  zutreten  lasst,  und  dass  die  Hefe- 
zellen  die  Ursachen  der  (ülhrung  sind;  Hehnholtz  tlial  Liebig 
gegenüber  dar,  dass  der  SanerstofV  keinen  EinÜuss  aut  die 
Fäulniss  hat;  er  drang  aber  nicbt  zu  der  Erkenntniss  vor, 
dass  nncl)  hier  niedere  Organismen  die  alleinige  Ursache  sind. 

In  dem  Artikel  .  Wärme*  im  encjklopädischen  Wörter- 
buch der  medicinischen  Wissenschaften  rersuchte  er  aus  den 
damals  vorliegenden  wenig  genauen  Daten  ftber  die  Eoblen- 

1805.  ir«t]i.-^tajii,  Cl.  9;  18 
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s&DTeaiuselieidiing  und  die  SonentoffirofiDahme  des  Henfchen, 
den  in  ihm  im  Tag  Terbrannten  Eohlentfcoff  und  Waagergtoff 

zu  berechnen  un^]  daraus  die  im  Körper  erzeugte  Wärme- 
menge zu  entnehmen;  er  kam  dabei  aber  doch  zu  einem 
Werth  (2,7  Mili.  W.  E.),  der  sehr  wohl  mit  den  jetzt  be- 
kannten genauen  Zahlen  übereinstimmt. 

Za  der  Studienzeit  von  HelmhoUz  waren  bekanntlich 
die  meisten  Physiologen  Deutschlands,  in  Folge  der  nneeligen 
natarphiloBopbischen  Richtung,  Anhänger  der  Lehre  einer 
besonderen  nnerforscfabaren  Lebenskraft,  welche  die  Lebens- 
Torgänge  bedingen  und  die  physikalischen  und  chemischen 
Kräfte  der  anorganischen  Natur  beherrschen  sollte.  E.  H.  We- 
ber war  einer  der  Wenigen,  der  besonders  darauf  drang,  die 
Erklärung  der  Lebensierscheinungen  auf  Grund  der  Beobach- 
tung und  des  Versuchs  wie  die  der  physikalischen  Processe 
xu  finden  und  die  unfruchtbaren  natnrphilosophisehen  Specn* 
lationen  zu  Terlassen.  Ein  Geist  wie  Helmholtz,  der  in  Allem 
nach  den  Ursachen  suchte,  konnte  sich  mit  solchen  Änscliau- 
nngen  auch  nicht  zufrieden  geben.  Er  erkannte  bald,  dass 
die  Ij<'l)eiKskraft  in  Widerspruch  stehe  mit  deni  Gef?pt7  von 
der  Erhaltung  der  Kraft,  Die  Erkenntniss  du  Gesetzt^ 
ist  nicht,  wie  man  so  bäufiL-  meint,  eine  Errungenschaft 
unseres  Jahrhunderts,  sie  ist  vielmehr  sehr  alt,  man  nirn>hte 
fSast  sagen,  so  alt  als  eine  erklärende  Naturwissenschaft  exi- 
stirt;  Leibnitss  hat  das  Gesetz  gekannt  und  es  ist  namentlich 
durch  Daniel  Bemouilli  fdr  die  damals  bekannten  Krftfte 
mit  aller  Sicherheit  bewiesen  worden.  Was  in  unserer  Zeit 
hinzugekommen  ist,  das  ist  niclit  die  Rrkenntniss  des  Princips 
F(dl>st,  sondern  die  Ausdehnnn;^  dessei aul"  diejenigen  Vor- 
gänge, welche  mau  durch  die  Fortschritte  der  Wissenschaft 
neu  hat  kennen  lernen;  dadurch  erfuhr  das  schon  bekannte 
Gesetz  eine  Verallgemeinerung,  namentlich  auch  auf  die 
Lebens7orgänge.  Es  ist  gewiss  von  Bedeutung,  dass  es  vor- 
zOglich  zwei  Mediciner,  Jnlius  Robert  Mayer  und  Hennaim 
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HelinhoitZf  waren,  welche  zu  gleicher  Zeit,  im  Gefühle  der 
Absurdität  der  Anniame  einer  wie  ein  perpetuum  mobile 
wirkenden  Lebenskraft  und  in  dem  Bestreben  auch  die 
Lebenser.>c}i einungen  auf  die  bekannten  Kräfte  der  leblosen 
Natur  zurUckzaftibren,  zur  bestimmten  Formulirung  de^  alle 
Vorgänge  umfassenden  Natorgeeetees  gelangten.  Ersterer 
hat  beeonden  die  Beziehungen  der  mecfaanischeii  nnd  anofa 
der  chemiechen  Energie  znr  Wärmebewegnng  erörtert  und 
das  mechanische  Aequivatent  der  Warme  gemessen ,  leteterer 
hat  auch  die  statische  ElelrtnzitSt,  die  magnetischen,  gal- 
vanischen und  therniüelt'ktrisi'hen  Bewegungen  in  das  Gesetz 
aufgenommen.  Helmholtz  iiat  in  der  denkwürdigen  Tisch- 
rede bei  der  Feier  seines  Jubiläums,  die  man  immer  wieder 
mit  gleichem  Genüsse  liest,  in  einzig  dastehender  Bescheiden- 
heit geschildert,  wie  er  die  von  ihm  aufgestellten  Siitze 
eigentlich  fdr  schon  bekannt  gehalten  habe.  Unzweifelhaft 
ist  es  aber,  dass  bald  die  Wirkang  derselben  eine  mächtige 
war  nnd  von  da  an  die  Aufmerksamkeit  Aller  anf  jenen 
Zosammenhang  der  Krftfte  gerichtet  war;  auf  die  Physiologie 
hak  die  Anwendung  des  Gesetzes  umgestaltend  gewirkt,  denn 
vi>u  ia  an  hei;inn<_'n  mit  voller  Zuversicht  di«^  Anstrengungen 
die  Lebens  Vorgänge  durch  das  Kxpi-i  iinent  /u  erforschen. 

Helmholtz  suchte  in  seinen  nächsten  Arbeiten  Beweise 
für  die  Giltigkeit  des  Gesetzes  von  der  Erhaltung  der  Energie 
für  die  Lebenserscheinungen  zu  bringen. 

Wenn  die  Muskelkraft  wirklich  von  dem  Stoffwechsel 
oder  Yon  der  Zersetzung  complicirter  chemischer  Verbin- 
dungen in  einfachere  herrflhrt,  und  nicht  von  einer  sich 
stets  aus  sich  selbst  erzeugenden  Lebenskraft,  dann  musste 
man  im  arbeitenden  M\i8kei  einen  Verlnauch  gewisser  StülFe 
und  di»^  i^]nt>>!reliiiu£?  von  Zersetzungsprodnkten  linden.  La- 
voisier  hatte  wohl  schon  erwiesen,  dass  der  arbeitende  Mensch 
mehr  Sauerstoff  Terbraucht  wie  der  ruhende,  sibpr  für  den 

isolirten  Muskel  war  dies  nicht  dargetban;  Helmholtz  erhielt 
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ans  dem  tetaniflirten  Muskel  eine  Yeraielirang  des  in  Alkohol 
IdsKclien  Theils  der  FleischbrQhe  mid  eine  Verminderung 

des  in  Wa.sser  löslichen  Thoils.  Welche  Stofte  dabei  in 
Betracht,  kommen,  verinuchte  er  nielil;  zn  entscheiden;  erst 
lange  Zeit  darnach  erkannte  man,  dass  hei  der  Mu.>.keithätiir- 
keit  der  Zerfall  des  stickstofflialtigen  Eiweisses  gewöhnücb 
nor  in  geringem  Grade  erh()ht  ist,  dass  dagegen  von  den 
stickstofffreien  Stoffsn,  Fett  und  Kohlehydrat,  sehr  betrScht» 
lieh  mehr  sseraetzfc  wird. 

Der  grosseren  Stoffisevsetsung  im  thatigen  Muskel  mnsste 
eine  grossere  Entwicklung  kinetischer  Energie  entspreches 
und  dies  hewies  nun  auch  IleluiholU  durch  den  themio- 
elektrischen  Nacliweis  einer  höheren  Temperatur  de.-s  ausge- 
schnittenen tetauisirten,  nach  aus.s»m  hin  keine  Arbeit  leisten- 
den Muskels;  im  tbätigen  Nerven  dagegen  war  nichts  der  Art 
SU  bemerken.  Er  wandte  hier  zum  ersten  Male  für  die  Unter- 
suchung physiologischer  Vorgange  feine  physikalische  Appsr 
rate  an,  in  deren  Erfindung  er,  wie  sein  Freund  du  Bois- 
Reymond,  eine  so  grosse  Meisterschaft  zeigte. 

Es  folgte  die  Untersuchung  des  Verlaufes  der  meehaai- 
sehen  Veräuderungen  des  Muskels  während  einer  Zuckung 
mittelst  des  Myographions.  Nachdem  (Jarl  Lndwijf  durch 
die  Anf/eichnnni!^  der  Schwankungen  des  Blutdruckes  durch 
das  Kyniographiun  die  graphische  Methode  in  die  Physiologie 
eingeführt  hatte,  Hess  Helniholtz  den  zuckenden  Muskel  die 
Oontraction  au&chreiben.  Die  Zuckung  des  Muskels  geht 
so  schnell  TorOber,  dass  man  nicht  im  Stande  ist  ihre  Einzel* 
heiten  mit  dem  Auge  zu  verfolgen;  indem  er  nun  den  Muskel 
mit  einem  Hebel  in  Verbindung  setzte,  der  die  Bewegung 
auf  einem  rasch  rotirenden  herus^^ten  Glascylinder  aufzeich- 
nete. Efelang  es  die  Muskeicurve  mit  allen  ihren  Details  zu 
erhalten.  Dus  Myographion  i-^t  einer  der  sujiireR-lj.strn  und 
auch  einer  der  wichtigsten  Apparate  der  messenden  Physio- 
logie.   Später  kam  Helmholtz  nochmals  auf  die  Vorgänge 
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im  Muskel  znrQek  bei  der  Untetrachimg  des  Tons,  welchen 
mui  im  eoniraliiiieii  Muskel  wahrgenommen  hatte;  er  that 
dar,  dass  die  diesem  Ton  zukommende  Anzahl  yon  Schwing- 
ungen der  Keizzahl  entspricht,  d.  h.  dass  das  Gehirn,  wenn 
es  durch  den  Willen  einen  Muskel  zur  Ziisammenziehung 
briugt,  dem  letzteren  19^/»  Reize  in  der  äecuude  durch  den 
Nerren  zosendet. 

Daran  schloes  eich  eine  der  denkwürdigsten  und  geirt- 
reichsten  Arbeiten  an,  die  Messnng  der  Fori^flanzongpge- 
schwindigkeit  der  Erregnng  im  Nerven.  Man  dachte  sich, 
dass  diese  Geschwindigkeit  eine  ungemein  grosse  sei,  so  gross 
wie  etwa  die  des  Lichtes  oder  des  elektrischen  Stromes,  da 
man  glaubte  im  Momente  der  Berührung  der  Haut  auch  die 
Empfindung  zu  haben  oder  im  Momente  der  Willensaction 
auch  schon  die  Moskelcontraction  wahrzunehmen.  Selbst  Jo- 
hannes Müller,  der  doch  den  Ausdruck  „Nerrenphyaik''  zn- 
ent  gebraucht  hatte,  hielt  eine  sohshe  Messung  wegen  der 
Kürze  des  Nerven  für  unmöglich,  und  15  Jahre  darauf  war 
dieselbe  auf  zwei  ganz  yerschiedene  Weisen  durch  Hehnholtz 
mit  aller  Sicherheit  durchgeführt.  Zu  der  ersten  benütcte 
er  die  galvaiiometrische  Methode  der  Messung  kleinster  Zeit- 
theilehen  von  Pouillet;  zu  der  zweiten  die  Verschiedenheit 
des  Beginnee  der  Muskelcurven  am  Myographiun  bei  Reiz 
des  Nerven  möglichst  weit  weg  und  nahe  am  Muskel;  beide 
Methoden  gehören  zq  den  feinst  ausgedachten  und  genauesten 
der  Physiologie^  Da  sich  dabei  die  Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit im  Nerven  nur  zu  etwa  30  Meter  in  der  Secunde  er- 
gab, wesentlich  geringer  wie  die  vieler  anderer  Bewegungen, 
so  kam  man  zu  der  Vorstellun«;,  da.ss  im  Xerven  verhält- 
mssniä-sig  groisse  Widerstände  entgegen.sielieii.  In  gleicher 
Weise  wurde  von  Helmholtz  die  Geschwindigkeit  bei  einer 
Beflexbewegung  gemessen  d.  i.  die  Zeit  bei  der  Leitung  der 
£rregung  von  einem  sensibeln  Nerven  durch  ein  nervöses 
Centraiorgan  auf  einen  motorischen  Nerven  und  den  Muskel, 
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welche  nocli  wesentlich  langer  Ist,  als  die  der  Leitung  im 
Nerren;  die  Vorgänge  in  den  Oentralorganen  nehmen  tho 

noch  mehr  Zeit  in  Anspruch. 

Die  Erfindung,  welche  Helniholtz  mit  einem  Schlage 
in  der  ganzen  Welt  l)erüiimt  Li;eniacht  hat,  ist  die  des  Augen- 
spiegels. Wir  sehen  für  gewöhnlich  nichts  von  den  Gehildeo 
im  Innern  des  Auges,  wesshalb  die  Pupille  schwarz  erscheint, 
obwohl  Lichtstrahlen  von  dem  Augenhiutergrunde  refieetirt 
werden.  Oumming  und  Brücke  hatten  aber  das  menschhcbe 
Auge  unter  gewissen  Umständen  leuchten  sehen;  Helmholts 
wollte  dies  seinen  Zuhörern  mit  Hilfe  einer  einfachen  Vor- 
richtung erläutern  und  machte  sich  dabei  alsbald  durch  d«i 
(lang  der  Lichtstrahlen  klar,  warum  man  für  gewöhnlich 
Vüiii  Augenhiiiteri^runde  nicliv-  wHlirnimiiit,   und  danül  war 
die  Möglichkeit  gegeben,  durch  den  Augenspiegel  die  Netz- 
haut eines  Auges  nicht  nur  leuchten  zu  sehen,  sondern  auch 
alle  Einzelheiten  auf  ihr  zu  erkennen.   Es  war  dadurch  ein 
Instrument  geschaffen,  welches  die  Augenheilkunde  machtig 
gefördert  und  der  leidenden  Menschheit  die  grossten  Dienste 
geleistet  hat.    Gerade  der  Umstand,  dass  mehrere  ausge* 
zeichnete  Forscher  der  Lösung  der  Frage  schon  ganz  nahe 
standen,   Heimholt/  aber  sie  in  weni<!;eii   Tagen  gefunden 
hatte,  zei^t  seine  Geisteseigenschafteu  im  hellsten  Lichte. 

L)iei»e  Entdeckung  gab  ott'enbar  für  ihn  den  Anstoss, 
sich  mit  der  Physiologie  des  Auges  näher  zu  beschäftigen. 
Gr  prüfte  7^wvf^^  genau  die  beim  Mischen  von  Farben  en^ 
stehenden  Empfindungen,  indem  er  nicht,  wie  es  bisher  ge- 
schehen war,  Pigmente  mischte,  sondern  die  reinen  Spectnl- 
farhen,  welche  er  durch  eine  besondere  Einrichtung  des 
Spectralapparates  erhielt.  Er  legte  so  eine  neue  feste  Grund- 
lage für  die  Lehre  von  den  Farbenmischungen  imd  er- 
klärte dann  die  erhaltenen  Thatsachen  durch  die  schon  von 
Thomas  Young  ausgesprochene  Theorie,  wornach  drei  Grund- 
forben existiren,  aus  deren  Mischung  sämmthche  Farben* 
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empfiodungen  herrorgeheo,  und  womach  ferner  jedes  Nete- 
hantelement  aus  drei  Fasern  beetebt,  von  denen  jede  nur 
durch  eine  beetimmte  Orondfarbe  erregt  wird«  Auf  Grund 
dieHer  Theorie  war  es  ihm  möglich  viele  andere  ErBobei-» 

iiungLMi  am  Auge,  /..  ß.  die  farbigefi  Nachbilder,  die  Cuiitrastr 
üarbeii  und  die  Farljenblindlu'it  zu  erklären. 

Er  wandte  sich  dann  der  Untersuchung  nach  den  ^\>r- 
gäugen  im  Innern  des  Auges  beim  Sehen  in  die  Feme  und 
in  die  Nähe,  der  sogenannten  Aecommodation ,  zu.  Max 
Langen beck  und  der  Holländer  Cramer  hatten  schon  die 
drei  Purkinje-Sanson^schen  Reflexbildchen  am  Auge  hiezu 
benfitzt  und  daraus  geschlossen,  dass  die  vordere  Linsenfiache 
beim  Sehen  in  die  Nähe  gewölbter  wird.  Helniholtz  erfand 
zu  diesem  Zwecke  das  Ophthalmometer,  ein  lustruuit^nt,  um 
trotz  der  Bewegungen  de»  Auges  die  Durchmesser  jener 
T\eflexl)ildchen  und  die  fiadien  der  gekrümmten  Flächen  der 
durchsichtigen  Medien  des  Auges  genau  zu  bestimmen,  womit 
die  Veränderungen  im  Auge  bei  der  Acoommodation  sicher 
gestellt  wurden.  Femer  moss  in  dieser  Eichtung  noch  er* 
wahnt  werden  die  Bestimmung  der  Lage  der  Gesichtslinie, 
die  Ermittlang  der  Verzerrung  der  Bilder  in  Folge  der  Ab- 
weichung der  brechenden  Flächen,  die  Darstellung  das  Sehens 
mit  zwei  Auu^cn,  die  Zuriickiilliruiii^  der  Augeubewegungen 
auf  das  Pnncip  der  leichtesten  Onentirung  im  Raum,  die 
Sichtbarmachung  der  über  violetten  Lichtstrahlen  ohne  fluores- 
cirende  Mittel  durch  Verstärkung  derselben  mittelst  Prismen 
und  Linsen  von  Quarz. 

Alle  seine  eigenen  reichen  Erfahrungen  auf  diesem 
Gebiete,  sowie  die  frflherer  Zeiten  sammelte  Helraholtz  in 
seinem  gnjssen  Werke  der  pliysiologischeu  Optik.  Vm  ist 
ein  Musterwerk.  Ail<-  hat  er  nocliuials  nachgeprüft  und 
mit  äusserster  Gewissenhaftigkeit  und  Gerechtigkeit  ver- 
zeichnet. Es  wäre  nur  zu  wünschen,  dass  wir  in  allen 
Theilen  der  Physiologie  gleichwerthige  DanteUungen  besässen. 
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Von  der  Physiologie  des  Auges  ging  er  zu  der  des  Qe* 
bororgaaes  Über  und  scbnf  durch  eine  Reihe  meisterhaftv 
Üntersuebungeu  seine  Lehre  Ton  den  Tonempfindungen.  Er 

legte  sich  zunächst  die  Frage  vor,  woher  der  verschiedene 
Klang  der  musikalischen  Instrument«  bei  prleicher  Tonhohe 
kommt.     Georg  Simon  Ohm   hatte  den   Gedanken  aui^i^e- 
sprochen,  dass  das  Ohr  die  muaikahschen  Klänge  in  ihre 
harmoniscben  Partialtöne  zerlege;  dies  bewies  Heimholtz, 
indem   er  mifc  Zuhlifenabme  der  die  zusammengesetzten 
Töne  serlegenden  Resonatoren  zeigte,  dass  die  T5ne  der 
musikatiscben  Instrumente  und  der  menschlieben  Stinune 
nicht  rein  sind,  sondern  dass  dem  Grundton  verschiedene 
höhere  Obertöne  beigeiiiisclit  sind,  welche  die  Klangfarbe 
beduigeu.    Indem  er  im  Corti'schen  Organ  der  Schnecke  ein? 
Claviatur  erblickte,  von  welcher  jede  Saite  uur  durch  einen 
bestimmten  Ton  in  Schwingung  versetzt  wird,  erklärt  er  die 
Fähigkeit  des  Ohrs  aus  einer  Summe  von  Tonen  die  Componen- 
ten  herauszuhören  und  die  Resultirende  zu  empfinden.  Und  in- 
dem er  Stimmgabeln  tou  ▼eracbiedener  Tonb5be,  den  Grand- 
ton und  Terschiedene  b5bere  Obert5ne,  gldebzeitig  ertönen 
Hess,  erhielt  er  die  Vocale  der  menschlichen  Stimme,  deren 
Nachahmung   h\<   dahiji   nur  ganz  unvollständig  geglfickt 
war.    Die  Auschaliung  dieses  grossen  elektrisch  betriebenen 
Stimmgabelapparates  ist  ihm  durch  die  Muniücenz  des  ffir 
die  Wissenschaft  begeisterton  Königs  Maximilian  II.  tod 
Bayern  ermöglicht  worden. 

Er  studirto  sodann  die  Ursache  der  Consonanz  und  der 
Dissonanz  der  Töne.  Man  war  bis  dahin  der  Meinung,  der 
Eindruck  der  Consonanz  entstehe,  wenn  die  Schwingungs- 
zahlen der  gleichzeitigen  Töne  in  einem  ein  fachen  Verhält- 
niss  zu  einander  -stehen;  aber  damit  war  nur  eine  Thahmche 
und  nicht  die  h^rkiäruug  gefunden.  Heimholtz  erkannte  als 
Ursache  der  Dissonanz  intormittirende  Tonempfindungen, 
welche  durch  Schwebungen  zweier  gleichseitiger  Töne  ent- 
stoben« 
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Diese  Stadien  lenkten  seine  Aufmerksamkeit  auf  die 
Geseliichte  nnd  die  Theorie  der  Musik;  indem  er  die  innere 
QesetEmSssigkeit  der  Tonleitern  und  die  Regeln  der  Musik 
aus  seinen  Erffthrnngten  ableitete,  h%t  er  einen  bestimmenden 

Einfluss  auf  die  Musikwis-^ensehatL  ausgeübt.  Mit  seinem 
unvergänglichen  Werke  der  Lehre  von  den  Tonempfindungen 
hatte  er  den  Hr)hepunkt  seiner  physiologischen  Leistungen 
erreicht;  wenigstens  zeigte  er  darin,  dass  er  auf  den  ver- 
schiedensten Gebieten,  der  Physik,  der  Physiologie,  der 
Musik  und  der  Philosophie  ein  Meister  war. 

Spftter  hat  er  sich  in  seiner  leteten  physiologischen 
Arbeit  noch  einmal  mit  dem  Gehörorgan:  den  Gehör- 
knöchelchen und  dem  Trommelfell  be^Mst,  worin  er  die 
Bedeutung  dieser  Gebilde  für  die  Schallbilduug  uufs  Genaueste 
auseinandersetzte. 

Bei  der  intensiven  Beschäftigung  mit  der  Bt'deutung 
der  Sinnesorgane  und  der  nervösen  Ucutralorgane  für  das 
Zustandekommen  der  Sinnesempfindungen  und  Yorstellungen 
wurde  er  aoch'auf  das  Grensgebiet  der  physischen  und  psychi- 
schen Yorgfinge  gefilhrt,  zu  der  Erkenntnisstheorie.  Es  bietet 
sich  hier  eine  der  Eingangspforten  für  den  Experimentator, 
durch  welche  er  m  dem  Psychischen  zu  dringen  vermag;  es 
war  Anderen  sclion  «i^elungen,  das  Verhältniss  der  Erregungen 
des  Nerven  lu  den  naclifolfjenden  Eiuptindungen  festzustellen. 
Ohne  die  Kenutniss  der  uialetiellen  Yorgiiiige  wird  mau 
auch  auf  diesem  Gebiete  niemals  zur  sicheren  Erkenntniss  der 
Wahrheit  kommen,  denn  das  blosse  Nachdenken  führt  höch- 
stens zu  Möglichkeiten.  Es  wird  allerdings  rielleicht  Jahr- 
hunderte währen,  bis  man  in  diesen  complicirtesten  Processen 
der  Erkenntnisstheorie  nach  und  nach  zu  einigen  der  n&chstm 
Ursachen  gelangt.  Helmholtz  ist  einer  der  Forscher,  welcher 
in  dieses  dunkle  Grenzgebiet  mit  leuchtender  Fackel  eintrat 
und  aus  den  Ergebnissen  der  Beobachtung  weitere  Schlüsse 
zog  und  dadurch  der  Philosophie  neue  VoiaiteUungen  brachte. 
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In  dieser  Weise  wird  wohl  fast  immer  der  Naturforscher, 
welcher  neue  Thatsaclieii  erkannt  hat,  auch  der  beste  Inter- 
pi^  derselben  sein  and  am  geeignetsten  sein,  philoeophiaclie 
Betrachtungen  darüber  anzustellen. 

Ich  suchte  ans  den  physiologischen  Arbeiten  von  Helm* 
holtz  darzuthun,  dass  er  sich  immer  höhere  Aufgaben  stellte 
und  sich  allmählich  zu  einem  der  vielseitigsten  Forscher  und 
Gelehrten  entwit-ki  if  r :  er  war  pin  frint  r  Beobachter,  ein 
findiger  Experimentator,  ein  klarer  tieter  Deuker,  der  seine 
Oedanken  auch  in  klassischer  Form  dansusteilen  wusste. 
Sein  Ansehen  wird  in  der  Zukunft  sich  nicht  mindern, 
sondern  es  wird  noch  wachsen.  Es  ist  noch  nicht  die  Zeit, 
zu  entscheiden,  ob  er  der  hervorragendste  Naturforscher  unseres 
Jahrhunderts  war;  sicherlich  aber  ist  er  der  umfassendste 
gewesen. 
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Sitzung  Tom  2.  März  1895. 

1.  Herr  C.  V.  Ki  i  fffr  macht  eine  Mittheilung:  «Ueber 
die  Entwicklung  der  Kienienknorpel  bei  Petromyzon 
Planeri."    Wird  anderweit  verdffentlicht. 

2.  Herr  Ad.  v.  BaeYER  berichtot  die  Resultate  seiner 
fortgesetzten  Untersuchungen:  ^Ueber  das  Caron/  Soll 
an  einem  anderen  Orte  publicirt  werden. 
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Sitzung  TOm  4.  Mai 

1,  Herr  Hobert  Haktu;  hält  einen  "Vortrag:  „Ueber 
den  Drehwuchs  der  Kieler. * 

2.  Herr  F.  Lindevanx  macht  eine  Mittheilung:  «Die 
Abbildung  der  Halbebene  auf  ein  Polygon,  das 
▼on  Bögen  eonfocaler  Kegelschnitte  begrenzt 

wird." 

B.  Herr  H.  Seeliqbr  legt  eine  Abhandlung  des  Herrn 
Dr.  Julius  Baascbinger,  ObeerTator  an  der  k.  Sternwarte; 
«lieber  eine  neue  Bestimmung  der  Refractions- 
constante  auf  astronomischem  Wej^e*  vor. 

4.  Herr  W.  Dyck  spricht:  „lieber  die  Darstellung 
der  Kronecker^schen  Oiarakteristiken  eines  Func- 
tionensjstems  durch  bestimmte  Integrale." 
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Ueber  den  Drehwuchs  der  Kiefer. 

Von  B/aibwi  Hartlf. 

{Kingriauftn  4.  JIM) 

Bei  keiner  deuteeben  Holzart  treten  die  Erscheinungen 
des  sDrehwacbaes*  in  so  auflßilliger  und  so  verschiedenartiger 
Form  auf,  als  bei  der  gemeinen  Kiefer  (Pinns  siWestris). 

A.  Braun*)  erwähnt  die  ältere  Literatur  und  weist  darauf 
hin,  daaa  scli<»n  Göthe  in  dem  Autsatze  ^über  die  Spiral- 
•  tendenz  der  Vej^etatioji "  sich  darüber  folij^endormaMsen  aus- 
spricht: ,Herr  überlandjägernieister  von  Fritsch  äusserte 
Ende  August  in  Ihnenau,  dass  unter  den  Kiefern  Fälle  Tor~ 
kamen,  wo  der  Stamm  Ton  unten  bis  oben  eine  gedrehte, 
gewundene  Wirkung  annähme;  man  habe  geglaubt,  da  man 
dergleichen  Bäume  an  der  Brahne  gefunden,  eine  äussere 
Wirkung  durch  heftige  Stttrme  sei  die  Veranlassung;  man 
finde  aber  dergleiclien  auch  in  den  dichtesten  Forsten  und  es 
wiederhol«  sich  der  Fall  nach  einer  gewissen  Proportion,  so 
dass  man  1  bis  1  ^/^  Procent  im  Ganzen  das  Vorkommen 
rechnen  könnte.  Solche  Stämme  würden  in  mehr  als  einer 
Hinsicht  beachtet,  indem  das  Holz  derselben  nicht  wohl  zu 
Scheiten  zerschnitten,  in  Klaftern  gelegt  werden  könnte, 

')  «Ueber  den  tcliiefen  Verlauf  der  Holx&ser  und  die  dadurch 

bedingte  Drehnng  der  Bftame*  im  Sttznngsbericbte  der  Kgl.  Pr.  Aka- 
demie der  WisseiiMbalUii.   Berlin  186i.  7.  Angoat. 
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uach  ein  golcher  Stamm  zu  Bauholz  nicbt  brauchbar  sei, 
weil  seine  Wirkung  immer  fortdauernd  durch  ein  heimliches 
Drehen  eine  stanze  Contignafcion  aus  ihren  Fugen  zu  rucken 
dip  Opwalt  luibe.*  St-itdem  sind  Fälle  von  Drehwuchs  hei 
der  Klefer  wie  bei  anderen  Holzarten  oft  beschrieben  und 
A.  Braun  hat  am  angegebenen  Orte  den  Xachweia  geliefertt 
dasB  unter  167  Holzarten,  Über  die  aich  seine  üntersuchnngen 
erstreckten,  bei  III  Arten  der  schiefe  Yerlaaf  der  Holzfaser 
regelmSssig  auftritt.  Alleidiogs  wird  dadurch  in  den  meisten 
Fällen  nur  eine  schwache  Drehung  herbeigeführt,  die  einer 
technischen  Verwendung  des  Holzes  nicht  hiinh'rlich  ist. 

Die  anatomische  Krkläruiig,  welche  A.  Bravin  für  dies<e 
Erscheinungen  gal).  trifft  das  Wo?en  der  Sache  richtig,  wie 
wir  aus  den  nachfolgenden  Darstellungen  erkennen  werden, 
wenn  auch  im  Einzelnen  die  Dinge  anders  gelagert  sind,  aU 
Braun  sich  dieselben  dachte  und  nach  dem  damaligen  Stande 
der  anatomischen  Eenntniss  vorstellen  konnte.  Auf  eine  ana- 
tomische Untersuchung  drehwdchsiger  Bäume  im  Vergleich 
zu  geriiilwüch^ij^en  liulividueii  .-scheint  sich  Braun  nicht  ein- 
gelassen zu  haben.  Mir  iat  nicht  bekannt,  tiiuss  inzwischen 
von  anderer  Seite  der  Drehwuchs  eine  anatomische  Bearbei- 
tung gefunden  hat,  und  da  ich  in  den  letzten  Jahren  in  den 
Besitz  einer  Reihe  von  sehr  interessanten  drehwCu  hsigen 
Kiefern  gelangte,  so  lag  darin  eine  directe  Aufforderung, 
dieselben  eingehender  zu  untersuchen. 

Den  h>G^phni«SL'n  .>Lliii-ke  ich  eine  kurze  Darstellung  dea 
UuiersuchungäuiateriaU  voran. 

Stamm  I. 

Im  Forstauit  Freising  bei  München  Hess  ich  im  Jahre 
1889  eine  147jährige  Kiefer  von  f^l,4  ni  Höhe  und  53  cm 
Brusthöhendurchmesser  (ohne  Rinde)  fallen,  welche  bis  zum 
IdOsten  Jahre  im  geschlossenen  Bestände  erwachsen  und  dann 
in  Folge  einer  Niederlegung  der  meisten  Bäume  durch  einen 
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Starm  TGllig  freigestellt  war.  Der  EinflnsB  der  Liehtatellang 

auf  Zuwachsgrösse  und  Holzbeschaifenheit  wurde  von  mir 
»chon  früher  veröflfentlicht.^)  Dieser  Stamm  zeigte  sich  sehr 
geradspaltig  und  nur  in  der  Jugend  drehte  derselbe,  wie 
vielleicht  jede  Kiefer,  etwas  nach  links.^)  Die  in  1,8  m  Höhe 
entnommene  Querscheibe  zeigte  noch  137  Jahresringe  und 
Yon  ihr  stammen  die  Untersttckangsresaltate  Tab.  I  (8.  203). 

Stamm  II. 

Etwa  20  Schritt  von  obigem  Stamme  entfernt  stand  eine 
30,5  ni  hohe  Kiefer  von  66,0  cm  Brusthöhendurehmesaer. 
Dieser  Baum,  dessen  Beschreibung  ich  in  derselben  Abhand- 
lung*) gegeben  habe,  Hess  eine  ausserordentliche  Mannig- 
faltigkeit im  Verlanfe  der  Holzfasern  erkennen.  In  den  ersten 
Jahrzehnten  drehte  derselbe  stark  nach  links  bis  zu  9^  Ab- 
weii-hung  von  dem  Loth.  Im  ^Osten  Ringe  von  innen  waren 
die  Fasern  luthrecht;  dann  begann  eine  Abweichung  naeh 
rechts  bis  zw  b^.  Im  70sten  Ringe  verliefen  die  Fasern 
wieder  lotbrecbt.  Dann  trat  starke  Drehnng  nach  rechts 
ein  bis  zu  19^  Abweichang  Tom  Loth.  Vom  lOOsten  Ringe 
an  nimmt  die  Neigung  wieder  etwas  ab  und  zeigt  in  den 
letzten  Jahrzehnten  nur  10^  Bemerkens werth  ist  dabei,  daas 
in  derselben  Wnchsperiode  der  Drehungswinkel  keineswegs 
in  üUen  Theilen  des  IJmfanges  derselbe,  sondern  an  einem 
l'uiikte  oft  erheblich  grösser  ist,  als  an  anderen  Theilen. 
Wenn  man  aus  einem  Holzabschnitt  einen  Keii  abäpaltet,  so 
zeigt  die  Spaiitiäche  einen  unregeimässig  welligen  Verlauf. 
Das  Holz  derselben  Wachsthnmszone  zeigt  femer  in  einem 
Baumtheile  eine  Richtung  von  10 in  einem  etwa  20  cm 
darOber  gelegenen  Theile  ron  lb\ 


t)  Al]<r.  Forst-  a.  JagdEeituog  16ö9,  »Ueber  den  Lichtstaads« 
Zuwachs  der  Kiefer.' 

2)  „Links"'  im  aubjectiven  .Sinüe.  d.  h.  für  den  Renchauer  ver- 
laufen die  Faaern  von  rechtti  unteD  nach  links  aufwärts. 
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Stamm  m. 

Kme  22>^  Jahrringe  zählende  Kiefenischeibe  aiis  der 
i^falz,  die  ich  der  Sarinnhing  des  iM.taiiiscben  Fnstitiit«!  ver- 
danke, zeigt  in  der  Jugend  Linksdrehung  bis  zum  lOOsten 
Jahr.  Von  da  an  tritt  Rechtsdrehung  ein,  die  im  letzten  De- 
cenninm  1 1  ^  erreicht.  Abnahme  und  Zunahme  der  Drehong 
erfolgen  ziemlich  regebnaasig. 

Stamm  IV. 

Im  Jahre  1894  fand  ich  an  einer  Sägemühle  bei  Kirch* 
Seeon  (Oherbajem)  einen  circa  5  m  langen  Kiefernbloch, 
welcher  unten  76  cm,  oben  54  cm  DarchmesBer  besass  and 
ausserordentlich  stark  links  drehte. 

Am  unteren  Ende  (IV),  welches  190  Ringe  ^hlte,  be- 
gann die  Linksdrehung  von  Jugend  ;iiif  schnell  und  fast 
völlig  </l»'icluiiiissig  zunehmend  bis  zu  55*  Abweichung  von 
der  luthrechten  Richtung. 

Stamm  V. 

Am  oberen  Ende  desselben  Bloches  zeigte  das  Holz  von 
Anfang  an  eine  sehr  starke  Drehung  (15*)  nach  links. 
Dieselbe  stieg  nur  langsam  und  erreichte  im  letzten  Jabiv 
zehnt  43®. 

Stamm  VI. 

Herr  Professor  Tursky  aus  Moskau  sandte  mir  vor  zwei 
Jahren  ein  Kiefemstamrostück,  von  dem  der  innere  Theil,  der 
wahrscheinlich  etwa  70  Ringe  umfasst  haben  mochte,  dureh 
Polyporus  Taporarius  zerstört  worden  war.  Der  noch  ge- 
sunde Theil,  der  150  Ringe  zählte,  Hess  in  den  innersten 
10  Ringen  völlige  Gcradtaserigkrit  erkennen.  Von  da  an 
beganji  aiiraiit^s  laiiirsam,  dann  schnell  zunehmende  Reehts- 
drehung,  die  im  letzten  .lalirzehnt  einen  Grad  erreichte,  dass 
die  Fasern  in  welligem  Verlaufe,  also  im  Durchschnitt  mit 
90^  rings  um  den  Stamm  herum  liefen. 
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Stamm  YII. 

Ein  280  Jahresringe  zeigendes,  8  cm  starkeii  Lärchen- 
stanimstück ,  das,  ans  den  österreichiscln'n  Alpen  .st-amnieud, 
?nir  bei  Gelegenheit  einer  Forstiiusstellung  zur  Verfüi^ung 
gestellt  wurde,  war  so  iiiteressaut,  dii^s  ich  dasselbe  in  die 
Untersuchung  einbezog.  Bis  zum  OOsten  Ringe  von  innen 
war  der  Faaenrerlauf  ein  ▼ollig  gerader.  Von  da  an  begann 
Rechtsdrehung ,  die  zuletzt  70^  erreichte.  Seit  200  Jahren 
ist  der  Zuwachs  ein  ausserordentlich  geringer,  so  dass  jeder 
Jahrring  meist  nur  aus  zwei  Tracheiden  besteht.  Eine  Tor- 
Obergehende  Zuwadissteigerung  im  110 — 150.  Lebensalter 
ist  aber  sehr  interessant  wegen  der  später  zu  erwähnenden 
Beeinflnssnng  der  Orf^anlän^^fo.  Vom  150.  Jahrrinj^e  an  trennt 
sich  der  Holzkürper  in  ähnlicher  Weise  wie  bei  der  Borken- 
bildung. Es  entstehen  Risse,  und  die  neu  sich  bildenden 
Holzringe  verlaufen  nur  noch  wie  ein  Band  spiralig  uro  den 
Stamm  herum. 


Stamm  I. 
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Staaun  II. 
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Ueberbfioken  wir  die  an  den  SlSmmen  I^YI  auftretenden 
Drelittngsriclitungen,  so  erkennen  wir  zunächst,  dass  alle  Kie- 
fern in  der  ersten  Jugend  links  drehen.  Wabrschetnlicli  gilt 

das  aiicli  für  Staiuin  VI,  dessen  innerer  Hol/theil  verfault 
war.  Vom  20.  bis  30.  Riuge  au  tritt  entweder  Geradfaserig- 
keit  ein  (I),  oder  die  Linksdrehung  setzt  sich  in  gesteigertem 
Grade  in  der  Folge  fort  (IV  und  V),  oder  der  Drehungs- 
winkel  nimmt  ab  nnd  geht  aas  der  Linksdrehung  in  die 
Reehtsdrehung  fiber.  Diese  Aendernng  kann  schon  frflhzeitig 
(II)  oder  erst  nach  dem  lOOsten  Jahrring  (III)  eintreten. 
Die  Abnahme  oder  Zunahme  der  Schiftgstellung  erfolgt  enir 
weder  gleichmissig  oder  periodisch  sich  ändernd,  so  dass  auf 
starke  Drehungen  schwache  und  umtrekehrt  folgen  (II).  Der 
Drehungswinkel  ist  am  ganzen  Stamiue  /.u  derselben  Zeit 
nicht  derselbe,  kann  vielmehr  nach  oben  abnehmen  (IV,  V). 
Auf  den  verschiedenen  Seiten  des  Baumes  ist  der  Winkel  der 
Drehung  ein  verschiedener. 

Da  Braun  den  Drehwuchs  in  Beziehung  zu  dem  Langen- 
wachsthum  der  Cambialzellen  gebracht  hat,  so  schien  es  mir 
zunächst  wflnschenswerth  m  sein,  einen  klaren  Einblick  in 
die  Länirenverhältni&äe  der  liucheiden  bei  geradfaserigen 
und  drehwüclisii^en  Bäumen  zu  erhalten.  Sanio  kam  durch 
seine  Untersuchungen  au  einem  110jährigen  Kiefernstamm 
zu  dem  Ergclmis^e,  dass  die  mittlere  Länge  der  Tracheiden 
im  ersten  d.  h.  im  innersten  Ringe  am  kürzesten  und  zwar 
unter  1  mm  lang  sei,  dass  diese  Länge  in  den  nächsten  Jahr- 
ringen schnell  zunehme  nnd  im  SOsten  Jahre  2,60  mm  erreicht. 
Nach  dem  SOsten  Jahre  blieb  sich  die  Länge  entweder  gleich, 
oder  zeigte  nur  eine  sehr  geringe  Zuiiahme. 

Ich  habe  schon  für  die  Kothbuche*)  und  Fichte')  uach- 

^  Priiig8heim*8  Jahrb.  YUl  p.  401  ff. 

^  Das  Höh  der  Botbbnehs.  1888  p.  2ft.  Berlin. 

Die  VeraehiedenheiteB  in  der  Qualität  ond  im  aaatomiaohen 
Bau  des  f  ichtenholies.  In  Forstl.  oatunr.  Zeitschr.  1892  p.  232. 


20B       SUzung  der  math.-phys,  CUt$8e  vom  4,  Mai  1689. 


gewiesen,  dass  die  OrganlSoge  yod  einem  gewüsen  Alier  an 
wieder  abnimmt,  nnd  zwar  bei  Bäumen,  welcbe  im  Bestände 

bedninirt  siii  l,  früher  als  bei  den  douiinirenden  Banmen. 
N*»n»'ri]inLrs  hiit  Omeis  eofuiKlen.  d^-^s  in  einem  irerinfj- 
v\  tU  h><ii^en  1  lOjähri<xen  Kiefernbeötanilt'  V>pi  Brusthöhe  die 
Tracbeidenlänge  schon  im  oOsten  Jahre  ihr  Maximum  er- 
reiclite  und  darnach  schnell  abnahm.  Aach  Bertog^)  be- 
stätigt die  Abnahme  der  Oi^anlange  etwa  vom  SOsten  Jahre 
an  fQr  Fichte  nnd  Tanne. 

Das  Ergebmas  meiner  Messungen  an  dem  vorbezeichneten 
Untersuchuiigsmateriale  ist  ein  in  mehrfacher  Beziehung 
interessantes. 

In  den  beigefügten  Tabellen  I — VII  habe  ich  nicht 
allein  die  Mittellänge  ans  etwa  je  60  Etnzelmessongen,  son- 
dern auch  die  grdsste  nnd  geringste  Länge  beigefügt  In 
jedem  Holztheile  befinden  sich  Tracheiden  der  verschiedensten 

Länge,  und  es  bedurfte  einer  grossen  Zahl  von  Messungen, 
um  eine  brauchbare  Mittelzahl  zu  erhalten. 

Ehe  wir  die  Verhältnisse  besprechen  können,  welche 
auf  die  Länge  der  Organe  einen  Einfloss  ansQben,  eischeini 
es  nothwendig,  die  Zelltheilungsvorgange  in  der  Initialschicht 
des  Cambinmmantels  ins  Ange  zn  fassen,  durch  welche  die 
Initialzellen  selbst  sich  vermehren.  Da  der  tangentiale  Dnrch- 
messer  der  Initialzellen  eine  beschränkte  Grösse  besitzt,  so 
niuss  mit  der  ünifanirszunahnio  des  Axentheiles  eine  Ver- 
mehrung (Icrvelhrn  eintreten.  Diese  Vermehrung  l)eruht 
auf  einer  <  hiertheilung  der  (  auibialzellen.  Allerdings  ist  es 
ausserordentiich  schwierig,  diese  Quertheilung  in  der  Initial- 
schicht selb^^t  zu  beobachten.  Da  aber  die  Streckung  der 
aus  der  Initialzeile  hervorgegangenen  Gewebezellen  bei  der 

^)  WaduUmntfgaiifr  und  Holzbescfaaffenheit  eines  IlOjAhrigea 
Kiefembevtandet.  Das.  1895,  April. 

S)  Wucht  and  Holz  der  Weisstaane  and  Fichte.  Ebead.  1896,  Mai. 
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Kiefer  nur  eine  geringe  ist,  so  dar!  man  aus  dem  Gestaltungs- 
verhälfcnisse  der  Tracheiden  selbst  einen  Schluss  auf  die 
Grü^senverhftltnisse  der  Initialzellen  ziehen.  Die  QuertheiluDg 
erfolgt  EWU*  in  der  Mehizahl  der  Fälle  annfthemd  in  der 
Mitte  der  Organe,  niclit  selten  wird  aber  Ton  einer  langen 
Initialzelle  nur  ein  ganz  kurzes  Stttck  abgesclmitteo.  So 
kommen  Fälle  vor,  in  denen  eine  Zelle  von  5,5  mm  Länge 
in  zwei  Tochterzollen  zerlegt  wird,  von  denen  die  eine  4,8  mm, 
die  andere  0,7  mm  lang  ist. 

Wahrscheinlich  erfolgt  die  Theilimg  an  dem  Punkte 
der  Initialzelle,  wo  durch  die  peripherische  Ausdehnung  auf 
die  Entstehung  neuer  Initialzellen  der  grösste  Rd«  aosgetibt 
wird.  Die  beiden  Tochterzeilen  strecken  sieb  nun  in  der 
durcb  die  Stellung  der  Querwand  Torgezeiobneten  Bicbtung 
an  einander  Torbeigleitend.  (Fig.  IIc.)  Das  obere  Ende 
der  unteren  Zelle  wäcbst  nacb  oben.  Das  untere  Ende  der 
oberen  Zelle  streckt  sich  nach  unten ,  und  dieses  Strecken 
veranlasst  nicht  allein  eine  von  Jahr  zu  Jahr  zunehmende 
Länge  tler  Oricaiie,  soiidern  auch  eine  iiniuer  steilere  Rich- 
tung der  Querwände.  In  einer  gegebenen  Querttäche  vermehrt 
sieb  also  die  Zahl  der  Initialzellen  dadureb,  dass  die  Enden 
der  aus  Qoertbeiiung  befvorgegangenen  neuen  Zellen  von 
oben  und  von  unten  ber  zwiscken  die  vorbandenen  Initial-» 
Zellen  sieb  einscbieben.  Raatz,^)  der  diesen  Theilungsprozess 
ricbtig  erkannt  und  gedeutet  bat,  ist  darfiber  in  Zweifel,  ob 
nicht  von  Anfang  an  die  Querwände  rechtwinklig  zur  Längs- 
axe  der  Caruldalzellen  stehen  und  er^t  nachträglich  eine 
schräge  Stellung  in  Folge  de^  Längeiiwachsthums  einnelinien. 

Aus  meinen  Untersuchungen  habe  ich  die  Ansicht  ge- 
wonnen, dass  die  Querwände  von  Anfang  an  entweder  nach 
recbts  oder  nacb  links  aufw&rtssteigend  sind.    Es  beruht 


^)  Die  Stabbilduugeu  im  secundären  Holzkörper  der  Bäume  and 
dis  Initialtheorie.  In  Pringsheim*!  Jabrb.  1892  p.  681. 
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ilarauf,  wie  wir  sduu  werden,  die  Erscheinung  des  Dreh- 
wuchses der  Bihuiie. 

Der  Umfitaud,  dass  wir  jederzeit  die  verschiedensten  Ui- 
ganlan^ron  nebeneinander  vorfinden,  erklärt  sich  ako  daraus, 
dass  dieselben  aus  jungen  und  alten  InifcialzeUen  entstanden 
sind,  d.  h.  aus  solehen,  die  eben  erst  eine  Querthetiong  er^ 
fahren  baben,  und  solchen,  die  schon  eine  Reibe  Yon  Jabren 
sieb  SU  strecken  Zeit  hatten. 

Es  ist  nnn  h'icht  verständlich,  wesshaib  in  den  iunersben 
Jahresringen  die  Organe  noch  klein  sind.  Sie  sind  aub 
jungen  luitial/elh»n  eiitstantlen.  In  den  beigpgebeneu  Ta- 
bellen habe  ich  auch  die  Orgaulängen  des  zweiten  oder 
dritten  Kinges  angegeben,  und  wird  man  daraus  ersehen, 
dass  die  grössfcen  Längen  nur  etwa  den  dritten  Theil  der- 
jenigen Fftserlange  erreichen,  die  in  höherem  Alter  auftreten. 

Im  weiteren  Entwicklungsgange  des  Baumes  oder  Baam- 
theiles  wird  nun  die  Organlänge  bedingt  durch  die  Ernährung 
des  Baumes,  insofern  eine  nachhaltige  Steigerung  indem 
Wachsthunisg;uige  des  Baumes  auch  auf  d;i>  Liingenwacha- 
tliuni  der  Initialzellen  günstig,  ein  andauerndes  Sin- 
ken des  Baumzuwachses  ungünstig  einwirkt,  während 
schnell  vorübergehende  Stei-/i»rungen  oder  Störungen  des  Zu- 
wachses ohne  Einfluss  sind,  im  entgegengesetzten  Sinne  wirkt 
natflrlich  die  mit  dem  Zuwachse  verbundene  Umfangasunahme 
des  Baumtheilee.  Je  schneller  sich  die  Peripherie  und  der 
Cambiummantel  vergrössert,  um  so  lebhafter  erfolgt  die  Zell- 
vermehrung dnTch  Quertheilung  der  Initialzellen.  Das  Dnreh- 
schuittsalter  und  die  mittlere  Länge  der  Initialzellen  wird  damit 
herabgedrüi.kt. 

Berechnet  man  den  Zu  wachsgang  an  Quer  fläche  ^siehe 
in  den  Tabellen  die  Spalte  über  JahreszawRchs)  und  ver- 
gleicht ihn  mit  (!• '  f  inge  der  Tracbeiden,  so  ist  eine  Be- 
ziehung zwischen  beiden  gar  nicht  za  verkennen.  Ein  v9l* 
liger  Parallelismus  besteht  freilich  nicht,  aber  dem  Steigen 
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und  Sinken  des  Zuwachses  folgt  nach  einiger  Zeit  ein  Zn- 
nelunen  oder  Abnehmen  der  Organlänge  in  ersichilicbem  Grade. 

Es  wird  nunmebr  auch  TeisiandHcb,  wober  es  kommt, 
dass  im  uniem  Tbeile  eines  Banmes  die  Organe  immer  er- 
beblich kleiner  sind,  als  h5her  im  Stamme  aufwärts  bis  zum 
Kronenansatz.  \\  ir  wissen,  dass  die  Zli  a  aclisgrösse  im  domi- 
nireudeii,  d.  h.  noch  nicht  unterdröckteu  Kiefernstamnie  von 
oben  nach  unten  zunimmt  und  dass  insbesondere  der  untere 
Stammtheil  einen  viel  lebhafteren  Querflächenzu wachs  besitzt, 
wie  die  oberen  Schafttheile.  Schon  ein  Vergleich  zwischen 
den  StammstQcken  lY  and  V,  die  5  m  von  einander  entfernt 
lagen,  zeigt  den  grossen  Unterschied  im  Zuwachse  gleicher 
Wuchsperioden.  Am  unteren  Ende  des  Stammes  nimmt  der 
Umffing  jährlicli  mit  einem  höheren  Procentsatze  zu  als  in 
dem  oberen  Schafttheile,  und  die  Zellvernielu  iing  tlurch  Quer- 
theiiung  muss  demgemäß  schneller  vor  sieh  gehen,  als  oben. 
Die  Initiaifaseru  erreichen  somit  unten  ein  geringeres  Alter, 
als  im  oberen  Stammtheile,  sind  dessbaib  kürzer  als  dort. 

Untersucht  man  die  Organlänge  an  einem  ezcentrisch 
gewachsenen  Stammtheile  auf  der  breitringigen  und  auf  der 
engringigen  Seite,  so  fiberrascht  femer  die  Thatsache,  dass 
auf  letzterer  die  Organe  im  Durchschnitt  länger  sind,  als 
auf  der  ersterea.  Am  Stammsttick  V  hatten  die  Tracheiden 
der  schmalen  Seite  die  auf  Seite  212  znsamiiieiit(e.->tellten 
Längen,  welche  mit  denen  der  breiten  Seite  (siehe  auch 
Seite  206  Tab.  V)  zu  vergleichen  sind. 

£8  scheint  mir  sweifelioe  zn  sein,  dass  die  langsamere 
Ausdehnung  des  Oftmbiumringes  and  dem  entsprechend  die 
sich  seltener  wiederholende  Quertheilung  der  Initialfittern  die 
Ursache  der  grosseren  Lange  der  Tracheiden  auf  der  schmalen 
Seite  des  Baumes  ist.  Sie  werden  auf  dieser  Seite  älter,  als 
auf  der  breiten  Seite. 

Irgend  welche  Beziehungen  zwischen  der  Organlänge 
und  der  Drehwüchsigkeit  der  Bäume  hmt  sich  aber  nicht 
erkennen. 


212       SiUung  der  ma<ft.-j%tf.  Claese  wm  4.  Mai  1899, 
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der  Holzfjisern  hangt  vielmehr,  wie  die  weiteren  Untersuch- 
ungen erireben  haben,  von  dem  Verhältni^^se  ab,  in  wel- 
chem die  beiden  Quertheilungen  der  Initialfasern  zu  eiaander 
stehen.  Untersucht  man  auf  Tangentialachnitten ,  wie  viele 
der  jüngeren,  d.  h.  der  noch  nieht  selir  steil  aufsteigenden 
Querw&nde  von  rechts  nach  links,  wie  viele  von  links  nach 
rechts  aufsteigen,  so  ergibt  sich  zunächst,  dass  stets  beide 
Arten  Ton  Quertheilungen  vorkommen,  dass  aber  das 
Yerhültniss  derselben  keineswegs  immer  das  annähernd  gleiche 
ist.  In  den  Tabellen  I — VII  habe  ich  in  den  letzten  beiden 
Spalten  angegeben,  wie  viele  Rechts-  und  wie  viele  Liuks- 
tbeilungen  ich  in  dem  betreffenden  Alter  vorfand. 

Vergegenwärtigen  wir  uns  die  Wirkung,  welche  das 
Längenwacbstbum  der  aus  der  Quertheilung  einer  Initiai- 
faser  hervorgegangenen  beiden  Tocbterzellen  auf  die  Richtung 
der  Fasern  ausüben  muss,  so  ist  ersichtlich,  dass  bei  einer 
Quertheilung  nach  rechts  das  obere  Ende  der  unteren  Zelle, 
indem  es,  dem  unteren  Ende  der  Schwesterzelle  ausweichend, 
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naeb  rechts  Torbeiwichat,  etne  AbleDknng  nach  rechts 
erhält,  vrogegen  das  untere  Ende  der  oberen  SchwesterBelle 
bei  seiner  Yerlftngerang  nach  unten  eine  Ablenkung  nach 
links  ©rföhrt.    Ein  Baura,   dessen  InifcialBellen  sieb  von 

Juifend  auf  iiiuiiLr  nur  in  vor^ifedachter  Weise  theilen  würden, 
mü-ste  Itiild  eine  Schrägsteilung  aller  Fasern  von  links  nach 
rechts  ^'.eigen. 

In  den  ersten  Jahrzehnten  drehen  alle  Kiefern  mehr 
oder  weniger  linke,  und  dies  kommt  daher,  dass  die  Zahl 
der  Quertheilungen  nach  links  in  den  ersten  Jahrzehnten 
immer  fiberwiegt,  so  z.  B.  bei  Stamm  I  mit  24  zu  19  im 
2.  Ringe,  mit  21  zu  17  im  10.  Ringe.  Bei  den  im  späteren 
Alter  geradfaserig  wachsenden  Kiefern  schwankt  nun  die 
Zahl  der  Rechts-  und  Linkstheilungen  je  nach  deui  Baum- 
theile  und  Jahrringe,  ohne  ein  Vorherrschen  der  einen  oder 
andern  Theilungsrichtung  erkennen  zu  lassen,  (i^iolie  Figur  Tl.) 
Dadurch  gleicht  sich  aber  die  Wirkung  beider  Theilung.sartou 
in  Bezug  auf  den  Faserverlauf  im  Ganzen  aus.  Sehr  instructiv 
ist  Stamm  IL  Bis  zum  20.  Ringe  zeigt  derselbe  starke  Links- 
drehung (9^)  und  29  Linkstheilungen  gegenüber  15  Rechts- 
theilungen.  Dann  stellen  sich  die  Fasern  mit  dem  40.  Ringe 
senkrecht,  und  zwar  in  Folge  davon,  dass  die  Rechtstheilungen 
die  Ueberl:,ui<l  gewiimen. 

Im  GO.  .Jalirt'  i.-t  die  Sehrih^stelluDLr  nach  rechts  5^  und 
zwar  in  Folge  <ier  iriossen  Ueberzahl  der  Rechtstheilnngen 
(21  r.  zu  13  1.).  In  den  nächsten  10  Jahren  überwiegen 
wieder  die  Linkstheilungen  mit  20  zu  lö,  in  Folge  dessen 
die  Fasern  die  lothreehte  Richtong  einoehmen.  Von  da  an 
Qberwiegen  wieder  die  Recbtstheilungen,  so  dass  die  Rechts* 
drehung  sehr  stark  wird.  In  den  letzten  Jahrzehnten  ver- 
mindert sieh  die  Scbrägstellung  wieder,  weil  die  Links- 
theilungen wieder  überwiegen  (23  gegen  13). 

Bei  Starnia  III  erreicht  flie  Linksdrehung  der  Jnirend 
mit  5**  ihr  Maximum  in  Folge  überwiegender  Linkstiieiiungen. 
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Vom  43.  Jahre  an  überwiegt  für  alle  Folgezeit  die  Rechts- 
theüung.  In  Folge  desseo  geht  sclion  von  da  an  die  Links* 
drehung  ans  5^  in  4^  fiber,  mindert  sich  immer  mehr,  er- 
reicht mit  103  Jahren  die  Senkrechte  und  geht  nun  in  die 
Keehtsdrehnng  fiber. 

Staniin  IV  '/.piprt  von  Jugend  auf  ein  Ueberwiegeu  der 
Linkstheilungen  und  dem  entsprechend  eine  immer  stärker 
werdende  Linksdrehung  bis  zu  55**.  Nur  im  00.  Jahre  findet 
einmal  eine  Abschwächung  des  DrehuDgswinkels  von  18^ 
aof  15^  statt  nnd  der  betreffende  Hoktheil  Hess  in  der  That 
ein  üeberwiegen  der  Rechtstheilungen  erkennen. 

Für  Stamnistiu-k  V  fjilt  (l;is>pib(',  nur  mit  dem  Unter- 
schiede, dass  die  Fasern  gleich  in  den  ersten  Jahren  sehr 
stark  links  (15^)  drehen  und  dann  in  der  Folge  der  Drehnngs- 
winkel  nur  langsam  grösser  wird. 

Der  Moskauer  Stamm  VI,  dessen  innerer  Kern  durch 

Hol/.parasiten  zerstört  wurde,  zei^t  im  70.  Jahre  schon  ein 
TVherwiegen  der  Hechtstheilun^en,  da  nffenhar  in  den  vurher- 
gehenden  .lahrzehnten  der  Ötamm  nin-h.  link»  gedieht  hatte, 
und  erst  durch  länger  anhaltendes  lieber  wiegen  der  ßechts- 
theilungen  in  die  senkrechte  Faäerstellung  gelangen  musste. 
In  der  Folge  überwogen  die  ßechtstheilungen  so  sehr,  dass 
nach  dem  200.  Jahre  der  Faserverlauf  nahesu  ein  horizon- 
taler wurde. 

Der  Lärcheostamm  VII  zeigt  bis  zum  <)0.  Jahre  Gerad- 
faserigkeit  und  Gleichheit  in  den  Rechts-  und  Linksbheiiungeu. 
Von  da  an  fil/erwiegt  die  Kechtstheilung,  so  dass  der  Dreh- 
ungswinkel schliesslich  70^  ausmacht.  Dieser  Stamm  ist 
noch  dadurch  interessant,  dasä  in  dem  letacten  Jahrhundert 
die  Ernährung  des  Baumes  eine  so  geringe  war,  dass  die 
Streckung  der  InitiallSEisem  nnd  damit  die  Vermehrung  der* 
selben  im  Querschnitt  nicht  genügte,  das  Aufreinen  des 
Holzkörpers  zu  verhindern.   Der  jüngere  Holzkörper  bildete 
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schliesslich  nur  noch  ein  schmales  Spiralband,  welches  den 
alten  flohetheil  nmschlingt. 


In  den  beigefügten  Figuren  ist  der  geradfaserige,  und 
link.sdrehende  Wnclis  der  Kiefer  7Air  Darstellung  gebracht. 
Wenn  nach  dein  Vorstehenden  auch  v(»rständlicli  geworden 
sein  dürfte,  worauf  die  Abweichungen  des  Faserverlauis  von 
der  senkrechten  Richtung  zurückzufuhren  sind,  so  bleibt  es 
anderentheils  TöJlig  unerklärlich,  wesshalb  die  eine  Kiefer 
bei  ihren  Zelltheilungen  in  der  Initialschicht  vorwiegend 
nach  der  einen,  die  andere  vorwiegend  nach  der  anderen 
Richtung  hin  die  schrägen  Querthethmgen  ausfahrt.  Aeussere 
Einflüsse  scheiFieti  dabei  völhV  ans^l;(»8chlossen  zu  sein  und 
es  ist  iiochst  wsihrsclieiuiich,  dus.s  es  sich  dabei  ledij^lich 
um  innere,  iudi?iduelle  und  wahrscheinlich  innerhalb  ge- 
wisser Qrenzen  auch  vererbliche  Eigenschaften  handelt. 

Zorn  Schlüsse  mag  noch  auf  eine  Eigenthfimlichkeit 
im  anatomischen  Bau  der  stark  drehwachaigen  Stammtheile 

hingewiesen  werden.  Bei  dem  geradfaserigen  Holze  (Fig.  II) 
litrönit  naturgeuiikss  dris  WaSvSer  in  der  Längsrichtung  der  Tra- 
cheiden  aufwärts  und  der  Uebergang  aus  einer  Tracheirl«  /.u 
der  nächst  höher  stehenden  erfolgt  durch  die  mehr  oder  we- 
niger schräg  stehenden  Querwände.  Diese  sind  durch  dicht 
nebeneinanderstehende  Hoftipfel  ausgezeichnet,  die  als  Durch- 
gangspforten dienen.  Die  Längswände  sind  relativ  tipfelarm, 
wenn  auch  immerhin  die  Tipfeizahl  genügt,  um  eine  seit^ 
liehe  Bewegung  des  Wassers  iu  radialer  Richtung  zu  ermög- 
lichen. 

Der  anatomische  Bau  der  stark  drehwüchsigen  Kiefern 
ist  nun  dadurch  ausgezeichnet,  dass  die  Seiten  wände  mit 
Hoftipfeln  ebenso  dicht  bedeckt  sind,  als  die  Quer- 
wände.   Daraus  ist  wohl  mit  Sicherheit  zu  schliessen,  dass 
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das  Wasser  nir-ht  dem  schrägen  Verlaufe  der  Tracheiden  folgt, 
sondern  seinem  Ziele,  der  Baumkrone,  direct  zuströmt. 

Erwähnenswerth  dürfte  ferner  noch  die  Thatsache  sein, 
dass  bei  den  stark  drehwüchsigen  Kiefern  die  Tangential- 
wände  der  letzten  Herbstholztracheiden  mit  kleinen  Ilof- 
tipfeln  ebenso  dicht  besetzt  sind,  als  dies  bei  der  Fichte, 
Tanne  und  Lärche  Her  Fall  ist,  während  an  geradfaserigeii 
Kiefern  bekanntlich  Hoftipfel  auf  den  Tangentialwänden  in 
der  Regel  fehlen. 


Figur  I. 


Linksdrehondes  Kicfernholt  In  TangontialanBiclit.  Anf  fBnf  nucli  link»  nnfat«igeDde 
Querwände  kommt  nar  oino  Hechtothoilung.   Lilngsw&nde  mit  ubireioben  Uoflipfeln. 
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▼«rgr.  Mtl.  e  Tüngeittialiuiaiehk  «inM  kSciMrlieli  dju-geatoüten  Holutückea  Vi«r 
QiMMnrIiide  n«h  rt^ia,  Ti«r  sacb  Unk«  mflitelfCBd.  Y«f|r.  800: 1. 


Digitized  by  Google 


219 


Die  AbbüdoBg  der  fialbebene  auf  ein  Polygon,  d&s 
von  BSgen  confoealer  K^elschnitte  begrenzt  wird. 

Von  h\  Lbi4emaiui. 

(»wilni^  4.  Mai,) 

Es  and  zahlreiche  Beispiele  genau  darchgeftlhrtf  bei 
denen  es  sieh  um  die  eonibrme  Abbildung  einer  complexen 
Bbene  auf  eine  andere  handelt«  und  bei  denen  man  die 

Abbildungsfunction  als  gegeben  betrachtet,  um  die  dnrch 
.sie  dargestellte  Bezu  lnnitr  geonietrisL'h  zu  verfolgen.  Versucht 
man  aus  solchen  Beispielen  andere  für  die  Hauptaufgabe  der 
AbbilduDgstheorie  (nämlich  eindeutige  conforme  Abbildung 
eines  gegebenen  Flächenstückes  auf  den  Einheitskreis  oder 
die  Halbebene)  abzuleiten,  so  ist  die  Ausbeute  eine  sehr 
geringe;  denn  die  verlangte  Eindeutigkeit  wird  durch  die 
Verzweigungspunkte  der  studirten  Function  in  der  Regel 
gerade  da  gesidrt,  wo  es  sich  um  ein  wesentlich  neues  Problem 
handeln  würde.  In  manchen  Fällen  kann  man  indessen  diese 
Störungen  heben;  und  die.s  an  einem  Beispiele  vollkouimen 
durchzufOhren ,  erschien  mir  als  eine  lehrreiche  Aufgabe, 
der  die  folgenden  Ausführungen  dienen  mögen. 

L  Setzt  man  s*=x  +  iyi  m^^x  —  iy  und  schreibt  die 
Gleichung  einer  in  reehtvnnkligen  Coordinaten  gegebenen 
Ounre  in  der  Form 


(1) 

19».  ifBtii.-piiji.  a  2. 


15 
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90  besteht  die  Relation 

dM    dti 

(2)  Jf  if? 

und  ans  letzterer  l&st  sich  nach  meiner  früheren  Darstellung 
in  manchen  Fallen  die  conforme  Abbildung  eines  tod  der 
GurYe       0  umschlossenen  Ovals  auf  die  Halbebene 
abläten;  es  beridit  dies  darauf,  dass  in  Folge  von  (2)  die 
Function 

d7]          .dz  1 

anf  dem  Rande  des  Ovals  reell  ist,  wenn  Z  ^  X  -\r  einen 

Punkt  der  Bildebene  bezeichnet.*) 

Die  Ciirve  (1)  gehöre  einem  Systeme  coofbcaler  fclllipaen 
und  Hyperbeln  an,  das  durch  die  Gleichung 

definirt  sei;  dann  geht  die  Gleichung  (1)  Aber  in 

^  '  —  4(«*-A)(6»— A)  ==0; 

und  es  wird 

'  _  d  ij   »  ^  d£ 

(5)  äZ"  AV^-^e^  a)(5«^)  '  dZ' 

wenn      =  a'^  —  b\ 

eine  Function,  die  längs  der  Cnrve  (4)  reell  ist;  dasselbe 

gilt  von  ihrem  logarithmischen  Diifereutialquotieuteu 

^)  Vergl.  Sit/aingHbericht  der  phys.^Okon.  Gesellschaft  za  König«* 
berg  i.  Pr.  vom  7.  Juni  1894. 
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-dz  Tz"-j^-^?'^^  """^^dZ 

Letzterer  ist  von  X  unabhängig;  er  ist  gleich  ♦  wenn 

"  " Svi-e^  =  log  ('  +  V^-^)  -  iog  C 

gesetzt  wird.  Eis  i^t  vorlheilhaft  v  oder  ;  als  neue  Variable 
eingeführt  zu  denken.    Vermöge  der  Substitution 

wird  bekanntlich^)  das  System  confocaler  Ellipsen  (mit  den 
Brennpunkten  ^  e)  in  der  jr>£bene  übergeführt  in  ein 
System  concentrischer  KreiM  in  der  C*£ibene  (mit  dem  Mittel- 
punkte (  =  0);  die  zogeliörigen  oonfocalen  Hyperbeln  gehen 
in  die  Radienvectoren  der  Kreise  über;  der  Verbindungslinie 
der  Brennpunkte  (doppelt  gezählt)  entspric  lit  in  dor  r-Kli«^ne 
der  Einheitskreis.  JeHeni  von  confociilen  Ellipsen  \uid  iJyj<er- 
beln  begrenzten  Polygone,  das  keinen  Hrennpiinkt  im  Innern 
oder  auf  dem  liande  infliält,  onispricht  ein  von  Bögen  con* 
centrischer  Kreise  und  deren  Radien  begrenztes  Polygon. 

Erstreckt  sich  keine  Seite  eines  solchen  KegelHchnitt- 
poljgons  ins  Unendliche,  so  sind  alle  Winket  an  den  ßcken 

gleich     oder  gleich  - .    Bildet  man  die  C-i^bene  vermöge 

der  Gleichung  (7)  auf  eine  f-Ebene  ab,  so  wird  Polygon 
in  ein  geradliniges  verwandelt^  dessen  Abbildung  auf  die 
Halbebene  nach  Christof  fei  sofort  ausgeführt  werden  kann. 
Liegt  kein  Brennpunkt  im  Innern  oder  auf  dem 
Rande  des  abzubildenden  Polygons,  so  haben  wir  also 


^)  Veigl.  z.  B.  HoUinflner,  Einfftkmog  in  die  Theorie  der 
iiOf{onaleii  Verwatidtwhafteit,  Leipdg  1862,  p.  ISO  ff.  und  Taf  IX. 

15* 
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Uiebei  bedeuten  B„  B^.  .  .  JBn  diejemgen  Stellen  der 
Axe  F  S8  0,  denen  je  eine  Ecke  mit  dem  Winkel  ^  im 
gegebenen  Polygon  entspricht,  w&hrend  den  Punkten  A^^ 

A^, ,  Am  Ecken  mit  dem  Wiukel  ^  zugeordnet  sind.  Es 
immer 

(9  a)  m  =  «  4» 

80  da«  der  Pnnkt  Z=s  oo  keine  singulare  Stelle  fSr  die 

Abbildung  liefert  (wenn  nicht  zufällig  eine  der  Grössen  Ag^ 
Bt  unendlich  gross  wird). 

* 

8.  Ist  das  gegebene  Polygon  im  Endlichen  ge- 
schlossen, wie  im  vorigen  Falle,  liegt  aber  ein  Brenn- 
punkt anf  dem  Rande  (etwa  jr««),  so  betrachträ  wir 

wieder  die  durch  (6)  gegebene  Function  ^^^J^*  jetzt 

die  Relation 

(10)  IM  ^  n  +  3 
erfüllt  ist,  so  ist  die  Function 

dZ       2.^  Z-Bt^  2^  Z-A.     2  Z-E ' 

wo  der  rpplle  Pnnkt  E  dem  Brennpunkte  e  zn^enrdnet  sei, 
überall  (auch  für  Z  =  <y^)  holomorph ,  also  f^leich  piner 
Constanten.  Das  Verhalten  im  Brennpunkte  bedarf  nur 
noch  einer  Besprechung.  Es  besteht  für  ir  =  e  eine  Eni* 
Wicklung  der  Form 

(11)  jB  —  c=-£^iZ^E)-\-€^{Z    Ey + 
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und  (w  ist  demnach 

wenn  ^  (Z —  E)  eine  nach  positiven  Potenzen  geordnete 
Heihe  bedeutet;  die  betrachtete  Function  verhält  sicli  also 
an  der  Stelle  Z=sE  ia  der  Thai  nicht  nngnlär.  Die  Ab- 
bildung wird  äonach  durch  eine  Formel  der  folgenden  Giestalt 
vermittelt: 


=  +  c\ 

E 


Liegen  beide  Brennpunkte  auf  dem  Rande  des 
Polygons  und  entspricht  der  Werth  Z^E'  dem  Werthe 
— so  finden  wir  in  gleicher  Weise: 

(12)  m  =  »  +  2, 

— .     ^CVfiJz^bT)  dZ 

(12a)  log  (ir-^yjr»~c»)  =  C  I   ^  ^  - 

8.  Bs  kann  auch  vorkommen,  dass  der  Brennpunkt 

nicht  nur  aui  dem  Uaiulo  des  Polygons  liegt,  son- 
dern auch  eine  Ecke  desselben  bildet;  das  Polygon 
erscheint  dann  längs  eines  Stückes  der  reeUcii  Axe,  das  vom 
betr.  Brennpunkte  ausgeht,  aufgeschlitzt.  Die  Entwicklung 
(11)  ist  zu  ersetzen  durch 

VVu   i,..,  ,„  «leieher  We.e,  da  die  Functioa  ^ 

an  der  Stelle  Z^E  nicht  unendlich  wird: 

(13)  m«=n  +  4, 

(13a)    loKl.  +  l/7>^..)  =  cf^|^;.Z  +  C-. 
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Sind  beide  Breuupuukte  Ecken  des  Poljgous, 
so  wird: 

(14)  m«fi+4, 

( 1 4  a)    log    +  K^?)  =  0    Y/Ji^-^^J  dZ-j-C 

Liegt  ein  Breanpatikt  auf  dem  Bande ,  während  der 
andere  ab  EScke  anftritt,  so  ist 

(15)  m  =s=  « -j- 

(15a)     log(^+  V^-e')  =  C  f^^SH^^'!  +  V\ 

4.  Liegt  ein  Brennpunkt  im  Innern  des  abzu- 
bildenden Polygons,  so  gilt  wieder  eine  Entwicklung 
der  Form  (11);  es  bedeutet  nun  jetzt  E  einen  Punkt  im 
Innern  der  Halbaxe  IT  >- 1;.  Damit  die  Function  (6)  auf 
dem  Bande  reell  »ei,  muss  dann  der  oonjugirte  Punkt  in 
gleicher  Weise  als  singulare  Stelle  yorkommen;  es  wird  also: 

(lö)  m  «  n-i-  2, 

(IGa)  log  (js  4-  c*) 

VUiZ^)  dZ_    ^   ,  ^ 

VU\Z-  A.)  V(Z  ^E)  {Z^E,)  ^ 

Liegen  beide  Brennpunkte  im  Innern,  so  ist: 

(17)  m  =  IN 

(17a)  log(^r+l/?^<3) 


-4 


  -1,  Q* 

Vn  (Z~  A.)  Vz^£KZ-Ei){Z'-W)(Z--£[)  ^ 


Für  m=n  =  0  ergibt  sich  hieraus  insbesondeie  die  Schwarz- 
sehe Formel  für  das  Innere  einer  Ellipse. 


.^.d  by  Google 


F,  Lindmanmi  1>U  ÄIMdwig  der  HallMbene  ete.  225 


Liogt  g  =  e  im  Iiiaeru,  g  —  e  auf  dem  liande 
deö  Polygons,  so  hab«o  wir 

(18)  m»»ii-|-l, 

(18a)   |og(,  +  V'^*„>) 


Liegt  e  =  e  im  Innern  und  ist  ß  ==  — e  eine  Ecke 
des  Polygons,  so  wird 

(19)  m  =1  n  +  2, 

(19a)         ryil(Z-Bt)  dZ 


+  6". 


5.  Es  bleibt  noch  der  Fall  zu  betrachten,  dass  sich  der 
unendlich  ferne  Punkt  der  #*Ebene  im  Innern  des  Polygons 

befindet,  d.  h.  d&ss  es  sich  um  die  Abbildung  der  Halb- 
ebene  auf  das  Aeussere  eines  Polygons  von  der  bis- 
her betrachteten  Gestalt  handelt.  Die  Aufgabe  er- 
ledigt sich  in  derselben  Weise,  wie  die  entsprechende  Auf- 
gabe bei  geradlinigen  Polygonen  durch  Christoffel*)  Er- 
ledigung fand.  Es  sei  Ä  +  iB  der  Punkt,  welcher  dem 
Punkte  « BS  00  zugeordnet  wird,  so  dass  eine  Entwicklung 
der  Form 

(20)     i  =  ;',(^— ^-.i^)-h7,(Z— ^-Iß)»  F.... 

besteht.    Ist  dann  n  die  Zahl  der  Ecken  mit  den  Winkeln 
m  diejenige  mit  den  Winkeln  ^,  so  kOnnen  wir  alle 

möglichen  Fülle  in  den  Gleichungen 

^)  Annali  di  Matematica,  Serie  2,  Bd.  4,  1870. 


Digitized  by  Google 


226        i>Uiung  der  math.'^8.  Olasae  vom  4,  Mai  1896, 

(21a)     iogU+l/^»-«»)  =  C  {y^^M-I^  ^+  C\ 

zusammenfassen;  zur  Ableitung  dui  leizLcn  Gleichung  hat 
man  die  Function  (6)  an  den  fiiizehuMi  singnlären  SteUeu 
zu  entwickeln.  Die  einzeiueu  Fälle  uuterächeideu  »ich  nun 
io  folgender  Weise: 

1)  Kein  Brennpankt  liegt  im  Innern  des  absubtklenden 
Polygons  (welches  den  unendlich  feroen  Punkt  enthaU) : 

y  =  0.    a  =  0,    a,  =  0,    ^  ==  0,       =  0. 

2)  Ein  Brennpunkt  auf  dem  Rande: 

f«!,    cr^g-,    a,=0,   ß^O,       =  0. 

3)  Beide  Brennpunkte  auf  dem  Rande: 
v^2,    a  =  l,    a,-0,      =  i    A  =  0. 

4)  Ein  Brennpunkt  als  Ecke: 

V  =  0,    0  =  0,    a,  =  0,    ^  =  0,    />,  =s  0. 

5)  Beide  Brennpunkte  aU  Ecken: 

v«0,    a=«0,    a,  =0,   /»  =  0,       =  0. 

Ö)  Beide  Brennpunkte  auf  dem  liaade  und  einer  von 
ihnen  als  Ecke: 

v=l,    a  =  i     a,  =  0,    ^  =  0,    /y,  =  U. 

7)  Kin  Breunpunkt  im  Innern: 

1  1 
v  =  2,    a  =  2,    «1  =  2*    ^"^^^   A  = 
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8)  Beide  Bfennpunkto  im  loneni: 

A  1  l       Ä        1       /I  1 

9)  £in  Brennpuakt  luif  dem  Baude,  der  andere  im  iDnem : 

10)  Kiu  Brennpunkt  im  Innern,  der  andere  aU  Ecke: 

^  =  2,    a  =  i    «1  =  2*    ^""^^   A  =  ^- 

Der  Fall  1)  liefert  für  n=^m  —  0  insbesondere  die 
Schwärzliche  Formel  für  die  Abbildung  des  Aeussern  einer 
Elli(>äe.   Der  Fall  5)  führt  für  m  =  n  =  0  zu  der  bekaimten 
B.  für  die  Kugelf unctionen  wicbtigeu)  Abbildung: 

6.  Liegt  der  unendlich  ferne  Punkt  der  ir-fibene 

auf  dem  Rande  des  Polygons,  ohne  eine  Ecke  des- 
}<(>lhen  zu  bildeu,  so  aiud  die  Formelu  (21)  und  (21a)  zu 
ersetzen  durch; 

(22)  m^n  +  v, 

und  wo  der  reelle  Punkt  Z  —  A  dem  Punkt  2^00  ent- 
spricht. Für  die  eben  unterschiedenen  10  Fälle  haben  wir 
jetzt  bez.: 

1^  =  2,  1,  0,  2.  2.  1,  0,  -1,  -l,  0 

zu  setzen,  während  die  zugehörigen  Werthe  von  a,  «j, />', /^j 
ungeändert  bleiben. 
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7.  Vat\  neuer  Ausatz  wird  nöthi^,  wenn  der  unendlich 
ferne  Punkt  der  «-Ebene  als  £}cke  des  abzubildenden  Poly- 
gons einfach  oder  mehrfiMsh  Yorkommt,  d.  h.  wenn  Bich  dan 
gegebene  FlüehenstOck  nach  einer  Riehtang  oder  nach  mehre- 
ren Richtungen  (zwischen  je  zwei  Hyperbelzweigen)  ins  Dn- 
'  endliehe  erstreckt.  Vermdge  der  Abbildung  (8)  entspricht 
jetzt  dem  gegebenen  Flächenstucke  das  Innere  eines  Kreis- 
bogen polytrons.  dessen  Begrenzung  durch  concenin.sclie  Kreise 
und  deren  iiudten  <4;ebildet  wird  und  bei  dem  das  gemeinsame 
Ceutrura  mehrfach  als  Ecke  vorkommt.  Zwei  im  Centrom 
zusammentreffende  Radien  bilden  den  Winkel  kn^  wenn  in 
der  «-Ebene  die  Asymptoten  der  entsprechenden  Hyperbol- 
äste  denselben  Winkel  einschliessen.  Statt  des  Punktes  C  »  0 
kann  auch  der  Punkt  s  cx>  als  Ecke  des  Kreisbogen  polygons 
vorkommen;  es  können  auch  beide  Punkte  gleichzeitig  als 
Ecken  in  Betracht  zu  ziehen  sein.  Unser  Problem  ist  hier- 
durch, falls  die  Brennpunkte  nicht  im  Innern  oder  auf  dem 
liande  liegen  auf  das  Schwarz'sche  Problem  reducirt;  es 
wird  gelöst  durch  eine  Differentialgleichung  der  Form 

m  {c,  ^}  =  Ä  i^>, 

wenn  in  bekannter  Wei^e 


gesetset  wird,  und  wenn  R{Z)  eine  rationale  Function  be- 
zeichnet. Es  seien  wieder  Ar  (r  =  1,  2,  . . .  n)  die  reellen 
Punkte  der  Z- Ebene,  welche  aus  den  Ecken  mit  dem 

Winkel  ^  hervorgehen,  i^,  (ä  =  1 , 2, w)  diejenigen  Punkte, 

3  ji 

denen  Ecken  mit  den  Winkeln       entsprechen,  d  die  Punkte 

der  Axe  Y  ~  0,  denen  der  Punkt  C  =  0  al^  i^xke  des  Poly- 
gons entspricht  und         der  zugehörige  Winkel,  endlich 


^.d  by  Google 


F,  LiHäemann:  Die  Abintthmff  der  Haibtbmm  eie.  229 

Du  diejenigen  Punkte,  die  aus  einer  Ecke  ^ssoo  mit  dem 
Winkel  /i«  herrorgehetL   Man  findet: 

Die  Diffemtialgleiebung  des  Probleme  ist  daher  Ton 

der  Form: 

und  zwischen  den  Gonstanten  der  rechten  Seite  bestehen  die 
Helationen: 


(25) 


3 


2'4ar  +  2'  Z^iA  +  2  C;i   +  211^0^  + 1  -Til,  - 1  ^i^. 

+  2'(l-4)a  +  2'(l-/4)i>«  =  0. 

Die  Integration  der  Gleichung  (21)  ist  vermitge  (23)  in 
bekannter  Weise  auf  die  Intc^^ration  einer  linearen  homo- 
genen Diflferentialgleichung  zurückgeführt.  Die  rechte  Seite 
von  (24)  ist  hierbei  gleich  M  (Z),  d.  h.  gleich  der  rechten 
Seite  Ton  (23),  so  setsen. 

8.  Liks^^eii  wir  zu,  dass  ein  Brennpunkt  im  Innern  oder 
auf  dem  Rande  des  abzubildenden  Flacheustückes fliege,  ao 
sind  an  der  rechten  Seite  Ton  (24)  gewisse  Modiücationcn 
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anzubringen.  Handelt  es  sich  um  den  Brennpunkt  -f-  so 
besteht  eine  Eiitwickhinfr  von  der  Form  (11).  fintwickelt 
man  dann  die  linke  Seite  von  (24)  nach  Potenzen  Ton  Z^E 
und  beachtet,  das»,  wenn  E  im  Innern  der  Halbebene  Y^O 
liegt,  der  conjugirte  Punkt  in  entsprechender  Weise 
singulär  sein  mnss,  so  wird  das  Problem  im  allgemeinsten 
Falle  durch  eine  Gleichung  der  folgenden  Form  gelöst: 

^  ''"^8  L(Z-K)*     (Z-Ei)'  {Z~  E\y\ 

j<-o         xpoi         x'-o'  ^^i'-rij^ 

Z— £    z-^:i     Z—E'  ^'  Z—E{ 

Hier  bedeutet  R(Z)  die  rechte  Seite  von  (24);  x^  ist  zu 
X,  zu  k'  conjugirt;  Q,oi,o\Qif  o,0],o',ü'i  sind  gleich  0 
oder  1  je  nach  Lage  der  Brennpunkte;  und  zwischen  den 
Oonstanten  der  rechten  Seite  bestehen  die  Relationen: 

B -\-  >c xi x'      k\  =  0, 

B'+aKE-^aiEi'\'a*x'E''{'o\xiEi  =  0, 

(27)  )  ^  i^-r  -1-   I  i   i  , 

-^-g.Ei  +  Q'E-^'Q'iE'i)  ^  0, 

wo  mit  B\  B'  die  linken  Seiten  der  entsprechenden 
Gleichungen  (25)  bexeichnet  sind. 

Die  verschiedenen  möglichen  Fälle  unterscheiden  wir 
in  derselben  Weise  durch  Zahlen,  wie  dies  in  Nr.  5  geschah. 
Dann  haben  wir  folgende  Resultate: 

1)  Alle  Grössen  o,  o  sind  Null;  die  Gleichung  (2(5)  ist 
mit  (24)  identisch. 

2)  ^  3=s  o  s  1,     ^1  ras  ^'s  p{  SSB  O]  8  0*  s  0|   sss  0. 

3)  Q  ==  q'  =  O  =  O'   =   1 »     tji  zs=  q[  z=  Ol  =  o'i   =  0. 


Digitized  by  Coogl 


F,  Lindenumn:  Die  JhbOdumif  der  Hatb^bme  Ue,  231 

4)  Q^et^Q'=^Qi'^Ot=&=ü\  =        o  «  1. 

5)  ^  =       =  j>'  =  oi  aas  <fi  «  01  =  0,     O  Ä  o'  SB  1. 

6)  j>  =  Ö  =  ö    =   1,     Q\  =^  q'  =  q{  =  Ol  =  a'i   =  0. 

8)  ^  SS  ^1  sss  ^'  a  ^1  SS     :ss  Ol  SS      =  a|  =  1. 

9)  ^  =       =  Ol  =  O  =  O'  =  Oi    —    1,     Qi  =  Ol    =  0. 

10)  ö  =1     =  ö  =  Ol  =  ö'  =  l,      s=    =  oi  ==  0. 

Ist  m  =s  n  s=  0,  80  findet  man  aus  (1)  insbesondere  die 
Abhilduncr  des  von  den  beiden  Zweigen  einer  Hyperbel  ein- 
geschlossenen Kbeneustückes;  sie  gescliieht  durch  die  Formel 

(28)         f  =  ,  +  V,»-e>  =  a  (|^)'  + 

yro  Xtz  dea  Ton  den  Asymptoten  emgeschloasenen  Winkel 
bezeichnet.  Die  Formel  (28)  folgt  direct  aus  der  bekannten 
Gleichung  f&r  die  Abbildung  eines  Kreisbogen-Zweieoks. 

9.  Aus  (7)  leiten  wir  die  Abbildung  des  von  einem, 
Hjperbelzweige  eingeschloasenen  FJ&chenstückes  ab.  Hat  X 
dieselbe  Bedeutung  wie  in  (28),  so  ist  der  von  den  Asym- 
ptoten eingeschlossene  Winkel  hier  gleich  (\  —  X)  n.  Sei 
/4  « 1 — E=:i^  ^1  =  — h  90  ergibt  sich  die  Differential- 
gleichung : 

n  =    1       ^     I  ^     ^  I 

2    (Z— Ü)»     8  (ir-i)»     8  (^4-t)» Z-0 

und  die  Gleichungen  (25)  werden: 

y     X  -f-      =  0, 
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Wir  wählen  0«ao  und  finden  dann: 

die  Differentialgleiclinng  wird: 

ihre  Integration  geschieht  durch  die  lineare  Gleichung: 
(72  L  i  /^'^       y'^^  n 


Die  particiüftren  integrale  der  letzteren  aind: 

6»,  =     -H 1/;^*-!- 1)\        =  1)' 

Das  allgemeiue  liitegiul  vou  (29)  ist  eine  lineare  Function 
Ton  also 

Dnrch  diese  Formel  wird  die  Abbildung  der 

Halhehene  auf  den  von  einem  Hyperhelaate  be- 
grenzten Theil  der  Ebtnü  vtriuittelt;  und  zwar  lieeft 
letzterer  auf  der  concaven  Seite  der  Hyperbel,  wenn  <C  1 
ist,  auf  der  convexen  Seite  im  andern  Falle;  fin  ist  der 
von  den  Asympioton  eingesehlossene  Winkel. 

Dasselbe  Resultat  erh&It  man  nach  einer  früher  tou  mir 

angegebenen  Methode.  Es  sei  die  Gleichung  einer  Gassint- 

sehen  Curve  in  der  Form 

(31)  (#-a)(*,-a)(#  +  o)(#,  +  a)  "=  e» 

gegeben,  .^o  dass  die  reellen  Punkte  a  und  —  a  als  gemeinsame 
Brcnnjuinkif*  der  vom  Parameter  r.  abhängigen  Curvenschaar 
auftreten.  Ausserdem  hat  di<>  CurTe  Kwei  andere  Brennpunkte: 
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man  findet  sie,  mdem  man  die  Tom  unendlich  fernen  Kreis- 

ponkte  IT  a  0  ausgebenden  Tangenten  mittelst  der  Relation 
df 

— ^«0  bestimmt;  nun  ist 

wir  haben  also  die  vier  Brennpunkte 

g  SS  -J^a    und      =  i  —  Vo.* 


Ist  >•  t;^  so  l)estelit  die  Ciirve  aus  zwei  Ovalen;  von  dem 
einen  wird  die  positive  Axe  in  den  Funkten  l^a* — c  nnd 
Va^^c  getroffen;  aswischen  beiden  liegen  die  Brennpanirteo 

and  —  j/a*— r*.    Die  Abbildun«;  eines-  solcben  Ovals,  das 
« 

xwei  Brennpunkte  umsc})liesi>t,  auf  die  Halbebene  y>0 
geschieht  nach  jener  Methode  durch  die  Gleichung 


Jd  z 


(32) 

^)J 

wenn  die  Punkte  /l,  B  den  beiden  inneren  Brennjnmkten 
entsprechen  nnd  wenn  A^^       be/.  zu      B  conjugirt  sind. 

Wird  jetzt  c  =  a',  so  erliält  die  Curve  (31)  einen 
Doppelpunkt  im  Anfangspunkte,  in  den  auch  der  von  c  ab«* 
hängige  Brennpunkt  hinein  rückt;  auch  B  fallt  mit  zu- 
sammen und  wird  reel;  und  die  Formel  (32)  geht  fiber  in: 

(33)1  r     =*  r'  r    1-  cf 

Hierdnreb  ist  die  Abbildung  des  Innern  einer  Schleife 
einer  Lemniscate  anf  die  Balbebene  vermittelt. 
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Sehliesseii  die  Tangeoteii  des  Doppelpanktes  den  Winkel 
fin  em,  so  mam  fttr  #ssO  eine  Entwicklung  der  Form 

bestehen;  es  wird  also 

dz  dZ    ,  ^'  - 

la  (33)  mUsste  daher  a*  0  =  4^(^4  —  B)  gesetzt  werden. 

Für  eine  eigentliche  LemniscBte  mnss  allerdings  f^^\ 

noitimen  werden,  denn  sie  wird  aus  einer  «(leicliseitigen 
Hyperbel  durch  die  Transformation  g  =  gewonnen. 
Durch  letztere  Transformation  werden  aber  aus  beliebigen 
Hyperbeln  Curyen  erhalten,  die  den  Lemniacaten  ganz  analog 
sind,  und  bei  denen  fi  beliebig  bleibt  (vgl.  unten  Nr.  9). 
Sie  haben  gleichfalb  nur  zwei  Brennpunkte,  und  fär  sie 
gilt  also  auch  die  Formel  (33).  Lassen  wir  3  =  oo,  A  ^ 
i4,  =  — I,  a  =       werden,  so  folgt: 

woraus  wiederum  die  Gleichung  (30)  trewonuen  wird;  es  i^t 
nur  nachträglich  t  mit  z  zu  vertauschen. 

Denkt  man  sich  den  Punkt  i  der  Z-Ebene  durch  einen 
beliebigen  Ponkt  B  der  üalbebene  F  >  0  ersetat,  ebenao 
— %  durch  den  conjugirten  Punkt  B^  und  laest  sodann  e  »  0 
werden,  so  nfthem  sich  auch  B  und  B^  demselben  reellen 
Werthe  B^  und  die  Gleichung  (30)  gibt 

Es  entsteht  also  in  der  That  die  bekannte  Forniel  tür 
die  Abbildung  der  Haibebene  auf  den  von  zwei  Geraden 
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(hier  den  A8ynipix)teD  der  Hyperbel,  in  welche  letstera  ftlr 
esO  zerfällt)  eingeschlosseiien  Winkehraam« 

10.  Die  hier  befolgte  Methode  wird  man  auch  in  anderen 
Fällen  anwenden  können,  in  denen  die  Abbildung  eines 
gegebenen  Gunrensystems  der  ir-£bene  auf  ein  System  von 
Kreisen  der  C-Bbene  bekannt  ist,  sobald  nur  {C»  0}  eine 
rationale  Function  von  m  ist.  Selbstverständlich  gelingt  dies 
bei  dem  Systeme  confocaler  Parabeln,  da  dasselbe  aus  dem 
Systeme  confocaler  Kllipst'ii  und  Hyperbeln  durch  Grenz- 
übergang gewonnen  werden  kann. 

Femer  kommt  das  System  von  Cnrven  in  Betracht,  das 
ans  den  confocalen  Ellipsen  und  Hyperbeln  durch  die  Trans- 
formation t^g-^  hervorgeht.  Sei  ^aaso-^-ir,  so  sind  dies 
die  Curven: 

(34)  (b^-X)  +  U  (o»+t») 

Sie  haben  sammtlich  im  Anfangspunkte  einen  Do]>pelpnnkt. 

Ffir  ;<&»(a*>6»)  ist  dor.sell)e  isolirt,  für  X>h^  hat  die 
*  ieNtalt  ilor  Ciirve  Aehnlichkeit  mit  df'rji'nigen  einer  gewöhn- 
lichen Lemniscah^;  eine  solche  findet  man  für  =  tt*-|-6*, 
sie  entspricht  der  gleichseitigen  Hyperbel 

Ist  /,  =  fj-  «T,  und  wird  die  linke  Seite  von  (34)  für  den  Augen- 
blick mit      bezeichnet,  so  sind  die  Brennpunkte  dutcli  die 

Gleichung  -    bestimmt  Wir  haben  9?(<p^,)  ^ 

also: 

_L  ?ü  —  ^      1/  ifi    _  1 

1895.  M«tli.-plij«.  Cl.  2.  IG 
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Nuu  war  in  Kr.  1: 
also  vermöge  99  =  0: 

Jede  Curve  de-s  Systems  iiut  daher  nur  die  bfi<leu 

(allen  gemeinsamen)  Hrennpnnkte  /  ^  -^c  ^  wie  es  jrtM)- 
nietrisch  nach  der  Theorie  der  Uremou ansehen  TranttformatioD 
selbstverständlich  ist 

Ein  anderes  Beispiel  gibt  die  Transformation 

Den  Parallelen  zn  den  Axen  der  C'Ebcne  entsprechen  zwei 

Orthogonalschaaren  von  gleichseitigen  Hyperbeln.*)  Die 
Abbildung  eines  von  letzteren  gebildeten  l'olygons  geschieht 
aleio,  indem  nrnn  die  Function 


als  rationale  Function  von  Z  bestimmt.  Einer  beliebigen 
geraden  Linie  <ler  C-Khene  entspricht  eine  gleichseitige 
Hyperbel  mit  dem  Mittelpunkte  ;»  =  0;  auch  fQr  Polygone, 
deren  Begrenzung  durch  beliebige  concentrische  gleicliseitige 
Hyperbeln  gegeben  wird,  ist  alao  diese  Methode  anwendbar.*) 

Einem  beliebigen  KreiRe  der  t-Ebene  entspricht  eine 

Cassini'sche  Curve  der  r-Ebenc,  deren  Mittelpunkt  an  der 


')  Vgl.  Holzmüller  n.  a.  O  p.  105  IT. 

2)  Es  i«t  dio<  srlioii  von  Saiiio  aDgegol)eii :  Dip  Abbildung  de' 
Atni^^^cren  eiDCB  KreiKbogeupolygons.  Königsberger  Inauguraldisser* 
iaiion  1885. 
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Stelle  «  0  liegt;  dieselbe  ist  eine  gew5hiiliehe  Lemniscate, 
weDn  der  Kreis  durch  den  Ponkt  (  »  0  hindurchgeht.  Die 
Abbildung  der  Halbebene  F  >  0  auf  Polygone,  deren  Be- 
grenzung durch  Bogen  concentrischer  Cassini 'scher  Curven 
gebildet  wird,  ist  also  zurückgeführt  auf  Bestiaimung  der 
Function 


in  ihrer  Abhängigkeit  von  Z. 

In  ähnlicher  Weise  wird  man  zahlreiche  Beispiele,  die 
▼on  Holsmüller  uud  Anderen  behandelt  sind,  yerwerthen 
können. 


V 


16* 
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Ueber  eine  neue  Bestimmung  der  Refractious- . 
constante  auf  astronomiBchom  Wege. 

Von  J.  Banschiuger. 
{EtHgtUu^  4,  MdL) 

Die  Bestimmung  der  JÜefiractioDSCOostante,  also  phy$d- 
kaUsch  gesprochen  des  Brechongsexponenten  der  Luft  gehört 
zu  den  schwierigsten  und  wiehtigaten  Aufgaben  der  prakti- 
schen Astronomie.  Die  Schwierigkeiten  liegen  einerseits  in 
schwer  zw  bestimmenden  Instramentalfeblem ,  insbesondere 
den  Bie^iing8verliältnissen  des  Fernrohrs,  andererseits  in  der 
Compltcirtheit  der  atmo.s|4iiiri.sL']ien  FactortMi,  welche  auf  die 
hVtVaction  von  Kinfluss  sind  und  deren  Wirknngen  nur  mit 
Mühe  von  einander  zu  trennen  und  zu  bestimmen  sind. 
Die  Wichtigkeit  einer  möglichst  genauen  Erforschung  aller 
auf  die  Reixaction  einwirkenden  Umstände  liegt  darin,  dass 
das  ganse  Declinationssystem  der  Gestirne,  also  die  Hälfte 
der  Coordinatenbestimmangen  der  messenden  Astronomie,  auf 
der  Annahme  Uber  die  Refractionsconstante  beruht,  und  dass 
ein  wirklicher  Fortschritt  in  der  Verfeinening  der  absoluten 
Messungen  erst  dann  constatirt  werden  kann,  wenn  er  llaiui 
in  Hand  geht  mit  einer  genaueren  Kiusicht  in  die  Kefractiunä- 
Verhältnisse. 

Der  schöne  Repsold'sche  Meridiankreis,  welchen  die 
Mfinchener  Sternwarte  im  Jahre  1891  erhielt,  zeigte  bei  den 
ersten  Prafiingen  so  herrorragende  Eigenschaften,  dass  der 
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Gedanke,  dieselben  zu  einer  neuen  Untersuchung  der  ßefrn^ 
fcion  auszunutzen,  nmsoweniger  abzuweisen  war,  als  in  Mün- 
chen eine  derartige  Untersuchung  Überhaupt  noch  niebi  «m* 
geführt  wurde,  und  als  die  mit  diesem  Inatroment  enkn 
Ranges  in  Aussicht  genommenen  fundamentalen  MesBoiijpn 
ohne  eine  solche  Untersuchung  hei  den  möglicherweise 
handenen  loculen  Einflüssen  einen  bedenklichen  Mangel  der 
FniHÜrun^  aufweisen  würden.     Die  ersten  .Jalire  der  B*-  I 
obachf ungstliütigkeit  an  diesem  In-^truinent  sind  daher  nacli  ] 
der  Bestiinmuno  des  Herrn  Professor  H.  Seeliger  der  Uoter-  j 
suchung  der  Kefraction  gewidmet  worden.    Eine  deumäcbt  i 
im  III.  Bande  der  «Annalen  der  k.  Sternwarte  zu  Mfincheo* 
erscheinende  umfangreiche  Abhandlung  gibt  ausführliche  ■ 
chenschaft  hierüber,  während  hier  versucht  werden  soll,  ^  , 
wesentlichsten  Resultate  auszugsweise  zusammeuBostellen.  | 
Die  Methode  der  Untersuchung]^  war  die  bekannte  and  | 
mit  dum  Meriiliüiikieis  einzig  nif'rfliche  durch  iH'oliat  ntiint;  I 
der  Circumpolaräterne  in  ihrer  oberen  und  unt^^ren  Cnlniiuit- 
tion.    Ein  Hauptaugenmerk  wurde  auf  die  Eriaugung  mög- 
lichst zahlreicher  Messungen  in  geringen  Höhen  nreriohtM, 
Beobachtungen,  welche  ebenso  wichtig  als  schwierig  so  e^ 
laugen  sind  und  in  dieser  Menge,  wie  sie  zu  unserer  UDtB^ 
suchnng  verwendet  werden  konnten,  auch  kaum  noch  iigeod* 
wo  vorliegen  dürften.  Die  meteorologischen  Elemente  waden 
an  sorgfaltig  ;^^r[>rüften  Instrumenten  abgelesen   und  zww 
sind  nicht  nur  der  Luftdruck  und  die  äusjvere  Lut'ttempenitur 
gemesseil  worden,  auuJern  auch  die  Liiitteuciitigkeit  und  »lif 
Temperatur  im  Beobachtungsraume;  letztere  an  fünf  symme- 
trisch in  der  Heobacbtungsspalte  aufgehängten  Thermometern. 
Die  Fehler  des  Meridiankreises  selbst  sind  genau  untersucht 
worden,  doch  muss  hierüber  auf  die  Abhandlung  verwiesen 
werden;  hier  sei  nur  angefahrt,  dass  der  mittlere  Fehler  der 
Theilung  des  Kreises  bei  Ablesung  von  vier  Mikroskopen  n 
+  0'2i  gefunden  wurde;  da  die  Gestirne  symmetrisch  in 
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beiden  Lagen  des  Kreises  beobaebtei  wurden,  so  stellt  sieh 
also  der  von  der  Tbeilang  herrübrende  Febler  im  Mittel  auf 
+  0ri7;  ferner  muss  erwKbnt  werden,  dass  jener  Fehler, 

der  bisher  am  verhängnissvoUstcn  auf  die  Me.s.sungeii  der 
ZetiitlidisUiiizeii  von  Gestinieii  in  gerinj^ani  Höhen  und  in 
Fülge  dessen  auf  die  Bestinimung  der  lieiVaciionsconsiante 
eingewirkt  hat,  nämlich  die  Biegung  des  Fernrohres,  beim 
Repsold 'sehen  Instrument  als  unmessbar  klein  gefunden 
wurde,  sich  also  sicher  nicht  über  O.'l  erhebt. 

Die  Beobachtungen  sind  von  Tornefaerein  so  angelegt 
worden,  dass  es  möglich  war,  die  Verfinderlichkeit  der  Pol^ 
h5he  unabhängig  von  anderen  Beobacbtnngen  zu  bestimmen 
und  in  Keclinniig  zu  ziehen;  die  gefundenen  Variaiiunen 
sind  in  guter  Uebereinstimniunt?  mit  den  anderwärts  er- 
mitLeiten.  Die  Genauij^keit  der  Beobachtungen  ist  aus  der 
Uebereinstimmung  der  Einzelmessungen  eines  Gestirnes  unter- 
einander be>timmt  worden;  68  fand  sich  der  mittlere  Fehler 
einer  absoluten  Beobachtung  der  Zenithdistaiiz  (abgegeben 
vom  Theilungsfehler)  zu 

fi  =  y 0:321*  ^  Ö:¥6Üg£^     (a  =  Zenithdistanz) 

eine  Zahl,  die  am  besten  geeignet  ist,  die  Vortrefflichkeit 
des  Iiistruineiitrs  zu  erweisen  und  da.s  Vertr.iuen  in  die 
Sicherheit  der  erlangten  Resultate  zu  befestigten. 

Die  Untersuchung  der  auf  die  Kefraction  bezüglichen 
Verhältnisse  wurde  mit  der  Bestimmung  des  Ausdebnungs- 
coefficienten  der  Luft  begonnen.  Den  bei  der  ersten  Re- 
doctton  der  Beobachtungen  angewandten  Refractionstafeln 
von  Radau  liegt  der  Regnault'sche  Werth  0.003663  (fiir 
Centigrade)  zu  Grunde,  der  sich  von  den  bisherigen  sichersten 
astronomischen  Bestimmungen 

Be.s.^el  0.003644 

Gylden  0.00:^('>R1> 

Pond  (Chandler)  0.003050 
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80  wenig  nnteneheidei,  ilaas  eine  irgendwie  bedeutende 
Correction  desselben  ausgeschlossen  erschien.  Die  irofas  dieser 

Aussieht  be|[?onnene  Untersuch  im  j?  hat  aber  nach  einer  anderen 
Kichtunj?  zu  einem  /icinlieii  sicheren  Hesultate  gefülirt,  das 
nicht  oluie  Bedfutiini;  zu  sein  sclieint.  Das  ejn«/»'srhla^ene 
Verfahren  war  folu^endes :  Ks  wurden  nur  beige^Dgeu  die 
Sterne  zwischen  00°  und  85 nördlicher  Zenithdistan^,  in- 
dem  jene  mit  geringerer  Z.D.  nur  einen  minimalen  Bei* 
trag  sur  L(toung  der  Aufgaben  liefern  können,  jene  mit 
grösserer  aber  anderweitigen  Störungen  in  einem  Maasse 
unterliegen,  dass  sie  die  Einflösse  einer  geringen  Aenderung 
des  Temperaturcoefficienten  verwischen  müssen.  Von  jedem 
Sterne  wurden  die  bei  den  vier  höchsten  und  die  hei  den 
vier  niedrigsten  Temperaturen  erhaltenen  Zenithdistanzen  in 
je  ein  Mittel  vereinigt  und  die  Differenz  — jg^  der  beiden 
Gruppen  genommen,  zugleich  mit  der  Differenz  der  Mittet 
der  Temperaturen  — t^;  dieses  Verfahren  bewirkt,  dass  die 
erlangten  Differenzen  unabhängig  werden  von  der  Kefmctiona- 
constante  selbst  und  von  der  noch  ungelösten  FVage  fiber 
den  Einfluss  der  Saalrefraction.  Die  Unterschiede  der  Tem- 
peraturen steigen  bis  zu  21^  nnd  liessen  ein  sicheres  Resultat 

erwarten.    Ist  (^~^  jqq)         Factor,  mit  dem  der  Aus- 

dehnuni^sc  oefHcient  0,003663  multiplicirt  werden  muss,  um 
den  »len  Beobaclit ungen  entsprechenden  /u  erhalten,  und  ist 
R  die  KeiVaction  für  die  Tenipenilur  C  und  den  niitllerfu 
Barometerstand  718  mm,  dann  werden  die  Bediügungsglei- 
chungeu,  wenn  die  ganz  belanglosen  Glieder  aweiter  Ordnung 
vernachlässigt  werden,  von  der  Form: 

0.0036Ü3       i  = 

Wider  Erwarten  fand  «ieh  au>  LS  solchen  Hedin<^un«4s»flei- 
chungen  ein  ungewöhnlich  grosser  Werth  von  t,  nämlich 
t  8  3.19  +  0.91,  womit  der  Ausdehn ungsooef&cient  wird 
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0.003663  (1  -f  0.0810)      0.003780  +  0,000033. 

Ks  kein  Zweifel^  dsiss  diese  Krhöhun^  des  Ausdebnungn- 
ooeÜßcienten  um  3  Procent  ganz  unzulässig  ist  und  zu  un- 
Iftobaren  Widersprüchen  mit  den  physikalischen  Bestim- 
mungen fuhren  wQrde.  Es  bat  zwar  Gylden  aus  der  Discossian 
von  Sommerbeobachtungen  einen  ähnlichen  Werth«  nämlich 
0.003 7l>9  gefunden  und  Muscart  hat  durch  physikalische 
Methüiieu  üopir  noch  einen  »iiösstTii  Werth,  nämlich  0.OOB82 
abgeleitet,  allein  diei^e  Beätimaiuiigen  stehen  vereinzelt  und 
dürfWn  nicht  einwandfrei  sein,  ersterer  schon  desahalb,  weil 
er  eben  nur  für  die  Sommerbeobachtungen  gilt,  während 
die  Winterbeobachtungen  einen  viel  kleineren  Werth  er^ 
geben;  der  Mascart*sche  Werth  aber  ist  durch  neuere  Ver- 
suche Yon  Benoit  widerlegt  worden  (siebe  Kay.ser  und  Runge, 
Die  Dispersion  der  Luft,  Abh.  der  Berl.  Akad.  1893).») 

Es  könnte  die  Ursache  des  grossen  Unterschiedes  zwischen 
dem  oben  gefundenen  Werth  und  den  früheren  astroDomischen 
Bestinnnungen  darin  gesucht  werden,  dass  bei  ersterera  der 
Dampfdruck  in  Rechnung  genommen  wurde,  wahrend  dies 
bei  den  anderen  nicht  geschah,  allein  eine  einlache  Ueber- 
Schlagsrechnung  zeigt,  dass  bei  Nichtberücksichtigung  des 
Dampfdruckes  die  Unterschiede  j9, — Zq  noch  starker  positiv 
werden,  also  /  noch  s^rösser.  Hierin  liegt  ein  Reweis  für 
die  Nothwendigkeit,  hei  der  Berechnung  der  Ketrartion  den 
Dampfdruck  beizuziehen,  zugleich  aber  auch  ein  Hinweis 
auf  eine  andere  mögliche  Erklärung  der  durch  die  Be- 
obachtungen geboteneu  Differenzen  — ir^.  Ich  suche  deren 
Entstehung  in  der  nicht  ganz  zutreffenden  Inrechnungnahme 


Nachträglich  Hnde  ich  noch,  dass  Nvr.'ri  nn«  den  l'nlkowaer 
VeilikalkreiHbeobachtungen  1882  —  1891  dfti  W  .rili  (kO(J3  770  für  1«C 
abgeleitet  hat,  also  einen  mit  diiin  von  n^ir  ^'efundt  nen  tant  i'len- 
Uschen;  er  hat  eu  aber  ebenfalls  uicht  gewagt,  deuselben  bei  der 
Reduction  der  Beobaehtuagra  m  besutKen. 
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de»  Üauipfdruckes  bei  den  Badau'achen  Tafeln.  Kadau  hat 
xar  Berechnung  der  aogenannten  «optischen  Dichtigkeit* 
der  Lnft  vorgeschlagen  den  Ausdruck 

/  _  1    Ji  \  ^  ^  f  71  Danipfdriick 

\       8  7üO/  {B  Barometerstand 

zu  benutseen,  worin  der  Factor  \  lediglich  empirisch  ist  und 

o 

aus  den  Experimenten  von  Fizeau  und  Jamin  abgeleitet  wurde. 
Die  theorctisclie  J^erechtisynnpj  dieser  Gegenüberstellung  von 
optischer  und  phy.sikiiiis(;lier  Dichtigkeit  ist  mui  .schwer  einzu- 
sehen, während  es  viel  näher  liegt,  die  brechende  Kraft  der 
Luft  proportional  der  physikalischen  Dichtigkeit  zu  setzen, 
welche  bekanntlich  proportional 

anzunehmen  bt.  Um  die  Frage,  welche  Dichtigkeit  ftür  die 
Refraction  niassgeljend  ist,  objectiv  zn  entsch«den,  ist  es 
offenbar  der  sicherste  Weg,  den  Factui,  mit  wehtlieni  .-r  in 
Rechnung  zu  setzen  ist,  aus  den  Be()l)achtuugen  selbst  abzu- 
leiten; dieser  Weg  führt  aber  unaiiltelbar  zu  den  Differenzen 
M^ — da  die  Kxtreme  der  Temperatur  im  Allgemeinen 
mit  den  Extremen  des  Dampfdruckes  zusammenfallen.  Ist 
h 

-  der  zu  bestimmende  Factor,  so  werden  die  Gleichungen 
ö 

Yon  der  Form 

worin  m  die  Aenderung  der  Refraction  für  1  mm  Queck- 
silberdruck bedeutet.    Die  Auflösung  derselben  ergab 

Ä  - 1  «  3.37  +  0.09. 

Die  Beobachtungen  ent^'^cheiden  also  für  die  Anwendung  «ler 
ph^'sik^liscben  Dichtigkeit.  Die  dann  übrig  bleibenden  Fehler 
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I?,  — lassen  weder  in  der  Anordoung  uaoh  der  Zenith* 
dutanz,  noch  in  jener  nach  der  Rectascennon  ein  syaieniati- 

Schee  Verhalten  erkennen,  womit  xuu^leich  der  Nachweis  ^'e- 
geben  ist,  dass  nach  Einführung  de.s  ii(»uen  Factors 
von  7t  die  Beobachtungen  eine  Aenderun^»  des  an- 
gewandten Ausdehnungacoefficienten  der  Luft  nicht 
erheischen. 

Die  Ermittelung  der  Refrsctionsconstante  geschah 
darch  Yergleichung  der  in  der  oberen  und  unteren  Gul- 

mination  erhaltenen  Decliuationen.  Ist 

d  die  Decliaation  aus  den  oberen  Qulujinationen, 
Ä'    ,         ,         ,     ,    unteren  , 
r  die  Uefraction  för  die  obere  Culmiualion, 
r'    ,         .         »     f   untere  , 

4  rp  die  Correction  der  angewandten  Polhöhe, 

der  Factor,  mit  dem  die  benutzte  lietVactiou,  welche 
hier  auf  den  Uailau'.sclien  Tafeln,  also  der  Beisöel'schen 
Refractionsiconstaute  (Tab.  Heg.)  beruht,  zu  muliipli- 
ciren  i»t,  um  die  den  Beobachtungen  entsprechende 
zu  erhalten, 

so  hat  man  die  Beziehung 

 9j    '    (obere  Gului.  nordl.  v.  Zenith 

-»ff-i-rn     rn  y^^j^^^  Ca!m.  sÜdL  Zenith 

oder  wenn  —  2äq>  =     —  100  n  »  y  gesetzt  wird: 

Die  hiesigen  Beobachtungen  gestatteten  die  Aufstellung  von 
76  solcher  Gleichungen;  die  Zenithdistanzen  in  unterer  Cul- 

niiiiation  geben  von  43°(»'  hk  SS^4*:)\  die  Factoren  ir-f-r 
You  100"  bis  1420".    Die  Auflösung  ergab 

X  ^  —  0:797,     y  «  +  0.510,  (1) 
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Die  starke  VerniiaderuDg  der  Besserschen  RefractionsconstaDle, 
die  sich  in  diewm  Werth  von  y  anaspriehi,  ist  zwar  aaeh 
schon  doreh  die  Discossion  anderer  neveier  Beobachtnng»- 
reihen  gefunden  worden,  moss  aber  doch  mit  grosser  Vor- 
sicht aufgenommen  werden.  Wenn  man  nämlich  die  Be* 
diugungsgleichuugen  iu  k^wei  Gruppen  tbeilt,  von  denen  die 
erste  bis  76°  Z.D.  reiclit,  die  andere  bis  iu  die  Nähe  des 
Uohsontes,  ao  ergibt  die  Auflüsuug  der  ersten  Gruppe 

-c  =  ^  Or047,      y  =  —  0.028  (2) 

und  die  der  zweiten 

Ä  «  _  0:575,      p  ^  +  0.483.  (3) 

Da  die  Resultate  dieser  beiden  Auflösungen  auf  keine  Weise 
zu  vereinigen  sind,  h&tte  man  zu  schliessen,  dass  bei  den 
grosseren  Zenithdistanzen  noch  andere  Factoren  wirksam 
sind,  als  die  bisher  in  Betracht  gezogenen.   Man  wird  za- 

nüchst  den  Grund  der  Missstimmung  in  der  nicht  völlig  zu- 
treffenden Hypother^e  iil>er  die  Teiiiperauu iiUnahiue  in  dt*r 
Atmosphäre  suchen,  von  der  aussebliessheh  die  Beobachtungen 
von  Z.D.  ab  beeinflusst  werden,  während  bekanntlich 
die  Kefractioneu  bis  76*  Z.D.  von  jeder  Annahme  et-  die 
CSonstitution  der  Atmosphäre  völlig  unabhängig  sind.  Dea 
Kadao^schen  Tafeln  liegt  die  Ivory'sche  Hypothese  zu  Gründe 
mit  dem  Factor  f     0.2;  nimmt  man  den  wahren  Werth 

von  /  zu  ~|^'-*  ^«  ^  ^ifd  die  durch  ß  herbeigeführte 

AenderuMg  der  Refraction  gleich  — Xg,  wo  der  Factor  X 

der  Hadau^sclien  Tafel  V  entnommen  werden  kann,  und  die 
Bedinguugsgleichungen  erhalten  folgende  Form: 

Werdeu  sie  neu  autgelöst,  so  ergibt  sich 

X  ■=  —  0:828,   y  =  +0.527,    m  «  —0.063,  (4) 
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worauR  durch  Vergieichongimt  (1)  zu  erkennen  ist,  dasä  durch 
die  EuifQhrang  von  #  eine  wesentliche  YerbeBserong  der  Dar- 
stellung der  BeobaehtuDgen  nicht  endelt  wird,  und  zugleich, 
dass  die  Constante  f  »0.2  der  Iyory*8chen  Hypothese 

völlif^  den  Beobachtungen  entspricht.  Also  auch  durch 
eine  au  Jure  Annahme  über  /'  ist  die  Missstiüiuiuug  awischeu 
den  beiden  üruppeu  nicht  zu  beseitigen. 

Man  wird  weiter  daran  denken,  dass  hei  den  tieforen 
OnlminationeD  das  Sternbild  in  ein  Speotrum  auseinander- 
gezogen  erseheint,  und  dass  man  den  Breehungsexponenten 
f^r  weisMs  Licht,  den  die  höheren  Colmitiationen  liefern, 

aus  ilinen  nur  dann  erhalten  wird,  wenn  man  eine  ganz 
bestimmte  Stelle  des  Spectrums  einstellt.  Um  hier  klar  zu 
sehen,  wollen  wir  die  Brechungsexponenten  aus  den  Auf- 
lösungen (2)  und  (3)  ableiten.  Dieselben  finden  sich,  redu- 
cirt  auf  760  mm  Quecksilberdruek,  0^  C  Temperatur  und 
6  mm  Dampfdruck  tn 

aus  (2)  1 .000  2933 
aus  (3)    1.000  2918 

Vergleicht  man  damit  die  Resultate,  welche  Kayser  und 
Runge  (a.  a.  ().)  aus  physikalischen  H»'stinimungen  für  die 
hier  in  Betracht  kommenden  Frau uhoi'er  scheu  Linien  erhalten 
haben  (für  denselben  Lut'teuätand): 

Ä  1.0002902 

B  2908 
C  2911 
D  2\n^ 
E  2930 
F  2940 

so  erkennt  man,  dasa  der  Werth  aus  (2)  in  Grün  liegt;  der 
Werth  ans  (3)  dagegen  würde  darauf  hindeuten,  dass  bei 
den  Beobachtungen  der  tiefer  culminirenden  Sterne  die  fiin- 
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Stellung  an  der  Grenze  zwischen  Roth  and  Grelb  erfolgte. 
Es  würde  dies  im  Einklang  stehen  mit  der  Wahmehmniig, 
dass  die  Stemspeetra,  wenn  sie  deutlich  sichtbar  waren, 
immer  nur  rothe  und  gelbe  Strahlen  seigten;  in  den  weit^ 

aus  zahlreichsten  Fällen,  wo  das  Sternbild  sich  als  ver- 
waschener Fleck  darstellte,  würde  also  die  Einst^dlunsr  nicht 
auf  Gelb,  wie  beateichtigt  war,  sondern  auf  ein»'  v^ieüe 
zwischen  Koth  und  Gelb  erfolgt  sein.  Der  Unterschied 
zwischen  den  Auflösungen  (2)  und  (3)  Hesse  sich  damit 
erklären,  zugleich  aber  wäre  damit  der  Nachweis  erbracht^ 
dass  tiefer  culminirende  Bteme,  sobald  ihr  Spectrum  eine 
gewisse  Ausdehnung  erreicht,  tiberbanpt  nicht  mehr  zur 
Ermittelung  der  Refraetionsconstanie  berbeigezof^fen  werden 
dürfen,  wenn  man  nicht  etwa  Mittel  besitzt,  ganz  be.>tiuuiitt 
Stellen  des  Spectrums  einzustellen,  was  vielleicht  durch 
Blendgläser  von  genau  bestimmten  8pectralfarben  zu  er- 
reichen wäre.  Lässt  man  diese  Erklärung  als  stichhaltig 
gelten,  so  hängt  die  Ermittelung  der  bei  astronomischen 
Beobachtungen  zu  gebrauchenden  Refractionsoonstante  jetzt 
▼on  der  Bestimmung  der  grOssten  Zenithdistanz  ab,  die  man 
noch  beiziehen  darf,  ohne  fiber  die  unbekannte  Constitution 
der  Atmosphäre  eine  Hypothese  machen  zu  müssen  und 
oliTie  dnn  ii  liie  Ausdehnung  des  Spectrums  in  Unsicherheit 
üher  den  eingestellten  Punkt  zu  gerathen.  Man  leitet  leicht 
ah,  dass  diese  Grenze  bei  etwa  80*^  Z.D.  liegt;  zieht  man 
aber  dieser  Ueberlegung  folgend  nur  die  Sterne  bis  80^  Z.D. 
zur  Bestimmung  der  Refractionsoonstante  heran,  so  erhält 
man  folgendes  Auflosongssystem 

X  =  —  0:ü85,      y  =  -h  0.442  (5) 

das  so  nahe  mit  (1)  übereiii>timnit,  da^^s  das  Bedenkin,  das 
wir  oben  gej^en  (1)  äusserten,  nämlich  Hass  gerade  die  ^(e- 
nauesten  Beobachtungen  bis  76*^  Z.D.  wesentlich  besser  durch 
die  umgeänderte  Bessersche  Refractionsoonstante  dargestellt 


.^.d  by  Google 


/.  AmfcMfi^cr:  BetHmmung  der  SefraeUanteoMHanU.  249 


werden  als  dnrcb  eine  kleinere^  fortbesteht  ond  durch  die 
eben  Yersnchte  Erklftrong  als  nicht  beseitigt  gelten  kann. 

Wenn  wir  fortgesetzt  die  Ursache  dieser  Missstimmnng 
in  der  Refraction  suchen,  so  bleibt,  so  weit  ich  selio,  jetzt 
nur  mehr  die  Kefraction  durch  den  Beobacbtungs* 
räum,  lierrührend  von  der  Verschiedenheit  der  inneren  nnd 
ftnsseren  Temperatur  übrig,  deren  Eünfiuas  die  widersprechen- 
den Besnltate  beseitigen  könnte.  Dieselbe  soll  jetst  nnter- 
sacht  werden.  Beachtet  man,  dass  in  dem  Ausdruck  der 
Refraction 

//  =  Brechungsindex, 
r  =  Abstand  der  Schicht 
vom  Erdmittelpunkt 


1/  me* 


IC  f 

der  Quotient         so  nahe  gleich  1  ist,  dass  man  ihn  behufis 

Ermittelung  eines  ersten  Näherungswerthes  von  Ii  damit 
identificiren  darf,  so  ergibt  sich  als  solcher 

//•. 

(Ä)       tgzj'^-  =  ig  g  log.  nat. 

Hieraus  ist  ersichtlicli,  dass  in  der  Hauptsache  die  Hefraction 
lediglich  von  /i^,  d.  Ii.  von  dem  Zustande  der  Atmosphäre 
in  der  untersten  Schicht  abhängig  ist.  Dies  weist  daraut 
hin,  dass  gerade  die  Brechung  in  der  letzten  Schicht,  wenn 
der  Lichtstrahl  in  das  Femrohr  eintritt,  die  mas^ebende  ist, 
d.  h.  also  die  Schicht  im  ßeobachtungsranm.  Die  FoI^^m' 
hievoii  wäre,  dass  nian  der  Berechnung  der  it^fractiou  die 
innere  Temperatur  zu  (i runde  legen  niuss  und  nicht  die 
äussere.  Natürlich  kann  dies  nicht  dadurch  geschehen,  dass 
man  die  innere  statt  der  äusseren  Temperatur  setzt,  weil 
durch  die  B^renzung  des  Beobachtungsraumes  der  Parallelis- 
mus der  Schichten  gestört  wird.    Ich  glaube,  dass  durch 
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die  folgende  Entwiekelung  wenigstens  eine  erste  Nähernug 
an  die  wahre  Eraohemung  angebahnt  isL 

Der  LkhtfltrabI  trifft  in  einer  gewiasen  Ricktnng,  die 
abhängig  ist  von  der  Temperatur  im  Freien,  an  der  Oremt- 
flacbe  ein,  in  der  die  Eoasere  Temperatnr  in  die  innere  über- 
geht. An  dieser  Grenzfläche  findet  eine  neue  Brechung 
statt,  deren  Betrag  zu  rechnen  ist.  Hiezu  ist  die  Kenntnis» 
der  Grenzfläche  nothwendig;  dieselbe  wird  sich  mehr  oder 
minder  der  Begrenzung  des  Beobachtungäraumes  auschlieewoi 
da  man  annehmen  mnas,  dass  durch  die  Ausstrahlung  der 
Wände  die  innere  Temperatur  bedingt  ist.  Jedenfalls  kann 
man  zur  DnrchfQhmng  einer  ersten  Nähemng  eine  andere  An- 
nahme gar  nicht  machen,  da  die  im  Saal  yertbeilten  5  Thermo- 
meter innerhalb  sehr  enger  Grenzen  übereinstimmten.  Legt 
man  also  diese  Hypothese  zu  Grunde,  so  ii^t  zu  unterscheiden, 
ob  der  Stnilil  auf  die  obere  BegrenzungHebene  oder  auf  eine 
Seitenebeiie  tullt.  Die  obere  kann  als  parallel  der  allge- 
meinen Schichtung  angenommen  werden  nnd  die  Brechung 
wird  sich  hier  also  nach  demselben  Gesetz  vollziehen,  wie 
an  den  anderen  Schichten.  Sind  m  und  die  Zenithdistanien 
des  äusseren  und  des  gemessenen  Strahles,  ft  und  ft^  die 
Brechuiigsindices  der  äusseren  und  der  inneren  Luft,  g'  and 
deren  Dichtigkeiten,  so  ist  nach  dem  Snellius'schen  Gesetz 

sinjcr^       /t       f  \-\-2cq' 

oder 

sin^  \  qJ 

» 

wenn  mit  d  die  Refractionsconstante  ,  ,  ;    >  beoeichnet 

wird.    Setzt  man  ferner 
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und 

m     AmdehiraiigBcoefficieDt  d.  Luft, 
/o  =  innere  Temperatur, 
t*  SS  ftnsBere  Temperatur, 


1  — -s  nijt^  —  t') 

7  i-j-f»<o 


80  wird  mit  VemacblBssigung  der  «weiten  Potensen  you  22« 

Da  die  erste  Klammer  der  Temperaturcoefficient  ist,  so  ist 
ersichtÜehf  dass  man  die  Brechung  im  Beobachtungeraum 
einfach  dadurch  berficheichtigen  kann,  daes  man  statt  der 
Auaaentemperatur  die  innere  nimmt.  Anders  gestaltet  sich 
der  Ausdruck  Ittr  eine  Seiten  wand;  hier  findet  die  Bre- 
chung senkrecht  zur  bisherigen  Richtung  statt  und  der  An* 
satz  wird 

COßM    /i^ 

COSM  ^  ' 

ans  dem  sich  ebenso  wie  oben  der  Ausdruck 

jihloitet.  Die  Brechung  hat  aber  hier  ihr  Madmnm  oben 
und  gegen  den  Horizont  zu  wird  sie  verschwindend.  Ist 

e  die  wahre  Zenithdistanz,  also  jene  GrOese,  die  in  letzter 

Linie  f^esucht  wird, 
£  die  scheinbare  Z.D.,  mit  der  der  Strahl  au  der  liegreu - 

zungsebene  des  Spaltes  ankommt, 
R  die  Refraction  gerechnet  mit  der  Susseren  Temperatur, 
jgff  die  gemessene  Zenithdistanz, 

die  durch  die  eben  abgeleiteten  Formeln  gegebene  Refrac- 
tion im  Heolmchtungsraun), 
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so  hat  man  ß  =  jb  R 

nnd  daher  e  »  —  -K« 

z^-\-  'R  sind  die  wahren  ZenithdistanzeDf  ans  denen  wir  bis 
jetefc  die  Declinationen  8hg«!ei1»t  haben;  iron  ihnen  müssen 

also,  um  sie  von  dem  I-JimÜuss  der  Saalrefraction  zu  befreien, 
noch  die  JB,  subtrahirt  werden.  Gfschipht,  die«  für  unsere 
Beobachtungen,  so  erijält  man  neue  ö  —  6  und  damit  neue 
Bedingungsgieichuogen,  deren  Aufiöeung  jetist  ergibt: 

a;  =  ~i:0l8,     y«s-f  0.553,     ^«+  0.033,  (Ü) 

wftbrend,  wenn  nur  die  Sterne  bei  76**  Z.D.  behandelt  werden, 

0;912,      y  =  +0.445  (7) 

erfolgt. 

Man  erkennt,  duss  jetzt  ein  Widerspruch  zwischen  den 
Resultaten  uu.s  den  kleineren  und  den  grösseren  Zenith- 
distanzen  nicht  mehr  besteht.  Ein  zwingender  Beweis  dafUr, 
dass  unsere  Behandlang  der  Saalrefraction  die  sachgemaaae 
ist,  ist  zwar  damit  nicht  erbracht,  allein  da  eine  andere 
Möglichkeit,  den  genannten  Widereprach  sn  beseitigen,  nicht 
mehr  ereichüich  ist  und  eine  andere  Behandlung  der  Saal- 
refraction mit  den  vorliegenden  Mitteln  nicht  durchführbar 
ist,  so  denke  ich,  da^s  man  sich  mit  dem  erhaltenen  Resultat 
beruhigen  kann. 

Zur  endgiltigen  Ennittelung  der  Refractionsconstante  ist 
nun  an  die  Beobachtungen  noch  die  Clorrection  anzabringen, 
die  wir  oben  als  nothwendig  erkannten,  nämlich  wir  haben 
statt  mit  der  optischen  mit  der  physikalischen  Dichtigkeit  der 
Luft  2u  redttciren.  Geschieht  dies,  so  ergiebt  die  Änf losung 
aller  Gleichungen  zusammen 

0?  =  -  ir036,      y  «  +  0.563  (8) 
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und  jen«r  bis  76^  Zenithdistanz 

X  =  —  0:952.      y  =  -h  0.491  (9) 

Wir  betracbten  die  Aufloecmg  (8)  als  die  defimÜTe  und 
siehen  aus  ihr  nunmehr  die  Resultate.  Für  718  mm  (bei  0^  C) 
Queekflilberdmek,  Temperatur  und  6  mm  Dampf- 

druck wird  die  den  RadanVhen  Tafeln  zu  Grunde  liegende 

Beasel'sche  Refractionsconstaute:  r)().'076;  diesse  i^ahl  erlieisclit 
die  Correcfciüu  —  56:07n  X  <>.Oi)56;i  =  -0:315  und  es 
wird  daher  aus  ihr  55r7Gl;  das  gibt  für  760  mm  Queck- 
silberdmck  (bei  0^  C  C^u  i  ksilbertemperatur),  0^  0  Luft- 
temperatur und  6  mm  Dampfdruck: 

60:i04. 

Den  mittleren  Fehler  dieser  Grösse  habe  ich  xu  +  01025  er- 
mittelt.   Ihr  entspricht  der  Brechungsindex  fär  denselben 

Luftzustand : 

1.00029152  ±  0.00000012 

Die  Correction  der  Polhöhe,  die  uatüi  lich  fa^t  ausschlienslich 
von  der  Correction  der  Uefractionsconstante  abhängig  ist,  wird 

dip  «  +0:518±0r056 

und  da  wir  als  mittleren  Werth  der  Polhöhe  -f-  48» 8'  45:05 
der  Rechnung  m  Grunde  legten,  so  wird  der  definitive  Werth 

+  48«  8'  45:57. 

Es  ist  versucht  worden,  die  angestellten  Uelractions* 
beobachtungen  in  sehr  geringen  Höhen  noch  nach  einer 
anderen  Richtung  hin  nutebar  zu  machen.  Man  be* 
gegnet  nämlich  nicht  selten  der  Meinung,  dass  man  durch 

astronomische  HetVactionsbeohachtungen  Aufschluss  über  die 
Temperatiii  vertheilung  in  den  obersten  Schichten  der  Atmo- 

17* 
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Sphäre  erhalten  könne.  Ks  ist  dies  nur  sehr  beschränkt  der 
Fall.  Denn  der  Eintiu.s.s  des  Gesetees  der  Temperaturver- 
theilcing  auf  die  Refraction  wird  weit  überwogen  durch 
andere  Factoren,  deren  genaiieale  Kennteus  vorauBgehen 
mfiaste,  ehe  man  sicli  mit  einiger  Sicherhat  Ober  jenes 
Gesets  aussprechen  könnte;  solche  Faetoren  sind  die  Refrac- 
tionsoonaiante  selbst  und  ihre  Abhängigkeit  vom  eingeM^Uten 
Pnnkt  des  Sternspectnims,  der  Ausdehnniigscoefticient  der 
Luft,  die  Luftfeuchtif,'keit  und  vor  Allem  die  Teni]»eratur 
der  untersten  Luftschichten.  Aber  auch,  wenn  68  geluniren 
ist,  die  Einflüsse  dieser  Faetoren  su  trennen  und  zu  bestim- 
men, bleibt  der  Spielraum,  den  die  Refractionsbeobach- 
tungen  jenem  Gesetz  gestatten,  noch  ein  weiter.  Die  Yieleo 
Rechnungen,  die  Herr  Radau  hierQber  mitgetheilt  bai, 
setzen  dies  ausser  allen  Zweifel;  ich  habe  trotzdem  anfang» 
geglaubt,  durch  recht  zahlreiche  und  scharfe  Beobachtungen 
in  niederen  Höhen,  einif^en  Äufschluss  zu  erhuigen;  es  ist 
dies  aber  nicht  in  Erfüllung  jjegangen.  Man  kann  mit  sehr 
versciiiedenen  Gesetzen  die  Beobachtungen  noch  darstelleD, 
wenn  man  entsprechende  Aeudeningen  an  der  Refractions* 
coostante  vornimmt.  Von  den  vielen  Versuchen  mit  ü  -i:.- 
tivem  Resultat  ist  in  der  Abhandlung  jener  ausführlicher 
dargestellt,  der  eine  Entscheidung  bringen  sollte,  ob  die 
lTory*sche  oder  die  Gylden*sche  Ansicht  über  die  Constitution 
der  Atmosphäre  den  Wahrnehmungen  besser  entspreche.  Bi 
war  aber  nicht  möglich,  sich  /n  Gunsten  einer  derselben 
auszuspreclu  n,  ul>\vuhl  die  Verschiedenheit  zwischen  beiden 
nicht  unbeträ(  Iiilich  ist;  stellt  man  beide  (besetze  in  der- 
selben Form  dar,  so  ist  nach  der  Ivory 'sehen  Hypothese 
^^—t  =  ö?69/i  — 0019Ä»  und  nach  der  Gylden  sehen  Hypo- 
these — <  »  — OP025A\  wo  h  die  Höhe  in  KUo- 
metem  dber  dem  Boden,  und  i  die  Temperaturen  in  den 
Hohen  0  und  h  bezeichnen.  Betreff  des  Gesetzes  der  Tem- 
peraturabnahme wird  man  also  immer  auf  meteorologische 
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Beobachtungen  angewiesen  sein  un^  zwar  hauptsächlich  »nf 
Beobachtun^f'n  im  Lnftballon.  l>ie  rege  Thätifjjkeit  der 
I^uftschiiffulirt- Vereine  verspricht  hier  ffir  die  Zukunft  gufce 
Resultate;  bis  jetzt  allerdings  hat  nur  die  ausserordentliche 
Veränderlichkeit  des  , Gesetzes"  coiistatirt  werden  können, 
namentlich  für  die  Schiclitcn  bia  etwa  2  km  Höhe.  Einige 
Nachtfahrten  der  Herren  Profeesoreo  Sohn  che  und  Pinster- 
walder  haben  fdr  Höhen  zwischen  300  m  und  2000  m  eine 
Rdiabatiifche  Temperaturabnahme,  also  eine  solche  von  10^ 
fdr  l  km  in  heiteren  Bommemaehten  constatirt.  Diesen 
ra?<chen  Temperaturabriahmen  stehen  jedoch  viell'acli,  für 
die  Nachtzeiten  fast  iiuiner  Temperaiurunikehrungen,  d,  h. 
Zunahmen,  nauieutlich  in  den  Budenächiciitea  bis  zu  300  m, 
entgegen.  Soweit  sich  aus  den  wenigen  bis  jetxt  vorliegen- 
den systematischen  Bearbeit  in'^'en  Schlüsse  ziehen  lassen, 
scheint  jedoch  im  grossen  Mittel  die  Ivory'sche  Hypothese 
bis  zu  10  km  das  Richtige  zu  treffen.  Oarflber  hinaus 
deuten  die  neuesten  Hoch&hrten  des  deutschen  Vereines  fdr 
Luftschifffahrt,  die  namentlich  mit  dem  Registrirballon  in 
bedeutende  Höhen  geführt  haben,  starke  Abweichungen  vom 
IvDrv'schen  Gesetz  an,  wogegen  das  Gylden'sche  liesetz  in 
ziemlicher  Uebereinstimmuug  bleibt.  TroizdciU  ijleibt  für 
die  Berecbnuug  der  Refraction  die  Ivorysche  Hyputliese 
völlig  ausreichend,  weil  der  £influs8  der  obersten  Lai't- 
achichten  bis  zu  Zenithdistanzen  von  88*^  ein  nahezu  ver* 
sehwindender  ist;  fDr  sie  sind  lediglich  die  unteren  Schichten 
maasgebend  und  in  diesen  genttgt  die  Ivory*sche  Formel. 

Wie  schon  oben  erwähnt«  ist  fQr  heitere  Nachte,  also 
gerade  für  jene  Zeiten,  in  denen  die  meisten  astronomischen 
Beobachtungen  angestellt  werden,  eine  Temperatuiunil  rlu 
d.  h.  ein  Maxinuiin  der  Temperatur  in  milssiger  llid)e  als 
£ast  regelmässig  bestehend  coiistatirt  worden.  Sowohl  zahl- 
reiche nächtliche  Ballonfahrten,  ah  auch  namentlich  die 
Beobachtungen  am  Eiffelthurm  in  Paris  haben  dieses  Maxi- 
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mum  auf  rund  2^  0  in  200  m  Höhe  feetgel^.  Es  ist  fdr  die 
B6stimmang  der  RefractionBConstsnlie  von  grMer  Wichtig 
keit,  den  Einfluas  eines  solchen  Hjiadmnins  auf  die  Refraetion 
kennen  zu  lernen.    Durcb  eine  Art  mechanischer  Quadratur 

habe  ich  die  Difterenzen  berechnet,  um  welche  dm  Vor- 
handensein der  Temperaturu  III  kehr  die  Refractionen  gegen- 
über den  normal  gerechneten  vergrössert,  und  gefunden: 


Diese  Tabelle  lehrt:  1)  daas  bis  etwa  80»  Z.D.  der  Eiuliuss 
der  gewöhnlich  beobachteten  Temperaturinver»ionen  auf  die 
Befraction  ein  verschwindender  ist,  sodass  man  in  der  astro- 
nomischen Praxis,  wo  man  schon  aus  anderen  Qrttndeo 
80^  Z.D.  nur  im  Noth&Ile  Oherschieiten  wird,  darauf  keine 
Rficksicht  zu  nehmen  braucht;  2)  dass  unsere  früher  auf- 
gestellten Differenzen  S — ans  denen  wir  die  Oorrection 
der  Kefnietiüiiscon.stunte  ab;^eleitet  haben,  nach  grösser  Wör- 
den, also  eine  noch  stäikere  Verklein ening  der  Ressel'schen 
Keiractionsconstante  erheischen  würden,  wenn  man  die  regel- 
uiilssige  Einwirkung  einer  Temperaturinrersion  auf  die  fie- 
obachtungen  annimmt. 

Diese  letztere  Thatsache  setzt  uns  memes  Erachtens 
Über  das  letate  Bedenken  hinweg,  das  gegen  eine  Yer^ 
kleinerung  der  Bessel'schen  Befraettonsoonstante  noch  tot- 
gebracht  werden  könnte.  Bs  erscheint  mir  jetzt  erwiesen, 
dass  keine  uiit  den  meteoroloiji.sclien  Beobachtungen  im  Ein- 
klang stehende  Constitution  der  Atmosphäre  angenommen 
werden  kann,  welche  die  Differenzen  ö  —  d'  su  erklären  im 


M 


A 


74«  2* 
79  4 

82  16 
84  7 

87  56 


+  oroe 

+  0.23 

+  0.63 
-f  1.32 
-I-  5.08 
+  16.36 
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Stande  wäre.  Dana  aber  bleibt  nicbte  flbrig  als  die  BeBseU 
aehe  Refractioniiconatante  um  den  oben  gefundenen  Betrag 
SU  verringern.  Man  wird  sich  um  so  l«ohter  dasu  eni- 
sefaliessen,  die  solange  gebrauelite  Oonstante  zu  yerla^n, 

als  eine  ganze  Keihe  ausgezeichueter  Beobachtungen  an 
anderen  bteruwarten  7ai  einem  ähnlichen  Resultate  führte. 
Ich  stelle  in  der  fuigendeo  Tabelle  die  wichtigsten  Bestim- 
mungen zusammen,  iiiebei  ist  die  KefraotionsGonstante  de- 
finirt  darcb 

wo  die  Dichtigk^t  der  Luft  und  e  eine  Oonstante  ist«  die 
mit  dem  Breohungsindex  /»  der  Luft  in  der  Beziehung 

steht;  ferner  sind  alle  Zahlen  reducirt  auf  einen  Luflznstand, 
der  einem  Quecksilberdruck  von  7üO  mm  bei  0^  C  Queck- 
silbertemperatur  und  der  Schwere  unter  45°  Breite  und 
Seehöbe,  einer  Lufttemperatur  von  0*^  0  und  einer  mittleren 
Luftfeuchtigkeit  Ton  6  mm  Dampfdruck  entspricht. 


a 

a' 

u 

1. 

Bessel,  Kund.  Astr. 

0.00029244 

60:320 

1.00029257 

2. 

Bessel,  Tab.  Heg. 

29302 

440 

29315 

3. 

Tab.  PulkoY. 

29219 

268 

29232 

4. 

Fuss.  • 

291 48 

122 

29161 

5. 

Greenwich  1857—1865 

29147 

120 

29160 

6. 

Pulk.  1865 

2919U 

209 

29203 

Greenwich  1877-1880 

29182 

192 

29195 

8. 

Pnlkowa  1885 

29117 

058 

29130 

9. 

München 

29139 

104 

29152 

(ir 

usie.s  laieiv.s^e  l)ietet  die 

Ver^leichut) 

g  des  auf  astrononii- 

schem  W  ege  getundenen  Brechungsexponenten  der  Luft  mit 
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dem  durch  physikalische  Methodea  ermittelteu.  Die  neueste 
und  wohl  zuverlässigste  Bestiuimung,  die  auch  betreff  ihrer 
Resultate  sietulieh  in  der  Mitte  liegt  zwischeD  den  frOhereD 
besten  Bestiiiimunfi^n  Ton  Eetteler,  Lorens  und  Maacari,  ist 
die  schon  oben  citirte  von  den  Herren  Eayser  nnd  Runge. 
Diese  finden  durch  eine  photographiache  Methode  für  jj.  dei 
Ausdruck 

10'(/*— 1)      2878.7  4- 13.16A-^-f0.31üA-*, 

wenn  X  die  Wellenlange  in  Tausendsteln  des  mm  bedeutet 

Das  Mittel  ans  den  obigen  astronomischen  Be<jbacbtuiigen 
mit  Aus^schlusö  der  beiden  Besser.schen  VVerthe  gibt: 

a  =  0.000291ÜB,    a*  »  ÖOrii)^,    ju  »  1.000 291 76 

Dieser  astrüiioiuisclie  Werth  würde  hiernach  der  VVellen- 
irms^e  X  —  0.<>01  entsprec  Ijin.  Ciiigekehrt  findet  man  aua 
der  Formel  iür  die  Wellenlängen  der  Fraunhofer'schen 
Linien  folgende  Werthe  von  fi: 


i 

Ä 

0.7G0 

1.0002902 

B 

U.G87 

2908 

C 

0.656 

2911 

D 

0.589 

2919 

E 

0.526 

2930 

F 

0.48(i 

2940 

Maximalintensität 

0.575 

2921 

Hieraus  würde  folgen,  dass  bei  ti-strononi Ischen  Beobachtungen 
nicht  auf  die  Stelle  der  Maximaiiutensität  des  Spectrunis 
eingestellt  wird,  sondern  auf  eine  mehr  gegen  roth  zu  ge- 
legene Stelle  f  nämlich  etwa  auf  die  Mitte  zwischen  den 
Linien  C  und  2>,  die  an  der  Grenze  Ton  Gelb  nnd  Roth 
Hegt.  Ob  die  ürsache  hioTon  in  der  selectiTen  Eztincfcion 
des  Lichtes  in  der  Atmosphäre  zu  suehen  ist,  wonach 
besonders  bei  starkem  Wasserdampfgehalt  der  Luft  die 
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blaoen  Tb«ile  des  Spectrums  sUtrker  absorbirt  weHen  ab 
die  Totben,  tnuss  bei  dem  Mangel  an  exacten  Measuiigen 

hierüber  dahingestellt  bleiben.  Die  hiesigen  Wahrnehmungen 

würden  dafür  sprechen,  denn  diLs  fSpectruui  der  äterue  zeigte 
fast  ausoabiuäluä  nur  Gelb  und  Kotb. 


Mit  der  gefundenen  Refractionscunätante  und  der  davon 
abhängigen  Polböhe  ist  das  Declinationssystem  der  ge- 
messenen Sterne  aufgestellt  worden.  Die  läigentbümlich- 
keiten  der  Rednction  desselben,  n&mlicb  die  Anwendung 
der  auf  einer  neuen  Analpe  beruhenden  Radau*scben  Tafeln, 
die  Berflcksichtigang  der  Luftfeuchtigkeit  und  der  Temperatur 
des  Beobachtungsraunies  und  insbesondere  der  Gebrauch  einer 
neuen,  sowolil  ^e^en  die  Ik'ssel'sche  als  f^ej^en  die  Gylden- 
sche  stark  veruüuderten  Refractionsconstante  lassen  von 
vorneherein  starke  systematische  Unterschiede  desselben  gegen 
die  bereits  bekannten  erwarten.  Dieselben  verschwindenf 
wie  leicht  zu  zeigen  war,  vollständige  wenn  mit  den  alten 
Mitteln  reducirt  wird;  eine  Ausnahme  hievon  besteht  nur 
fOr  die  auf  der  sfidlichen  Halbkugel  der  Erde  beobachteten 
Stern  kataloge;  die  Diflferenssen  mit  diesen  sind  systematisch, 
gleichviel  ob  mit  der  Bessel'schen  oder  einer  verringerten 
Refractionsconstante  reducirt  wird;  falls  sich  dieses  Resultat 
hestiitif]ft,  wird  man  auch  au«  der  Vergleichuiig  von  Be- 
obachtungen, die  auf  der  nördlichen  und  südlichen  Halb- 
kugel angestellt  wurden,  kein  Kriterium  fQr  die  Wahl  der 
richtigen  ßefractionsconstante  ziehen  können. 

Von  den  durchgefQhrten  Vergleichungen  der  beiden 
Mfinehener  Systeme  M  und  M\  von  denen  das  erstere  auf 
den  Radau*schen  Tafeln,  das  letztere  auf  der  neuen  Befrac- 
tionsconstante  beruht,  soll  hier  nur  jene  mit  dem  Auwers- 
schen  Kundanientaik.iUilug  (F,  0.)  auszugsweise  angeführt 
wprd-^n.  weil  -ie  auch  die  charakteristischen  Merkmale  der 
anderen  wiediirgibt. 
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GicBin 

dar  DmL 

Mittl. 
DecL 

■  Jf — FCJ 

Anz.d. 
Sterse 

+81«  48* 

+  86«  0* 

— o:i» 

— orii 

5 

+  18  7. 

..  +70  58 

+  74  S8 

+  081 

+as8 

7 

+  69  69. 

..  -1-82  S7 

+  68  40 

+  0^ 

+a4o 

7 

+6«  7. 

. .  +  58  51 

+  60  81 

-0.90 

+0i15 

7 

+68  SS. 

+55  98 

+  57  4 

+  ao7 

+  OJM 

9 

+  54  17. 

+60  8 

+  52  10 

— ao9 

+a47 

10 

+  49  68  . 

+48  22 

+  49  10 

—  0.09 

-^0.49 

10 

+  48    4  . 

. .  +  45  6 

+  46  37 

+  0.17 

+  0.69 

10 

+  44  66. 

..  +41  34 

+  43  18 

+  0.19 

+  a73 

15 

+  27    4  . 

+  10  16 

-H  U  42 

—  0.34 

+ 

9 

i-  9  2i. 

.  1-  2  41 

+  ö  42 

-  0.28 

-f-O-Öä 

11 

—  0  3. 

.       15  34 

—  8  9 

-0.15 

+  1.15 

10 

-  Ii  53  . 

..  -30  25 

■  —  38  21 

—  0.11 

+  184 

8 

Wie  man  siebt,  wttrden  die  Diffefenzen  Jf —  F.C.  das  jeM 
ab  gesichert  betracbtete  Yerbalten  des  F.  (7.,  wonach  eeine 

sudlichen  Po5.itioneu  vom  Aequator  ab,  um  O'öO  —  0*02^ 
zu  südlich  wären,  nicht  bestütiffen.  wogege^ii  ilie  DiflVrenzen 
31' — F  C.  eine  Verschieb  ing  de-  S\>teui-?  nach  Norden  in 
nuoh  erhöhtem  Maaase  ferlangeu  wurden.  Es  i>t  hieraus 
deatüch  ersichtlich,  in  wie  hohem  Grade  ein  DecUnationa» 
System  TOD  der  Befractionaeonstante  abhangig  ist  and  dass 
es  einen  geringen  Fortschritt  bedeutet,  einen  Wechsel  des 
Declinationsi^rstenis  eintreten  zu  kawn,  wenn  er  nicht  aaf 
Gnind  gescherter  Annahmen  8ber  die  RefnctioiisTerhältnisse 
geschehen  kimn. 

Münch»  Ii,  \i*n\  1S94. 
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Beitrikge  zur  Potentialtheorie. 

Von  Walther  Dyck. 

I. 

üeber  die  Darstellung  der  Kronecker'schen  Charak- 
teristik eines  functionensystems  durch  bestimmte 

Integrale. 

Ein  genaaes  Stadium  der  Kronecker^scben  Arbeiten 
über  «Systeme  von  Fanetionen  mebrer  Yariabela*  und  die 
BeBchäftigDng  mit  den  mannigfachen,  schon  Ton  Eronecker 
hervoi^ehobenen  Beziehangen  derselben  zu  den  hierher- 
gehörigen  fundamentalen  Üntersuchungen  von  Oauchy  und 
GansSf  von  Sturm  und  von  Jacobi,  sowie  zu  neueren  Ar- 
beiten zur  Analysis  sitns  nnd  zur  Gleichuugstlieorie  hat  mich 
zu  einer  nähereu  Auseuiaii(U'iM>tziiiig  jpntT  tregenseitigeu  Be- 
ziehungen, zur  Ausdebnung  gewisser  i^onnuiirungen,  sowie 
zur  Verallgemeinerung  einzelner  Fragestellmagen  geführt, 
deren  Resultate  ich  in  einer  Reibe  kürzerer  Berichte  der 
hohen  mathematisch  -  physikalischen  Klasse  der  Akademie 
Yorzolegen  mir  erlauben  mochte. 

In  dem  gegenwartigen  AnÜBatsEe  handelt  es  sich  um  die 
Darstellung  der  Kronecker'schen  Charakteristik  eines  Systems 
von  w-j-l  reellen  Functionen  von  n  reellen  Veränderlichen 
mit  Hilfe  von  bestiuiinten  Integralen;  di«*  von  Kronecker 
gegebene  Integraiformel  ist  als  specielier  L  all,  die  beiden 
KroneckerWhen  Summenformeln  znr  Bestimmung  der  Cha- 
rakteristik sind  als  Grenzfälle  in  jener  Darstellung  enthalten. 
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§  l. 

Darstellang  der  Charakteristik  eines  FanctioDen- 
Systems  durch  ein  n-faches  Integral. 

Den  Betraclituiigeii  liegt  /u  Grunde  das  System  van 
{,u-\-i)  eindeutigea,  reellen  Fanotionen: 

1)  Fft,  F,,  Fg.  .  .  .  Fn 

der  »I  reellen  unbeschränkt  reränderlichen  Grössen  sf^^js^,.. 
dabei  setzen  wir  voraus,  dass  diese  Functionen  eine  n-facb 
unendliche  Anzahl  sowohl  positiver  als  negativer  Wertbe 
annehmen,  dass  sie  im  AUgeoieinen  stetig  und  nach  den 
einzelnen  Variabein  differentiirbar  sind,  dass  keine  dern  +  1 
aus  je  n  Functionen  gebildeten  Functionaldeterminanten  äu- 
saninuMi  mit  den  betreffenden  Functionen  für  uoeadlich  viele 
VVeithsy>itt'iii»_'  der  2  vtTsch windet. 

Wir  führen  jetzt  n-\-l  neue,  reelle,  unbeschränkt  ver- 
änderliche Grössen  a:^,  x,, .  . .  a;„,  ilie  wir,  um  uns  zur  Ab- 
kürzung geometrischer  Sprechweise  bedienen  zu  können, 
als  .rechtwinklige  Funkt-Coordinaten  eines  linearen  n-^-l 
dimensionalen  Raumes  L^^i*  bezeichnen  und  deuten  wollen, 
und  setzen: 

JP,   =   /'j  (<fi?j,  -tg,    .  . 

2)   

=  Fn  (Jj,        .  .  .  £ti). 

Es  definiren  dann  diese  Gleichungen  in  unserem  Ln-^-i 
eine  ii*diniensionale,  geschlossene  Mannigfaltigkeit  Jf»,  deren 
Punkte  durch  die  Ge-sammtheit  aller  reellen  Werthsjsteme 

der  l  ai.tineter  e!»Gnso,  wie  durch  die  zugehörigen  Puukt- 
coordinaten  Xk  hezt  ichnet  sind. 

Unter  Zugrundelegung  dieser  Manuigfaiiigkeit  im 
Kaume  der  Xk  definire  ich: 
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I.  Die  Ghfirakteristik  K  des  Systems  der  Func- 
tionen F^^Fy^,, ,  Fn  ist  diejenige  Zahl,  welche  an- 
gibt, wie  oft  die  Mannigfaltigkeit  Jf»  den  Coordi- 

natenanfan  t,'.spunkt  ic^  =  ajj  =  . .  .     aiw  =  0  umgibt. 

In  ^  2  wird  bewiesen,  class  die  so  definirte  Zahl 
K  identisch  ist  mit  der  K ronecker'schen  Charak- 
teristik. 

Aus  der  Definition  folgt  sofort  eine  Darstellung 
der  Zahl  K  mit  Hülfe  eines  tt-fachen  Integrales, 
dessen  Element  eine  directe  Verallgemeinerung  für 
das  Element  des  «rftumlichen  Winkels*  in  der  be- 
kannten Gans8*8chen  Formel  ist.^) 

Bildet  man   nümlicli   die  -3f„  durch  CentralprojeL'tion 
vom  Coordinütenanfangspunkt  aus  auf  die  aU-diuieosionale 
Kugeluberfläche "  vom  fiadius  1 
3)  ^^4-^2^  ..4.^2  _  1 

ab,  so  ist  £  die  Anaabi  der  so  erhaltenen  Kugelbedeckmigen. 
Die  Rechnung  gestaltet  sich  fblgendermassen: 

Wir  lehren  ein  ^parallelepipedisch«?*  Element  dö»  der 
Mannigfaltigkeit        durch  einen  Punkt 

und  u  N ach burp linkte 

(0  M  W 

Nach  den  Formeln  der  ««dimensionalen  Analytik  bat 
man  dann  fttr  den  Inhalt  dieses  Elementes  die  Formel 


^)  Q an  88  p  Werke  Bd.  V»  »Allgemeine  LebrtfttM  in  Besiehnng 
anf  die  im  verkehrten  Verkftliaisse  des  Quadrats  der  Eatfernimg 
wirkcndea  KrAfte*  nod  «Allgemeine  Theorie  des  BrdmagneUsmDs*. 
Man  vergl.  anch  die  von  Schering  voranhisste  Pisflertation  von 
0.  Boeddicker,  .Erweitf^rnn^^  Her  Qaass'acben  Theorie  der  Yer» 
scbliognagen",  aof  die  noch  «iiftter  Besag  ko  nehmen  sein  wird. 
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SUsmtg  der  maih.-pkjf8.  Ctatte  vom  4.  Mai  1896, 


4) 


I  (1) 


0) 


dx^  dx^ 

(2)  (2) 


(1) 

dx, 

m 


2 


(1) 

dXn 

m 


dxQ  dx^  dx^  . . .  dXti 


 !■ 

(n)  {».)  (M)  («)  I 

dx^  dx^  dx^  ...  i/a?M  ji 


Hiebet  ist  in  bekannter  symbolischer  Schreibweise  onter 

dem  Quadrate  der  Matrix  die  Summe  der  Quadrate  ihrer 
Determinanten  verstantlen.  Diese  Det4»rminanteii  sell)st  haben 
die  HefkMitnng  des  Inlialle^  »Icr  FVojectioneii  von  di^n  aut 
die  durch  je  n  der  Coordiiiateu  Xt  bezeichneten  Coordiuaten- 
mannigfaltigkeiten.  Das  Yerhältniss  eioer  solchen  Projection 
xum  Elemente  dÜn  kann  daher  als  Cosinus  des  NeigaiigswinkeU 
der  auf  beiden  errichteten  Normalen  bezeichnet  werden.  Gr 
ergibt  sieh  so  z.  B.  fQr  den  Winkel  der  Normalen  N  gefgi» 
die  Aze  X^i 

(I)  fi) 
dx^  dx^ . 


(2)  (2» 

djc^  dx^ 


H)  I 

dx„ 

(2) 


in)      («)  (N) 

dx<^  dXf . . . 


(I)  (U 


(I) 


(I) 

dxQ  dx^  dx^  ■ . .  dXn 

(2)      (2)      (2)  (2) 

dx^  dx^  dx^ . . .  dxm 


(H)         (U)         (H)  («) 

dXf^  dx^  dx^ . . .  rfaf„ 


Man  liat  weiter  iCir  den  Cosinus  des  Winkels  des  iiadius- 
Teetor  B  gegen  die  Äxe  X^i 


«) 


coa  \^R}L^)  = 


x^ 
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und  bildet  hieraiu  sofort  fQr  cm  (BN)  die  Kormei 

7)  coB  (BN)  «  £  008  (BX4)*cm(NX4) 

issO 

Bezeichnot  jetzt.  d(i)u  die  Centralprojection  TOn  dü^  ^^li  die 
Einheitskugei,  so  ist 


a) 


wo  der  letzte  Factor  die  ßeduction  des  Elementes  aof  die 
fiinfaeitskugel  bewirkt. 

Man  erhält  sonach  unter  Benfitsnng  der  vorigen  Be* 
xiebangen  ftir  dtOn  die  Pormel: 


9) 


«^^l  »  I   »  "^H 

(1)      (I)  (1)  0) 

djc^  dx^  djc^  •  •  •  (i  j^n  < 

(8)      (2)  (2)  (2) 

dx^  dx^  dx^  . . .  dXf 


(M)        (h)         (h)  (») 

. . .  dxn 


Znr  Umsetsang  dieser  Formel  in  die  Parameter  s  w&hle 
man  die  n  Nachbarpunkte  x^  -j-  dx^  eo,  daes 


10) 


(0 


dx„  =  F^däi^ 


(wobei  durch  den  zweiten  Index  bei  die  partielle  Ab- 
leitung nach  dem  Parameter  Si  bezeichnet  ist),  man  schreite 
also  auf  den  , Parameterlinien'*  der  Mannigfaltigkeit  Jf« 
vorwärts. 

Es  erj?ibt  sich  dann  für  das  auf  derinirte  Element 
dUf^  die  Furiuel: 
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11)  dOn 


F^m  Fim   Ftm 

und  ebenso  Lassen  sdch  sofort  die  Furmein  für  cos  {MKj  uuti 
r  in  den  e,  -chn  il>en. 

Bezeichnet  man  noch  durch  die  Obeifläche  der  Kugel 
▼om  Badtitt  1 

^  +     +  4  +  =^ 

äo  ergii>t  sich: 

IL  Die  Charakteristik  K  des  Systems  der  Fiinc- 
tionen  F^,  J^^, ...  F«,  dargestellt  als  Windongatabl 
der  MaDDigfaltigkeit  am  den  Kaüpunkt,  ist  ge- 
geben dnrefa  das  «i-fache  Integral 


12) 


Fo  Fo\  Fo2  •  •  • 

Foh 

Fi  Fn  Fn  .  * . 

F2  Fii  jRb  . . . 

Fn   F„\   F„2  '  • . 

V 

-*  MM 

Das  Integral  ist  dabei  erstreckt  über  das  ge- 
sammte  Wertbesystem  der  reellen  Veränderlichen 
. . .  Jk*  denn  dieses  Wertbesystem  ist  im  Alige- 
meinen den  Punkten  jc^,  jp,, . . .  noserer  Mannig- 
faltigkeit Mn  umkehrbar  eindeutig  sageordnet 

Die  Formel  aiacbt  im  mittelbar  die  Gleichberechtigung 
der  Functionen  F^,F^^...Fh  ersichtlich. 
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'  Das  Vorsei ohdn  der  Ghamktorirtik  K  kt  va  eine  be« 
fltimmte  Reihenfolge  der  FancHonen  geknfipft  nnd  wecineli 
bei  VertanwliQng  von  je  swden  derselben. 

§2. 

Die  Kronecker*8che  Summenformel. 

Man  entnimmt  der  vorstehenden  Formel  (12)  sofort: 

Die  Elemente  des  Integrals  werden  nach  dem 
Vorzeichen  der  Z&hlerdeterminante  summirt.  Dieses 
Voneicben  aber  nnteischeidet  die  beiden  Seiten  der  Mannig- 
faltigkeit Mn  gesehen  Tom  GooTdtnatenanfangspankte  aus, 
insofeme  die  gleich  Null  gesetzte  Determinante  die  Bedingung 
für  !(  n  , berührenden  Kegel"  vom  Coordinatenanfaiigspunkt 
nach  iler  7l/„  (]iirstellt. 

Ein  beliebiger,  vom  Coordinatenfinfung.sjMmkt  auslaufen- 
der Strahl  durchsetzt  die  Mannigfaltigkeit  Mn  in  einer  An* 
sahl  Ton  Punkten,  die  wir  nach  dem  Voraeiohen  der  Deter- 
minante nnterscheiden. 

Zftblt  man  nnn  diese  Schnittpunkte  dem  Voiveichen 
entsprechend  je  mit  +1  bes.  —  1  gerechnet  ab,  so  erhftlt 
man  eine  Zahl,  die  nnabhSngig  ist  Ton  der  speciellen  Rich- 
tung des  gewählten  Strahlei»  und  also  giltig  lilr  die  Gcsaumit- 
heit  aller  Strahlen,  welche  die  Elemente  der  Mn  auf  die 
Einbeitskugel  projiciren. 

Die  Zahl  gibt  somit  oben  die  Anzahl  der  Be- 
deckungen der  Einheitskugel  an  und  ist  demnach 
identisch  mit  der  in  I.  definirten  Charakteristik  K, 

Bildet  man  aber  andererseits  speciell  für  einen  der 
Axenatrahlen,  s.  B.  fttr  die  posittTe  Axe  Xn 

iCo  ==  0,  J5i  ==  0,  .  .  .  Xn--l  ==0,  ^«  >  0 

1)  Das  im  AIIgemeineB  stets  vorbaadeae  Anftrsten  vmi  Selbst- 
dindMatemigStt  niMsrer  Üf,  Oängi  Maaaigraltjgkeitea  von  n— ^1 

Dimeononen)  hindert  die  Bestimmnag  der  ,,PlIehsmeifce'  durch  jenes 

Vorzeichen  nicht. 

Msttk-pliTi.  Ol  2.  18 
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die  algebrftiflcbe  Summe  aber  die  SchnittiRiitkte  mit  Jtfi 
80  folgt: 

0    Fn     En    * . . 


13)      K  =  U«j?n. 


0    Fii     Fi%  F\ 


in 


0     Fn^ii  Fn^\2  '  •  -  Fn^iu 
Fn  Fni      Fmg  .... 

«  (-ly'Eaign.W 

wo  /J„  die  Functionaldeterminante  der  Fq,  Fi..  ..  jP„_i  be- 
zeichnet and  die  Samme  aicb  eratreckt  Ober  die  Pankte 

F«  =  0,  Fl  =  0, . . .  Fn^i  =  0,  i?;  >  0. 

Die  so  gewonnene  Formel  ist  abgeeeben  Tom 
Yorseichen  identisch  mit  der  TOn  Erone^ker  für  die 
Cbarakterietik  des  Functionensystems  gegebeoen. 

Addirt  man  die  beiden  für  die  positiTe  und  fOr 
die  negMtire  Halbaxe  X«  aufgeetellten  Summen- 
formein,  ao  folgt 

14)  2  5:  =  i-\r^s\frn.(F,.J,) 

die  Summe  erstreckt  fiber  alle  Punkte 

JFi  «=  0,  Fl  =  0, . . .  Fn-i  0, 

die  zweite  Kronecker'ecbe  Sommenformel. 


§8. 

Weitere  Darstellnn^en  der  Cbarakteristik  durch 

vii  liiiehe  Tntegralp. 

Neben  den  ersten  lutegralausdruck  für  die  Charakteristik 
unseres  Functioneneyateme  stellen  siob  eine  Beibe  weiterer 
mit  Hilfe  des  aus  den  Entwicklnngen  des  TorigeR  Para* 
graphen  direet  folgenden  Satzes: 
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ni.  Jeder  „lineare  Schnitt* 

Äo     0,     =5  0, . , .  X»  =  0 

der  Mannigfaltigkeit  Jf«,  der  also  eine  Mannig- 
faltigkeit jlf».jk.i  Tonn — k — 1  Dimeneionen  im  line- 
aren Räume  X^.»  der  4^1,  ds^^,...  x»  definirt,  ist  eben- 
so oft  wie  Mn  selbst  um  den  Nallpnnkt  gewunden. 

Es  ergibt,  sich  aus  diesem  Satze  die  Dar-stel  1  iing 
von  K  durch  ein  (n  —  l)-f{iches,  {71  —  2)-fHches,  .  .  . 
(n  —  k —  1)- fach  es, . .  .  2 -fach  es,  1 -fach  es  Integral  und 
schiiessUcb  fiiesst  aus  ibr  als  Grenzfall  die  Dar- 
stellung mit  Hilfe  einer  Summenformel.  Die  letztere 
ist  die  von  Kronecker  für  die  Charakteristik  auf- 
gestellte Summenformel,  und  ebenso  ist  das  (» — 1)- 
fache  Integral  eben  das yon  Eronecker  hergeleitete.*) 

Für  die  Herstellung  des  durch  den  Satz  Iii  bezeich- 
neten IntegralaiL-druck^^s  für  die  (Charakteristik  sind  wesent- 
lich dieselben  UebcrlL Löningen  man-sgebend  wie  bei  den  in 
§  1  gegebenen  Formuiirungen.    In  der  durch 

Kronecker  benützt  zur  Ableitunfif  dieses  (u — Ij-iachen  Inte- 
graleti  unter  Anszeichnung  der  Function  Fq  die  Abbildung  des 
^Bapines  der  Zx,  z^. .  z^*  auf  den  Raum  der  t-i,  x^,...  x^  dareb 

die  reellen  Punkte  z^  des  Raumes  der  z  iind  dabei  eindeutig  auf 
reelle  Punkte  r-  abg'ebildet,  aber  umgekehrt  entsprechen  den  Punkten 
im  Aügempinf»n  versobiedpof^  Pnnkte  Zf,  Die  Function  i'o^'i  "j. .  z^) 
geht  bei  der  Abbildung  über  iu  '^u  f  '^.  ''5, ...  •'»•„),  and  dabei  ist  die 
Manni^^faitigkeit  Fq  =  d  ihrerseits  umkehrbar  eindeutig  auf 
#0  ~  0  bezogen.  Die  Anzahl  der  Windungen  von  0«  ^  0  (also  in 
der  obigen  fiezeicbnuog  des  Schnittes  der  mit  xg  =  0)  um  den 
Nollpnnkt  ist  dann  die  gMochte  Oharakteriitik. 

Dadnicb,  dasi  in  der  oben  gewftklten  Form  der  Definition  and 
Herlflitong  der  Chantkterietik  jede  AoaselchnaBg  einer  der  Fonctionen 
des  Syatems  retiniedeB  irtt  weidea  die  Formnlimngen  allgemeiner  und 
fibersichtlicher.  Der  Satz  von  der  Unveränderlichkeit  der  Oharakteriitik 
bei  Vertaaschosg  der  Fnootionen  des  Sjatems  ist  direct  gegeben. 

18* 
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15) 


«0  =»  -fo         • '  • 'ii)  0, 


*       «  • 


•  9     *^  % 


gegebenpn  Mn-k-\  bestimmen  wir  ein  («— t — l)*dimen- 
noniües  Clement  dün-M  doich  einen  Ponkt  «^i.  J .  4^  QDd 
n — k — 1  Nachbarpünkte 

(0  W  (0 

Der  Inhult  des  Elemente^  dÜ„-k--i  ist  somit  analog  wie 
oben  gegeben  durch: 


16)    dQn^i^i  = 


Ijf      jj .  .    ,    •    ■ .  . 


dXm 


\\dxk^i  dxk^g 

und  f&r  die  Gentralprojection  dieses  Elementes  aqf  die  Ein- 
heitskngel 


X 


ergibt  sich 


■  ■ 


•7). 


•  •  x% 

1  <1) 

(1) 

(I) 

1  (M-»-l) 

>  • 

*+8 
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Fuhren  wir  jetst  in  der  Mannigfaltigkeit  Mm-^\  die 
Parameter  jri,  Ji,  • . .  H-u-i  nie  imnbhingige,  die  übrigen 
als  durch  die  Gleichungen  =  0,  0, . . .  A  »  0  von 
ihnen  abhängige  Parameter  ein,  so  kann  man  selxen: 

o  s  0, 1, . . .  A ;   t  »  1, 2, . . .  ft — k —  1 

19)  ''^  =  K+_Ef.^äi^]''^- 

o  =  /c-hli***^t  »  =  1,2,...« — k — 1 

Aue  den  Gleichungen  (16)  folgt 

m 

WO  D  die  aus  den  leisten  k+1  Verticalrahen  der  Matrix 


21)  M 


■  Fol 

0  2  •  « 

. .  Fl  n-^-l 

•    Fon  ' 

. .  Fl,  1 

Fa  •  < 

Fhn^k  >  • 

•  •  ■''»»II 

gebildete  Determinante  ist,  und  D,^  diejenij^e,  welche  aus  D 
durcli  Ersetzen  der  Vertical reihe  mit  dem  lndei/i{fi  —  n—k,  ...n) 
durch  die  Verticalreihe  mit  dem  Index  i  (i  =  1,2,...  «—Aj—  1) 
entsteht. 

Eis  kann  nunmehr  jede  Determinante  der  Matrix  der 
dx  (Formel  16)  dargestellt  werden  als  symbolisches  Product 
sweier  Matrices. 

So  ist: 
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Die  zweite  dieser  M^trioes  ißt  oorrespoocUjrvnde  Matrix 
zu  der  in  Formel  (21)  gegebenen.  Der  Factor,  um  welchen 
sich  je  die  «itsprechenden  Detenninantea  uoterscbeiden  ist, 
D»**-^  Das  Mstrixprodiiet  kann  demnach  in  der  Form 
geschrieben  werden: 


23) 


»-2  . 

F., 

,  .  Fh+2n 

^»1 

Für  das  Obertlächeiieiemeiit  17)  auf  der  Einheitskugel  er- 
gibt sich  hieraus  durch  eine  einfache  Zusammenziehung  die 
Formel 

0      i"  Qi  •  •  •  -^o« 

0      Fu     Fn  jR» 


24) 


F  F 


Hl 


'»2 


nn 


I 


Führt  DuSn  nnn  an  Stelle  ron  #i,  h%'"  ^«t-ft-i  andere 
Parameter  ^,  also  . . .  '^«t^i  ain,  so  erh&lt  man  f&r 

diDki^t-i  eine  analoge  in  den  IK£forentialen 

geschriebene  Formel,  in  wekher  die  obige  Determinante  D 
der  Matrix  (21)  ersetzt  ist  dnrch  die  Determinante  Ai 
welche  dnrch  Stroichen  der  Yerticahreihen  mit  den  Indioes 
91,19,  •  •  •  sntstebl'«. 
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Jetzt  fasse  man  die  Ausdrücke 


25) 


Di 


ab  Elemente  für  die  Integration  in  den  t  auf,^)  so  kano 
maa  dea  laiegralanedmck  für  die  Charakteristik  in  folgender 
allgemeiner  Formel  znsammenssielieQ: 


26) 


\ 


0         Fol       Fo2       .  .  .  Fon 

0      Fii    Fit    .  -  •  Flu 

0         Fti       F|k2    Fin, 

Fh^l  Fk^it  Fk>^i9  •  •  *  Fk^n 

F     F  t     F  F 


Fii  Fig...  Flu 


Fti  Fig...  Ft 


Deuten  wir  diese  Formel,  wovon  «p&ter  noeh  sa  luuidelB 
«ein  wird,  im  linearen  Rantue  rechtwinkliger  Coordinaten  'i,«!*««*'«» 

90  stellt  ^^On.ft^i  ein  ,Oberfl&chenelement*  der  ManniRfalti^keit 
Fq  =  0.  i»',  =  0,  . . .  /«^  —  0  diese«  Raamet  dar,  deesen  Projection 
auf  die  GoordinaieamawiigfaUigkeit  der  '^j,  ff^, ...         -i  ^""^^ 

^'tf«>  «''Akf'^-i  .  .  gegeben  i«(,  w&hrend  -  j^  als  sGorinos  de« 
Neigongvwinkels  jener  Elemente  gegen  einander*  m  beieielinen  ist 
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Hieboi  beaeiefaiMt  &n^h^\  die  Oberfliche  der  Kogel 

+  ^+9  +  •  •  •  +  ^  ^• 

Die  Integration  ist  zu  eratrecken  über  die  Gesunintbeit 
aller  reellen  WertheByateme  der  jr,  fftr  welche 

Po«0,  F,  =  0,  ...  JP»«© 

ist.  Lost  man  die  Zählerdeterminante  dieses  Ausdruckes 
nach  den  Detierminauten  Di  der  Mainz  M  (Gl.  19)  auf  und 
fahrt  f&r  jedes  einzelne  der  so  entstehenden  Theilintegrale 
die  nach  Formel  (23)  entsprechenden  iät^ . . .  dei^_j^_^  als 
unabhängige  Difierentiale  ein,  so  erkennt  man: 

IV.  Die  Cbarakteristik  K  lässt  sich  darstellen 
durch  eine  Summe  von  i)  -fachen 

Integriilen,  deien  Grenzen  au-sächliesslich  von  einem 
ersten  Theil  unserer  Functionen,  den  gleich  Nnli 
gesetzten  Functionen: 

■^0»  -^n  •  •  • 

abhängen,  wührend  die  unter  dem  Integralzeichen 
stehenden  Differentiale  nur  von  den  übrigen  Func- 
tionen 

Äh»  •  •  • 

abhftngem  Die  Abnahme  der  Ordnung  der  einzelnen 

Integrale  rom  n-fachen  bis  zum  0-fachen  findet 
dabei  in  der  Zunahme  der  Aii/,ahi  der  Hediuguiigb- 
gleichniigen  für  die  Grenzen  von  0  bis  n  gewisser- 
massen  ihren  Ausgleich. 

Für  A- =  0  ergibt  sich  das  von  Kronecker  ge- 
gebene (n— l)-fache  Integral.  Füribsn~l  folgt  die 
in  §  2  (Ul.  19)  abgeleitete  Summen  forme!. 

Zunächst  folgt  nämlich: 

1  ^  l\'An 
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wenn  wir  mit  e  deo  (jirenzwerth  für  die  üri>j«»e  der  diskreten 
Punkte,  über  welche  die  Sumniation  erfolgt,  bezeichnen. 
Als  Inhalt  der  aus  zwei  Punkten  bestehenden  quadratischen 
Mannigfaltigkeit 

^  t-s  1 

folgt  dann 

Ä<»  =*  2c 

und  damit  ergibt  sich  direct  die  Kronecker'eohe  Fonnel 
^  «  (-i)-lE8iga(j;^>. 

§4. 

Verallgemeinerungen. 

Die  Darlegungen  des  §  2,  welchen  zufolge  die  Zahl  K 
sich  durch  die  dem  Yorzeicben  der  Determinante 

i  7*^0  Fn\  l'\ßi  •  •  •  f 
Fl   Fn  Fii  ...  Fl. 


.  JP»    Fn\    -F»»  .  •  .  Fnn 

entsprechend  erfolgende  Summation  der  Schnittpunkte  der 
mit  einem  beliebigen  Azenstvahl  beetimmfc,  gestattan  die 
folgeode  fdr  manche  Fragen  niebt  nnweseotliche  Yerall- 

gemetnernng  unserer  Integraldaratellongen. 

V.  Ks  ist  keineswej^s  noth  \vf n  1  ii^,  iie  in  den 
vorstehenden  Foriucln  gegebt-neii  Integrale  über  das 
ganze  Gebiet  einer  Mannigfaltigkeit  Mn-u-i  zu  er- 
strecken, man  kann  sich  vielmehr  auch  beschränken 
auf  diejenigen  Theile  derselben,  welche  darcb  einen 
Yom  Goordinatenanfangspnnkt  auslaufenden,  sonst 
ganz  beliebigen  Kegel  begrensst  sind,  wenn  man 
nur  den  Divisor  uh^-k-i  ersetzt  durch  den  Inhalt  des 
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TOD  diesem  Kegel  auf  der  Einheitskugel  ausge- 
sehnittenen  Gebietes. 

kann  man  z.  B.  das  durch 
a?^  —     ««  0,      «  F,  =  0,  . . .         J?V  =»  0 

bezeichnete  Integrationsgebiet  einschränken  durch  eine  be- 
liebige Anzahl  weiter  zutretender  Ungleichungen 

xt+i  =  Jjk+i  >  0,  =  Fi^i  >  0,  . . .       =  JFj  >  0; 

ü)n-h-i  ist  dabei  zu  ersetzeu  durch  — ^  ^  weuu  m  die  An- 
zahl der  Ungleichungen  ist 

Auf  anderweitc  mügliche  Verallgeraeiiiüiuugtjn  unserer 
Formeln,  wie  sie  etwa  durch  Deformationen  der  Manni^:- 
falti}j;l<eit  Jf»  herbeigeführt  werden  können  und  wie  sie  bei 
allen  derartigen  Betrachtungen  der  Aualysis  situs  Platz 
greifen,  gehe  ich  hier  nicht  ein. 
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1.  Herr  Robert  Habtig  hält  einen  Vortrag:  .üeber 
den  Nadelschuttepilz  der  Lärche,  Sphaerellä  lari- 
cina  D.  sp.* 

2.  Herr  ÄLfBSD  PsiNGSaBlM  brin^  einen  Nachtreg  sn 
dem  in  der  Jannarsitzimg  eingereichten  Anfeatee:  .Zam 
Canchj*8chett  Integralsatz.* 

3.  Herr  Fbroimind  Lindkmank  macht  eine  Mittheilung: 
yUeber  dieconforme  Abbiidungeines  Flächenstftckes, 
das  dnrch  Parabeln  mit  gemeinsamer  Aze  begrenst 
wird/ 

Derselbe  legt  femer  ein  ans  Vorder^  Asien  stammendes 

antikes  Modell  (Bronze-Gass)  eines  Archimedischen  Körpers 

(Rhoniben-Triakontaeder)  vor. 

Die  Beric  hte  über  die  beiden  Mittheilungen  erfolgen  im 
nächsten  üefte. 

4.  Herr  Adolf  y.  Babtbr  berichtet  Ober  seine  weiteren 
Untersuchungen:  „üeber  das  Kümmeldl.'    Die  Resultate 

werden  an  einem  anderen  Orte  veröffentlicht 
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Der  NadelscMttepilz  der  Lärche,  Sphaerella 

lariciiia  n.  ap, 

Von  Robert  Hartig. 

(Eingtlattf^  16.  Ju»Q  . 

Die  europäische  Lärche  ist  aus  ihrem  natürlichen  Ver- 
breitongsgebiete^  den  Alpen  und  Karpathen  erst  '/n  Anfang 
unseres  Jahrhunderts  in  die  Vorberge  nnd  in  das  Flachland 
Mittel-*  Ddd  Nord-BorofM»  hmab^estlegeii.  Sie  waxde  Eoeret 
msitcheirsiee  in  kleinen  BeetBndlMi,  dann  in  imm^  grösserer 
Ausdehnung  angebaut  und  awar  nrit  dem  besten  Erfolge. 
Sie  Zeigte  ein  schnelles  Waohsthum,  völlige  Gesundheit  uiid' 
Anspruchslosi^^keit  an  den  Standort.  I)a  da«  Lärchenholz 
von  hoher  Güte  ist  und  geeignet-  erscheint,  in  vieler  Be- 
ziehung das  Eichenholz  zu  ersetaien,  so  bildeten  um  die 
Mitte  unseres  Jahrhnnderts  die  ausgedehnten  Lärchen  bestände 
einen  wichtigen  Bestaudtheil  der  Bewaldung  Deutschlands 
und  der  Nacbbarstaatsü. '  1«  Norden  Schottlands  war  die 
WiedenuiUbistang  fitst  ansBebliesBlieh  mit  der  LSrohe  durcb- 
gefttbrt. '  ... 

Etwa' vor  nnnmebr  50  Jahren  traten  enm  ersten  Male 
Erkrankungen  an  der  hi.slier  ;4utvvüchsigen  Lärclie  auf  und 
diese  nalunen  so  schnell  zu  und  waren  ao  verderblicher  Art, 
da.«?s  heute  nur  noch  Keste  jener  Lärchenbestände  nl)ri<?  sind 
und  vielfach  der  Anbau  dieser  werth vollen  Holzart  ganz 
aufgegeben  worden  is^. 
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Die  KmokheitBerscbeiDangen  waren  der  maimigfachsteD 
Natnr.  InseetenbeBchfiiUgiuigen  zomaL  dnrdi  die  Miairmolle 
der  Lardbe  (Goleopbora  larieella  Hbn.)  und  die  LSicben- 
blatthras  (Chermee  Laricis  Hartig)  wurden  leiebt  als  solche 

erkannt,  waren  aber  doch  nur  in  seltenen  Fällen  von  der 
Bedeutung,  dass  ein  Absterben  der  Begt^nde  durch  sie  herbei- 
geführt wnrdo.  Man  j^laubte  dej^shalb  zuerst,  da^s  das 
wärmere  Klima  der  neuen  Heimath  der  Pflanze  ungünstiii 
sei.  Dagegen  sprach  aber  der  Umstand,  dass  die  in  de» 
ersten  Decennien  begründeten  Bestände  sich  des  besten  Wohl- 
seins erfreuten,  wogegin  die  epUar  eraogenen  Lftrehen  oft 
schon  im  Saat-  oder  Pflanzbeele  erkrankten.  Die  Erkrankong 
ftnaserte  sich  entweder  durch  das  ilbsterben  krebsartig  grösser 
werdender  Bindenstellen  oder  durch  ein  frfibseitig««  Absterhes 
und  Abfallen  der  Benadelung.  Im  Jahre  1880  gab  ieh  eise 
jiusführliehe  Bearbeitung  des  Larchenkrebses*)  in  welcher 
ich  auf  Grund  geglückter  Infectionsveräuche  nacbwi^,  das»» 
ein  parasitärer  Bindenpilz  (Feüäza  Willkommii  m.),  der  in 
den  Alpen  seine  Heiniath  hat,  die  Krankheit  verursacht 
In  den  Hochalpen  vertrocknen  die  Frfichte  tot  der  Spoienp 
reife,  da  bei  klarem  Himmel  im  Sommer  die  Luft  ausKt- 
ordentlich  trocken  ist.  Nnr  in  der  Nahe  der  Seen  nad  ia 
engen  ThSlem  kann  dort  der  Parasit  sich  erhalten.  In  dso 
Vorbergen  und  im  Flachlande  fanden  sich  weit  günstigers 
Verhältnisse  für  die  Entwicklunif  dieses  Pilzes,  in  Folge 
dessen  der  Jiiirciienkrek'^  sich  schnell  vou  SiUltMi  mich  Norden 
verbreiten  konnte,  sobald  eiomai  kleinere  und  grössere  Lärchen- 
bestrmde  überall  vorhanden  waren.  Vor  10  Jahren  wies  ich  dann 
nach,^)  dass  im  Frühjahre  ein  firkranken  der  LareheaaadelD 


Die  Lärchen kmnkheiten,  insbesondere  der  Iiärcbenkrebspilz, 
Peziza  WiUkommü  R.  Hartig.  In  Unterauchun^^  sni  dem  font- 
hotaiaichen  loStitiit  in  Mflmcben  I  1880.  Bsrlm.  Springer. 

^)  Allgemeine  Forst-  und  Jagd/eitung  1885,  Seite  32C. 
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zuweilen  in  aosgedebnferem  Haane  dorob  einen  Fib«  Ceeon» 
Leriei«  m.  bervorjysrufett  werde,  der  nine  BbtwieUiing  wilt- 

rend  der  übrigen  Jahreszeit  ;uif  den  Blättern  der  Zitter- 
pappel als  Melumj^ra  Treiiiulae  durchläuft,  also  immer  an 
die  Nachbarschaft  dieser  }Iolzart  gebunden  ist.  Desshalb 
kann  aber  diesem  Parasiten  keine  aehr  grosse  Bedeutaog 
beigemessen  werden.  Das  allgemeine  Erkranken  der  Be- 
nadeinng,  daa  dcb  oft  acbon  im  JoH  mmMi  nnd  in 
gaas  DanlMbland  als  die  wiebtigafee  Uiaaebe  der  allmiUiob 
mnehnendeii  Scbwaebiing  der  Wncbskraft  der  Lfirobe  an 
beaeiohnen  iefc,  wurde  bisher  als  Folge  ungeeigneten  Stand- 
ortes, insbesondere  allzugrossen  Feuchtigkeitsgehaltes  der  Lnft 
betrachtet.  Man  war  der  Ansicht,  dass  die  Lärche  in  feuchter, 
dnnipfer  Lnft  nicht  genügend  zu  transpiriren  vermöge.  Aller- 
dings sprach  schon  im  Jahr  1883  ein  .scharfsiclitiger  Be- 
obaebier,  Forstmeister  Beling  in  Seesen^)  die  Vermuthung 
ans,  dass  diese  BIsfcterkrankung  einen  parasitären  Charakter 
babe  und  von  einem  kleinen  Nadeipilz  Teranlasst  werde,  docb 
WQide  die  Krankbeife,  ibr  Entstehen  und  ihre  Ursache  niebt 
nOher  nntenmobt*  leb  selbst  babe  die  Krankheit  bisher  nicht 
in  Arbeit  nehmen  können,  weil  mich  andere  Untersuchungen 
seit  einer  Reihe  von  Jahren  vollauf  in  Anspruch  nahmen. 

Im  vorigen  nasskalten  Jahre  trat  nun  aber  die  Braun- 
fleckigkeit  der  Lirchennadeln  in  so  ausserordentlichem  Maasse 
in  den  Waldungen  Oberbajems  ein,  dasB  schon  Anfbng 
Angust  der  giOflsere  Theil  der  Larchennadeln  abgeworfen 
nnd  im  September  manche  Bäume  fast  völlig  entlaubt  waren. 
Bei  einer  Reise  fiber  Salzburg  ins  Salzkammergot  fand  ich 
die  Erkrankung  aucli  dort  allgemein  verbreitet.  Am  20.  Sep- 
tember konnte  ich  aut  der  SchmittcMihöhe  (1985  m)  i 
Zeil  am  »See  feststellen,  dass  mit  der  zunehmenden  Bergholie 
die  Erkrankung  abnahm  und  bei  1600  m  etwa  verschwand. 

^)  AUgemeiae  Fsnt*  snd  Jagdseitiiiig,  Jahrg.  1888. 
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In  dieser  Hochlage  waren  nur  wenige  Nadeln  noch  mit  ein- 
seinen  bnuinen  Flecken  beeettt  Weiter  anfwirte  waren 
die  LSreken  Töllig  geennd. 

Die  Krankheit  innert  eich  darin,  da»  die  Nadehi  der 

Lärche  an  einer  oder  an  mehreren  Stellen  kleinere  oder 
grössere  braune  Flecke  bekommen.  Die  erkrankten  Nadeln 
bleiben  meist  noch  längere  Zeit  am  Zweige  sit^cen  und 
auf  den  Flecken  treten  sehr  kleine  schwarae  Oonidien- 
polater  von  0.1 — 0.3  mm  Grösse  gruppenweise  zusammen- 
stehend aaf  (Fig.  1).    Schon  im  Juli  beginnt  aber  ein 


sind  reich  Terftstelt  ond  »war  biegen  sich  die  Seitenbyphem 
meist  nach  rflck-  oder  vorw&rts,  nm  die  Parenchymiellen  so 

umschlingen  und  diesen  die  Nahrung  zu  entiieheii  (Fig.  2). 
Das  Protoplasma  zieht  sich  von  der  Zellwand  zurück,  ist 
aber  noch  treiulig  jjrün  «refarbt.  Das  Chlorophyll  wird 
auch  an  den  getiMltctfii  und  gehräiiiiten  N;ideln  noch  lange, 
ja  theilweiHe  bis  zum  nächsten  Frühjahre  in  den  inneren 


Abfielen  der  kranken 
und  todfem  Nadefai,  das 


^    ff  theils  in  den  Intercellu- 

Ein  Lärcbeunad«ibüscbel,  an  dem  etwa  die  UXIfte    larräumeu  ,    theils  den 


liegend.  Die  Mjcelfaden 
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Blattzellen  erhalten;  wogegen  die  der  Oberbaufc  anliegenden 
Zellen  ach  bald  roih braun  f&rben. 

Fi«.  2. 


LIagMdufti  te^  dte  wfanakt»  Stalte  «iMr  UMknatML   Dw  BliMMll|tw«bo 

aalgt  reichliohea  int«reellal«rQ«  Pilzmyc«],  welches  groM«ntheila  den  Zellen  eng  an- 
ttagt.  Aaf  der  Ob«r-  ond  Unteraeit«  findet  sieb  je  ein  •ehwarcbnon««  üonidJenpolster, 
Mf  d««Mn  AnaMMsit«  sablraiobe  atablSimige  Oonidien  gebildet  wardan.  Anf  dem 
«tem  FtoMar  M  ila  smW  divdi  Bagan  sttMiMakM.  Im  Immhi  ftrf«  alah 
HSUuiMi  att  MikvoeaiBldkB  «rfHUt  Taifr.  100: 1. 

Auf  der  Ober-  and  Unterseite  der  erkrankten  Blätter 
entstehen  epftter  unterhalb  der  Epidermis  die  zuerst  dünn 
scheibenförmigen  Conidienlager  (Fig.  3),  die  dann  zu  psendo- 
parenehymatischen  schwarzbraun  gefärbten  Polstern  sich  Ter- 


Fi«.  8. 


Jugondliclio  Conidionpolatar  vflir  daii  DurahbNalMa  dar  Rpidamia.  Vergr.  100:1. 
1806.  MftUk-pbjaL  GL  8.  19 
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Fig.  4. 


\  » • 


dicken  und  die  Epidennis  sprengen.  Im  Innern  dieser  Polster 
entstehen  Höhlungen,  deren  Wände  mit  sehr  aarten  Basidien 
besetzt  sind.  Letztere  bilden  an  der  Spitze  ausserordentlich 
kleine  MikroconidieD.  Diese  Zeilen  sind  nar  0.003  mtn  lang 
und  0.001  mm  breit  (Fig.  4  b).  Ihre  Keimung  konnte  auch 
in  Nährlösungen  nicht  beobachtet  werden.   Sie  dOrften  fSr 

die  Verbreitung  des  Pilzes  bedentongslos 
sein.  Ks  ist  wahrscheinlich,  dass  diese  Pilz- 
forni  dieselbe  ist,  die  als  Leptostroma  iari- 
cinum  beschrieben  und  als  Spermogonienform 
zu  Lopboderniium  laricinum  gezogen  worden 
ist.  Da  ich  letzteren  Parasiten  aber  nur  in 
wenigen  Sxemplaren  und  swar  anf  der 
Schmittenhöhe  bei  Zell  am  See  im  vorigen 
Jahre  fand,  der  vorliegende  Parasit  dagegen 
dberall  verbreitet  und  seine  Zugehörig- 
keit zu  einer  i:5phaerella  von  mir  ausser 
Zweifel  gestellt  ist,  soi>'t  entweder  das  Lepto- 
stroiiiii  laricinum  nicht  idetuisch  mit  unserer 
Pil/form  oder  die  Zuziehung  derselben  zu 
liophodermium  laricinum  ist  eine  irrige. 
Auf  der  Anssenseite  dieser  schwarzen  Polster  entwickeln 
sich  nun  zahllose  stabiformige  Oonidien  von  0.03  mm  Länge. 
Sie  stehen  auf  kurzen,  an  der  Spitze  farblosen  pfriemen- 
förmigen  Basidien  (Fig.  4a)  und  sind  anfänglich  einzeUig. 
Bei  der  Reife  zeigen  sie  eine  und  später  drei  Querwände, 
so  dass  sie  demnach  vierzellig  sind.  Sie  fallen  ansserordent- 
lich  leicht  ab  und  werden  durch  den  Wind  iurtgefüiirt. 
Besonders  aber  werden  sie  mit  dem  liegen  abgewaschen  und 
gelangen  dadurch  auf  die  tiefer  stehenden  Zweige  und  Nadeln 
der  Lärche,  wo  sie  schon  nach  wenigen  Stunden  keimen 
und  die  Nadeln  inficiren.  So  erklärt  sich  die  Erscheinung, 
dass  die  Nadelerkrankung  an  jedem  Baume  von  oben  nach 
unten  an  Intensität  zunimmt    Da  sich  die  Krankheit  all- 


a.  StAbr'rTni^f  <''nTiI- 
dteo  vor  uud  nach  d«m 

Abfiülen  ▼on  dm 
|tlHMiionflSriitig«ii  Bar 
sidi«n.  b.  Mikroooni- 
diwi  wem  dem  IniMrn  d. 
Potttor.  T«rgr.  410: 1. 
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jftbrlich  wiederholt,  so  f&hrt  die  Torzeitige  Eninadelong  na 
einer  «war  langsamen,  aber  im  Laafe  der  Jabre  sehr  scbSd- 

lich  werdenden  Entkraftung  der  Bftnme.  Die  unteren  Zweige 
sterben  zuerst  ab  und  l>edecken  sich  mit  Flechten.  Der  sich 
alljährlich  belauben  J<*  ^»ipfel  wird  immer  kleiner,  der  Höhen- 
wuchs schwacher  und  wenn  solche  Bäume  ?on  Fichten  oder 
anderen  Waldbäumen  umgeben  sind,  so  werden  aie  von  diesen 
überwachsen  nnd  geben  TöUig  zn  Grunde.  An  jungen  Lärchen, 
die  ich  Anfang  September  Yorigea  Jahres  mit  Gonidien  be- 
stftnbte  und  dann  nniier  eine  Glasglocke  stellte,  traten  etwa  nach 
drei  Wochen  reichliche  Gonidienpolster  herror,  deren  Ober- 
fläche mit  zahllosen  Conidien  besetz  war  (Fig.  2  unten).  An 
solchen  Nadeln,  die  ich  aus  dem  Wiikie  /nr  Untersuchung 
heimbrachte,  waren  die  Gonidienpolster  grossentiieils  ohne 
Conidien,  oder  es  waren  nur  noch  wenige  auf  ihnen  zurück- 
geblieben (Fig.  2  oben). 

£s  ist  leicht  erklärlich,  wesshalb  in  nassen  Jahren  die 
Erkrankung  yiel  schneller  sich  verbreitet,  als  in  trockenen 
Jahren,  denn  bei  feuchter  Witterung  entwickeln  sich  die 
Gonidienpolster  schneller  und  die  Conidien  keimen  leichter, 
als  bei  trockener  Witterung.  Ebenso  Terstandlich  ist  es, 
dass  trockene  und  hiltige  Standorte  fiir  die  Krankheit  weniger 
disponirt  sind,  als  dumpfe  La^on.  d:i?ss  Lärchen  mit  freier 
über  den  umgebenden  Bestand  emporragender  Krone,  dass 
insbesondere  vorwüchsige  in  einem  jüngeren  Bestände  einge- 
sprengte Bäume  sich  gesünder  erhalten,  als  Lärchen  im  ge- 
schlossenen, reinen  Bestände  oder  gar  solche  Lärchen,  die  ein- 
zeln oder  gruppenweise  im  gleich  hohen  Fichtenbestande  stehen* 

Es  ist  femer  yerstandlich ,  dass  die  Krankheit  eine  um 
so  grössere  Ausdehnung  annehmen  kann,  je  früher  vor  dem 
Eintritte  des  Winters  die  Erkranknncj  beginnt.  Prallt  die- 
selbe /..  B.  in  den  Anfang;  Juli,  so  bleib«*n  im  Flaehlande  noch 
vier  Monate  Zeit  librig  bis  zum  Nadelabfall.  In  dieser  langen 
Zeit  kann  der  Parasit  durch  immer  neue  Infectionen  und  0>ni- 

19* 
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dienbildung  eine  gewaltige  Ausbreitung  und  Vermehrung  er- 
reichen, wie  wir  das  besonders  im  Jahr  1894  beobachtet  haben. 

Es  war  vorauszusehen,  dass  sich  auf  oder  in  den  er- 
krankten, am  Boden  liegenden  Nadeln  während  des  Winters 
und  nächsten  Frühjahres  eine  neue  Fruchtform  des  Parasiten 
ausbilden  würde,  deren  Sporen  die  Krankheit  im  nächsten 
Jahre  wieder  hervorrufen  würden.  Am  30.  April  d.  J.  sam- 
melte ich  unter  den  im  Vorjahre  stark  erkrankten  Lärchen 
des  Freisinger  Forstes  bei  München  Nadeln,  in  deren  Gewebe 
sich  zwar  noch  unreife  aber  doch  schon  deutlich  als  Peri- 
thecien  zu  erkennende  kuglige  dunkelbraune  Pilzfrüchte  fanden. 
Zum  Theil  hatten  sie  die  Blattepidermis  schon  durchbrochen. 
Das  Pilzmycel  im  Innern  der  Nadeln  war  ein  sehr  derbes, 
dickwandiges  und  hellbraun  gefärbtes,  hatte  mithin  eine 
wesentliche  Veränderung  gegen  das  Vorjahr  erfahren.  Die 
zu  Anfang  Juni  ausgereiften  Perithecien  sind  den  Conidien- 
polstern  an  Färbung  ähnlich,  aber  etwas  kleiner  als  diese, 
d.  Ii.  zwischen  0.1  bis  0.15  mm  gross.  Sie  stehen  theils 
vereinzelt,  theils  zu  mehreren  verwachsen  meist  in  der  Bhitt- 
substanz  versenkt,  theils  mehr  auf  der  Blattoberfläche  (Fig.  5). 

Fig.  5u 


TJnitflArhnitt  dnrrli  oino  vorjSliripe  IJlrchennadol,  die  bl«  Anfanf^  Jnnl  tm  Roden 
gelogen  hatte.  Das  Mycol  ist  Botir  dick,  dickwandig  und  hollbraun  geworden.  Eintelue 
und  untereinander  verwachsene  rürithecion  enthalten  im  Innern  farbloM  Schläuche 
mit  |e  s  Sporen.  Rechts  oben  findet  sich  neben  dem  Perithecium  eine  Pjcnide  mit 
kleinen  l&nglichen  Hikroeonidien.    Vergr.  100:1. 
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Die  OeffDung  im  Scheiteiponkte  der  Feritheciea  ist  in  keiner 
Weise  markirt  und  erkennt  man  sie  nur  aus  dem  Her?or- 
dringen  der  Schl&aclie  oder  Aecosporen.  Aehnliche  aber 
etwas  kleinere  Pyeniden  stehen  vereinzelt  oder  sind  mit  den 

Perithecien  verwachsen  und  enlli  iitpri  aüs.serordentlich  kleine, 
den  Mikrocoiiidien  in  den  Gonidienpolstern  ähnliche  Or^iane, 
die  als  gallertartige  Masse  aus  den  Pyeniden  ausgestossen 
werden  (Fig.  5  oben  rechts). 

Von  den  am  30.  April  gesammelten  Nadeln  lagerte  ich 
einen  Tbeil  im  Feuchtranme  des  Laboratorinms  auf  nassen 
Sand  und  hier  entwickelten  sich  schon  bis  zum  15.  Mai  in 
einer  Ansahl  der  Perithecien  reife  Ascosporen  (Fig.  6  b).  Die 
keulenförmigen  Ascen  sind  0.05^0.06  tnm  lang,  enthalten 
je  8  anfanglieh  einzellige,  spater  zwei- 
zeilige Sporen  von  O.Ol 5—0. 017nim  Länge, 
die  farblos  und  au  beiden  verjüugteu  Enden 
abgerundet  sind  (Fig.  6  b). 

Sie  stehen  dicht  susammengedrängt  und 
werden  gemeinsam  ans  der  sich  trichter- 
förmig Qffiienden  Spitze  des  Schlauches 
ausgestossen,  wobei  die  Gbntraction  des 
Protoplasmascblauches  mitzuwirken  scheint. 

Am  11.  Mai  sammelte  ich  wiederum 
Nadeln  bei  Preising  unter  den  im  Vor- 
jalire  erkrankten  Lärchen  und  constatirte, 
dass  die  meisten  Perithecien  auch  jetzt  ».unreife  Schläuche  ohne 

,       .  1  ,  »       IT«  Paraphyaon,  30.  April. 

noch  nicht  reif  waren.  Am  1,  Juni  waren  i».  BeitoSdiHttcb«,  voa 
die  Perithecien  im  Walde  grossentheils  <ienuQ  .krcinedioSporen 

•  i_       aus  dem  geöffneten  Sotaei- 

reif,  ja  emxelne  derselben  waren  schon  antUMao  ux. 

entleert,  nachdem  nahesu  U  Tage  hin-  Tnrgr.ttO:!. 
durch  regnerisches  Wetter  geherrscht  hatte. 

Der  Pilz  gehört  zur  Gattung  Sjjhaerella  und  mag,  da 
er  bisher  nicht  beschrieben  isst,  als  Sph.  lariciua  bezeichnet 
werden,   bäet  man  die  Ascosporen  in  reinem  Wasser  aal 
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den  Objectträger  aus,  so  keinjen  sie  sofort  und  zwar  erreicliLMi 
>ie  schon  nach  24  Stunden  die  in  Fig.  7  a  dari^e.stelltH  Hut- 
wickiungastufe,    lu  Nährgelatinelöäung  verbraclit,  erreicbea 


a.  AMOtpona,  Im  W«M«r  «oagiikttlnit.  34  Stnndm  mmIi  dar  AiMwit.  V«Fgr.  41(^:1' 

b.  In  Xahrgelatine  cntwirke!tt'  AscoHporeti  n:uh  2  Tagen.  Vergr.  230:1.  r.  Pib- 
nwea  aui»  «insr  Aseospure  in  ^ijüirgolatme  UAch  5  Tageo.  Veigr.  100:1.  d.  Eis* 
tfllD«  Hypbe  dar  POieslIiir,  8  Wocbam  ntob  d«r  AuMMt  mit  tUblBrailgMi  OmUI» 
Vergr.  145:1.  e.  Stofaffimtg»  ConfdlM»  tiwilt  auf  korseii  MieobteD,  iheUa  aafkw^ 
fSnnif  venlkditMi  Trj>i--  rr    n'HUnden.  Vergr.  410:1.   t  Conidton,  In  Wmmt 

g<*ität,  uach  10  Staad«D.   Vergr.  410:1. 

die  jungen  Pflänzchen  nach  weiteren  24  Stunden,  als»»  Ii  Tii}?e 
nach  der  Aussaat  die  Fig.  7b  gezeicimete  Kntwirixlunj^.  Mmi 
sieht,  dass  nunmehr  nicht  nur  die  Sporen  an  den  beiden 
Scheitelpunkten,  sondern  auch  seitlich  ausgekeimt  sind.  Fünf 
Tage  nach  der  Keimung  und  Entwicklung  in  Nährlösung 
erhalt  man  das  Fig.  7  c  dargestellte  Bild«  Die  älieeten  Theile 
der  Pflanze  emd  grosser  geworden,  d.  h.  der  DurohmeBBer 
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der  Hyphe  hat  sich  vervielfacht.  Die  Hjphen  aiud  äepbirt 
imd  reich  verästelt.  Dabei  tritt  eine  Eigenthümlichkeit 
herTor  in  der  Wachfifchamsricbtuzig  der  Lftogshyphen  und 
ihrer  Seitensweige,  die  darin  besteht,  bogenfikmig  bin  nnd 
her  za  wachsen.  Die  Seitenhyphen  haben  fast  stets  die 
Keignng,  bogenförmig  naeh  rQckwärts  zn  wachsen.  Es 
kommt  dabei  der  Gedanke,  d-dss  es  aich  bei  dieser  Wachs- 
thuniseigenthümlichkeit  um  eine  erblich  gewordene  Eijren- 
schaft  handelt,  die  durch  das  schon  oben  beschriebene  VVachs- 
thum  im  Blattparenchymgewebe  erworben  worden  ist.  Die 
Seitenhyphen  im  Blattgewebe  biegen  sich -alsbald  um  die 
benachbarten  Bkttzellen,  der  Aussenseite  sich  eng  anl^nd, 
sie  besitzen  diese  Eigenschaft  auch  dann,  wenn  sie  in  künst- 
licher NShrldsung  culÜTirt  werden.  Es  erinnert  das  an  die 
Fortsetzung  der  windenden  Wachsthnnsbewegung  der  Schling- 
pflanzen, z.  H.  Bohnen,  nachdem  der  Gegenstand,  an  dem 
sich  in  Folt,''«?  von  Contacireiz  der  Stengel  heriungelegt,  von 
der  Pflanze  überwachsen  worden  i>st.  Eine  weitere  Ent- 
wicklung der  Filzkultur  erfolgt  nur  dann,  wenn  dieselbe 
nicht  zu  sehr  von  Nährgelatine  bedeckt  ist,  sondern  eine 
Entwicklung  in  feuchter  Luft  ausserhalb  des  Nährsnbstrates 
erfolgt  Bis  zum  20.  Tage  nach  der  Aussaat  hatte  sich  ein 
graugrfiner  Basen  Ton  etwa  4  mm  Durchmesser  entwickelt, 
dessen  in  die  Lnft  ragende  feine  Hyphen  genau  dieselben 
stabformigen  vierzelligen  Conidien  auf  kleinen  seitlichen  Aus- 
wüchsen entwickeln,  die  auf  den  Conidien  polstern  der  Lärehen- 
nadein  entstehen  (Fig.  7d,e).  Damit  ist  der  Zusammenhang 
beider  Pilzformen  zweifellos  bewiesen. 

Nach  der  Aussaat  in  Wasser  keimten  auch  diese  Conidien 
sehr  bald  und  hatten  schon  nach  20  Stunden  die  in  Fig.  7f 
dargestellte  Entwicklungsstufe  erreicht.  In  der  Folge  machten 
sie  dieselbe  Entwicklung  durch,  die  fttr  die  Ascoeporen 
dargestellt  ist.  Es  wird  somit,  sowohl  för  die  Aecosporen 
als  auch  für  die  Couidieu  in  günstigeu  Eruährungsverhält* 
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nissen  ein  Zeitraam  Ton  3  Wochea  Terlanfen,  bis  nach  der 
Infeetion  wieder  neae  Conidienpokter  mit  reifen  Conidien 
zur  AixBbildong  gelangeD.  Die  VergrOesemiig  der  Pilienltar 
nach  dem  Beginne  der  Conidienbüdung  war  eine  sehr  lang- 
same aber  dadurch  ausgeEeicbnete,  daas  am  Rande  des  Pilx- 
ra^sens  die  Nährgelatine  eine  fuchsrothe  Färbung  erhielt. 
Es  ist  dies  ikrselbe  Parbenton,  den  die  unter  der  Epidermis 
gelegenen  Zellf^Ti  der  kranken  Lärchennadeln  einige  Wochen 
nach  der  infeetion  erhalten. 

Aus  den  yoratehend  mitgetheilten  üntersuchungsergel^ 
nissen  iSast  sich  nun  eine  Reibe  Yon  bisher  unerkl&rbaren 
Krankheitserscheinungen  leicht  YersteheD. 

In  reinen  Larchenbestinden  hindert  niehts  das  Auf- 
steigen der  reifen  Ascosporen  durch  den  Luftzug  zu  den 
Nadeln  der  Baumkronen  und  die  nahe  zusammenstehenden 
Bäume  inficiren  sich  gegenseitig  durch  die  Guiudien.  Be- 
sonder-s  scliädlich  ist  aber  die  Untermischung  der  Lärche 
mit  der  Fichte,  weil  die  abfallenden  kranken  Nadeln  auf 
den  Fichtenzweigen  in  grosser  Menge  liegen  bleiben,  hier 
ebenso  Perithecien  entwickeln,  wie  auf  den  Streu-  und  Moo»- 
decken  des  Erdbodens  und  die  reifen  Ascoaporen  mit  gitator 
Leichtigkeit  smÜieh  auf  die  Nadehi  der  benachbarten  Lärchen 
verbreiton. 

In  der  TluiL  hat  sich  die  Mischung  dieser  beiden  Holz- 
arten als  verderben})ringeud  für  die  Lärche  erwiesen.  Nur 
dann  blieb  sie  gesund  und  kraftig,  wenn  sie  auf  ihr  beison- 
ders  zusagendem  Boden  von  Jagend  auf  weit  über  den 
Fichtenbestand  hinauswuchs,  eo  dass  die  Kronen  der  Lärchen 
unbehindert  und  dem  Luftauge  ausgesetet  über  die  Fiehten- 
kronen  hinausragten. 

Dagegen  kenne  ich  eine  Ansahl  von  Lärohenbesttnden, 
die  mit  Roth  buchen  untermischt  sind,  wie  s.  B.  den  lArchen- 
wald  oberhalb  Tegernsee,  die  sich  der  trefflichsten  Gesund- 
heit und  des  herrlichsten  Wuchses  erfreuen.    Im  ForsUmi 
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Freising  beflndei  sich  ein  ca.  80  jähriger  LftrchenbdBtaod,  der 

vor  40  Jahren  sein-  krank  w;ir,  so  dass  er  stark  diirchhanen 
und  mit  Rothluichen  unterbaut  wurde,  weil  man  glaubte, 
daäs  der  acliiechte  Wuchs  Folge  der  Boden  Verschlechte- 
rung sei.  Dieser  Bestand  ist  seitdem  völlig  gesund  ge- 
worden und  vom  trefflichsten  Wüchse.  Er  war  noch  Ende 
Oktober  vorigeii  Jahres  toII  benadelt  und  keine  Spnr  dar  Blatte 
krankbeifc  war  ia  ihm  so  finden.  A.n  den  Lftrchennadeln 
entwickelte  sich  erst  am  Boden  ein  saprophytischer  Pik  mit 
scbwarxen,  kn^lförmigen,  u:Iatten  Pyeniden,  der  bisher  nn- 
bekannt  war  und  von  Herrn  Aliescher  beschriebeu  und  neu 
benannt  worden  ist.*) 

Diese  günstige  Wirkung  der  Buche  auf  die  Gesundheit 
der  Lärche  erklärt  sich  daraus,  dass  die  kranken,  vom 
Angust  bis  Oktober  abfallenden  Lärcheniiadeln  Ende  Oktober 
?oii  dem  abfallenden  Bachen laube  gr5sstentheils  zuge- 
deckt werden,  wodurch  das  Eiutweichen  der  Ascosporen 
nach  oben  verhindert  wird.  Insoweit  aber  doch  einselne 
Sporen  in  die  Luft  gelangen,  findet  eine  förmliche  Filtration 
derselben  in  dem  dichten  Laubdache  des  Buchenbestandes 
statti  das  zu  Anfang  Juni  schon  vollständig  entwickelt  ist. 


Herr  Andr.  Allescher  stellt  für  dicso  nrno  Art  die  nachstr^hende 
Diaf^ose  auf:  «Psendocenangium  Haitigianuiu,  reritheciis  ^pai  is, 
eruuipeuti  superficialibus,  globosO'depresäis,  sicco  sabcapulifornubua, 
merabranaceis  iitro  ohvaceis,  primum  claud«,  dein  late  apertia,  iiiargine 
oriii  lobato,  ca.  100 — l&O /i  diam.; .  eporulis  iiumerosis,  üliformibuü, 
rectis,  atrinqueobtosiuBeolis,  minotemultiguttulatis,  hjalinis,  ca.  40-60 
basidÜB  anllis.  Hab.  m  aoobi»  pntresoontibiu  Larieis  etiropaeae*. 

Dass  es  sich  bei  diesem  Pilse  lediglich  um  einen  äapropbjten 
handelt,  geht  sehoa  dacans  hemr»  dsM  die  SporsnfrOchte  im  Herbste 
auf  dea  voijfthrigen  Nadeln  veiflen  und  die  &denftnnigen  Gonidiea 
sofort  nach  der  Anssaat  keimten,  wogegen  im  Frfilyabre  anf  den  im 
VoijBhre  abgefallenen  Nadehn  noch  Anfang  Jnni  nur  anrufe  Conidieo- 
früchte  zu  finden  waren,  hifectioasfemehe,  die  ich  im  September 
vorigen  Jahres  anf  grünen  Ltoeheanadela  aosAUurte,  misslaagen. 
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Auch  die  Thatsache,  dass  die  Lärche  im  Hochgebirge  ge- 
8Q0d  bleibt,  erklärt  sich  nun  in  einfacher  Weise. 

Wir  haben  geseheo,  da»  die  Aecosporeiifrllchte  dch  im 
FrC\jahre  auf  den  am  Boden  liegenden  LSrchennadeln  eni* 
wickeln  und  bei  uns  erst  An&ng  Juni  snr  Spoieoreife  ge- 
langen. Vor  Jnli  treten  hierorti  neae  ConidienpoLster  auf 
den  Lärehennudeln  nicht  auf.  Dem  Parasiten  stehen  also 
vier  Monate  zur  allgemeinen  Verbreitung  durch  Conidien 
zur  Verfiignng. 

Je  weiter  wir  bergauf  steigen,  nm  so  später  vorx  hwin<let 
der  Schnee,  nm  so  spater  kann  mithin  die  Aosbiidang  der 
Perithecien  beginnen,  nm  so  später  werden  die  Ascoeponn 
reif,  nm  so  kOrser  wird  die  Zeit,  in  weleher  der  Parasit 
sich  durch  Gonidienbildung  an  vermehren  vermag,  «nmal 
der  Winter  ja  entsprechend  früher  eintritt.  In  einer  H(k  h- 
lage  von  15(M)  in  beprinnt  die  Vegetation  etwa  2*/a  Monate 
später  als  im  Fiachlaiide,  d.  h.  etwa  Anfang  Juni,  die  lieife 
der  Ascosporen  wird  demnach  auch  um  2%  Monate  hinaus- 
geschoben, beginnt  also  erst  Mitte  August.  In  der  That  faud 
ich  in  dieser  Hochlage  am  26.  September  an  den  Lärchen» 
nadeln  nnr  wenige  Flecken  ond  anf  diesen  kaom  die  ersten 
Spuren  der  Gonidienpolster.  Am  28.  September  lagen  diese 
Lärehenparthien  schon  im  Schnee. 

Daraus  ist  zu  ersehen,  dass  von  einer  gewissen  Höhen- 
lage aufwärts  zwar  die  Lärche  bei  einer  Vegetatioi] Miauer 
von  Ji^/a — 4  Monat<^n  noch  gedeihen  kann,  dass  aber  die 
Sphaerella  nicht  mehr  die  zu  ihrem  Gedeihen  erforderliche 
Vegetationszeit  Torfindet,  wenshalb  die  Lärche  T5Uig  geennd 
bleibt,  wenn  ihr  auch  der  Standort  wegen  der  Kflrae  der 
Vegetationsperiode  nicht  mehr  so  zusagt,  wie  die  tieferen 
Lagen.  Aehnliches  gilt  offenbar  auch  zur  Erklärung  des 
Vorkommens  der  Lärche  in  Sibirien.  Sie  wächst  dort  wie 
im  Hucligebirge  sein  [;niL^  iLin,  im  Flachlande  sehr  schnell. 
Dort  können  liir  die  i^araäiieu  nicht  mehr  beikommen,  hier 
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werden  sie  von  derselben  anerbitfcUch  bekämpft.  Man  gebe 
desshalb  den  Anbau  dieser  Holzart  in  den  Yorbergen  und 
im  Flachlande,  woselbst  ihr  das  Klima  viel  besser  be* 

ha<^t,  als  in  der  ursprünglichen  Hochgebirgslage, 
(k'iii  .sogenunnien  ^natfirlichen  Standorte"  nicht  auf, 
hon*l( ni  man  scliiit/r  sie  gegen  ihre  Feinde,  indem  man  .sie 
nur  in  UntermiBchuug  mit  der  Uothbuche  anbaut  und  letzterer 
die  Aufgabe  zuweist,  den  Nadelpilz  der  Lärche  zu  vernichten. 
Da  in  reinen  Beständen  der  Lärchenkrebspilz  leicht  yer- 
derbliche  Ausbreitung  findet,  so  behandle  man  die  Lärche 
nur  als  einen  Baum  der  Mischwälder,  in  welcben  er  unter 
den  Nadelliolzarten  die  erste  Stelle  einzunehmen  hat. 

Vom  Anl)au  der  Lärche  darf  mau  al)er  von  vorneherein 
da  Abstand  nelimen,  wo  ständige  Luftfi-uehtigkeit  die  Ent- 
wicklung ihrer  Pilzparasiten  in  holiem  Grade  begünstigt. 
iSo  gedeiht  z.  B.  die  Lärche  im  Bayerischen  Walde  nicht 
wegen  der  Nebel,  die  dort  oft  lange  Zeit  hindurch  nicht 
weichen.  Die  Pilzentwicklung  wird  dadurch  in  einem  so 
hohen  Grade  begfinstigt,  dass  man  Ton  vorneherdn  Terziehten 
sollte,  diesen  Waldbaom  zu  erziehen. 
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Zum  Cauchy'schen  Integralsatze. 

(Nachtrag  za  dem  Anfsatze  auf  S.  S9— 72  dieaea  Bandes.) 
Von  Alfred  Pringsheim. 

(EiMttkn^  IS.  ML) 

In  der  Einleitung  meiner  Mittheiluug  über  den  Cauchy*- 
sehen  Integralsaiz  habe  ich  darauf  aufmerksam  gemacht, 
dass  gewisse  auf  Gontinuitata-Betrachtangen  gegründete  Be- 
weise jenes  Satzes  insofern  Ifickenhaffc  erscheinen,  als  sie  auf 
der  stillschweigend  gemachten  Annahme  hemhcD,  dass  der 

Differenzen-Quotient  fS£±h}szJi^l  för  alle  in  Betracht 

kommenden  Werthe  von  »  stets  gl  eich  massig  ge^en  den 
Werth  /  (i j  convergirt,  d.  Ii.  dass  nach  Vorgabe  einer  be- 
liebig kleinen  positiven  Gr<)s.se  f.  sich  stete  eine  positive 
Grosse  q  so  lixiren  lasse,  dass  tür  alle  in  Betracht  kommen- 
den Werthe  von  a  stets: 


 1  /  W 


<      falls:  I Ä  I  < 


Ich  ffigte  hinzu,  man  mOsse  also,  um  jene  Beweise 
haltbar  zu  machen,  entweder  die  fragliche  Bedingung  ab 
eine  specielle,  der  Function  f{e)  a  priori  zukommende  Eigen- 
schaft ausdrQcklich  in  die  Voraussetzung  aufnehmen,*)  oder 

*)  Tn  dem  seither  erschienoren  (»rsten  Bande  von  Weierstrass' 
Werken  findet  man  oinr-n  Heweia  des  Lauren t'acben  8atze;'.  ^'oi 
welehom  in  der  That  die  frafrliche  Bedintrung  bezw.  eine  ihr  im 
wesentlichen  ae^uivalente  als  specielle  Voiauasetzong  erscheint. 
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versuchen,  dieselbe  als  utimittelbare  Folge  einfacherer  Eigen- 
schaften, etwa  der  Stetigkeit  von  darzustellen;*)  in 
wieweit  dies  möglich  wäre,  Hess  ich  dahingestellt  nnd 
sprach  nar  die  Vermuthnng  aus,  dass  der  Beweis,  wenn 
tlherhaapt  darchfahrbar,  auf  xiemlich  schwierige  und  um- 
ständliehe  Betrachtungen  fahren  dürfte.  Nachdem  ich  in- 
dessen neuerilings  erkannt,  dass  der  fragliche  Beweis  nicht 
nur  möglich  is^t,  sondern  auch  mit  verluiltnissnübsig  einfachen 
Mitteln  getührt  werden  kann,  möchte  ich  denselben  —  zu- 
mal der  Satz  an  sich  mir  nicht  ganz  unwichtig  erscheint  — 
an  dieser  Stelle  mittheiien.*) 

Es  sei  f{s)  im  Innern  und  auf  der  Begrenzung  eines 
gewissen  Bereiches  T  eine  endliche,  eindeutige  nnd  steti|fe 

Function  der  complexen  Vanablca  Liefert  sodann  die 
Substitution  s  ==  x-)ryi  die  Beziehung: 

wo  fp{x^y\  ^*(Xjy)  reelle  Functionen  der  reellen  Yeribider" 
liehen  bedeuten,  so  folgt  bekanntlich  aus  der  vorans- 
gesetsten  Stetigkeit  von  f(js),  dass  auch  (p(x,)/),  y'(x,y) 
endliche  und  .stetige  Functionen  vnii  u:.i/  und  zwar  für  den 
Bereich  T  gleich  niässig  stetig  sind. 

Es  sei  ferner  f'(z)  gleichfalls  in  T  (d.  h.  immer  im 
Innern  nnd  auf  der  Grenze  von  T)  endlich,  eindeutig  nnd 
stetig,  80  hat  man  speciell: 


In  meinem  Aoftatie:  „Ueber  die  EntwicUung  eindeutiger 
Baalytiaeher  Fmujtioiien  in  Potentreihen"  (S.  89  ff.  dieiei  Bandes) 
babe  ich  n.  a.  geseigt«  dass  für  „analytische**,  d.  h.  darch  Poteni- 
reihen  definirte  Functionen  die  betreffende  Bedingong  sfeeti  eilUlt 

ist  (a.  a.  0.  S.  8S,  84). 

UebrigenB  setzt  HerrGoursat,  wie  ich  erst  nachträglich  be- 
merkt habe,  bei  «einem  Beweise  des  Canchy 'sehen  Satzes  (Act.  matb. 
T.  IV,  p.  196)  den  frn<jlieheii  Hiir-»aat'/  aufsdriicklich  als  bekannt  voraos, 
•odau  aUo  hier  die  ?oo  mir  erhobene  Einwendang  hinftlHg  encheint. 
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wobei  es  im  Innern  von  T  frei^^teht,  diese  partiellen  Diffprential- 
Quotienten  ab  Tor-  oder  rückwärts  genommen  zu  verstehen; 
oder  wenn: 

gesetzt  wird: 

W  /  l^J  -  (y,(.r,y)~i.y.(;F,y). 

Hieraus  folgt  zunächst,  dass  die  partiellen  Differential- 
Quotienten  (4?,sf),  9?,  (af,y),  Vi  V'j  (^»y)  >n  ^'  gleich- 
falls endliche,  eindenitg  bestimmte  Werthe  besiteen,  welche 
den  Bedingungen  genügen: 

W,(a;,jf)  —  —  Vi(«.y)i 

und  dass  sip  —  in  Folge  der  Stetigkeit  von  ('(ß)  —  in  2* 
gleichmässig  stetige  Functionen  von  sc^y  siml,  d.  h.  Jeder 
beliebig  klein  vorgeschriebenen  positiven  Grösse  Ö  iasst  sich 
eine  positive  Grösse  q  so  zuordnen,  dass  für  alle  x^ff  des 
Bereiches  T: 

(4)  \x{x+h,y+k)^xi^.y)\  <^   für:  A»-hÄ»<e% 

(wo  X  j^de  beliebige  der  Functionen  97,,  9?|,  v^,,  v's  bedeutet). 

Dies  vorausgeschickt  gilt  nun  der  Satz: 

Sind  /  (ät),  /'(j)  eindeutif^,  endlich  und  stetig  im 
Innern  und  auf  dfr  Grenze  des  Bereiches  2\  so  cun- 
vergirt  der  Ausdruck: 
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mit        in  T  gleichinSseig  gegen  Null,  d.  h.  jeder 

beliebitr  klein  vorgelepfceii  positiven  Grösse  i  lÄsst 
sich  eine  positive  Grösse  q  so  zuordnen,  dass: 

^^£±:^^) f.ib:M..<,..) 

Beweis.   Setot  man  Ajt  ^  h-^ki,  so  wird  Eonächst: 

As 

_  /  <p  ix  +  h,y-\-k)  —  y  {x,y-]rk) 

^  r  Ä 

+  l  X;  +  *  i  / 


In  Folge  der  nach  dem  oben  Gesagten  ans  der  Vorans* 
setzang  folgenden  Stetigkeitseigenachafteii  der  FnnctioDeD 
^(^ty)i  w(^^y)  partiellen  Differential-Qaotienten 

ist  es  gestattet  anf  die  sSmmtlicben  hier  auftretenden  Differenzen- 
Quotienten  den  RoUe'schen  Mtttelwerth-Satz  anzuwenden. 

Bezeichnet  man  also  mit  0^  {}\  7j,  ij'  reelle  Grössen,  welche 
dem  Intervalle  von  0  bis  1  (mit  Einscbluss  der  Grenzen)  an- 
gehören, so  kann  man  setzen: 

1)  Dabei  kommen  natflrliefa»  fiilh  t  auf  der  Qrente  ?on  T  oder 
in  deren  Nfthe  liegb,  nor  solche  At  in  Betraeht^  tOr  wekke 
noeb  dem  Bereiche  T  angehört. 

Der  analoj^e  Satr  für  Functionen  einer  reellen  Veränderlich*»!! 
findet  sich  bei  Tanner  v.  Intr'uluction  ;i  l:i  theorie  dos  t'onctions,  p234; 
desgl.  bei  tSiülz,  Gruud2.üge  der  Ditlerenti&l-  u.  labegraireciiiiung,  p.&6. 
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Es  iit  aber  andensraMtB  naeli  GL  (2): 

oder  mit  Benützung  der  Beziehungen  (3): 
(6) 

Sabtrabirt  man  jetxi  dieae  Gleichmig  Ton  61.  (5),  so 

ergiebt  sich: 

k 

Nun  kann  man  nach  dem  oben  Gesagten  (s.  Ungl.  (4)) 
Q  SO  tixiren,  dass  für  "^6*1         j/»-j-A;i|  <C  i^,  der 

MAtli.-pb7a.  Ol.  2.  20 
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abfiolatd  Befcrag  jeder  Klammergrosse  unter  eine  beliebig 

kleine  positiTe  Grösse,  die  mit  j  beseicbnet  werden  m5ge, 

herabsinkt.  Da  ausserdem  bei  beliebigen,  nicht  gleich7^itig 
verschwindenden  reellen  Werthen  von  h  und  h  stets: 


so  folgt  schliesslich: 
(7) 


Hiermit  ist  der  oben  ausgesprochene  Satz,  d.  h.  der- 

jj^nige  Satz,  welcher  für  den  exacten  Beweis  des  Cauchy'- 
sclien  lategral-Theoreuis  erforderlich  war,  bewiesen. 

Ad  dieses  Resultat  Ifisst  sich  nun  noch  die  folgende  für 
die  schärfere  Begründung  der  gesammten  0aDch7*seheD 
Functionen-Theorie  nicht  unwichtige  Betrachtung  knOpfen. 

Schreibt  man  in  Ungl.  (7)  /  statt  j?,  so  wird: 


(8) 


— - — — -^—^  ~^f\ß)  <  «      *dr;  \A£\<iQ 


unter  der  Yoraussetzung,  dass  auch  z  und  Z+^jr  dem  Bereiche  T 
angehören.  Setet  man  dann  in  (7):  Jjt  »  Ci  in  (8):  ^»  =^  C\ 
wo  die  Ci  ^'  zwei  beliebige  eomplexe  GrOssen  bedeuten,  deren 

ubsuluter  Betrag  unterhalb  o  liegt,  so  folgt  durch  Subtraciion 
der  Ungleichungen  (7)  und  (8): 

(9,  _/l£±Ozl(^ 


2£. 


In  Folge  der  Stetigkeit  ron  fie)  kann  man  jetzt  / 

nahe  genug  an  ^  wUlibMi,  dass  !/''(/)  —  /  U)  beliebig  klein 
wird;  insbesondere  wird,   wenn  man  |*'-r|<e  nimmt, 
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\  ('(/!  ) — /  (•")  I  *^  «•')  sodass  ÜDgl.  (9)  die  folgenden  nacii 
lieh  siebt: 


(10) 


5 

(wenn  man  mr  AbkOrzang  d  statt      flchreibt).  Man  kann 

somit  an  Stelle  des  oben  bewiesenen  Satzes  jetzt  anch  den 
folgenden  setzen: 

Sind  f  (jt),  f  {e)  eindeatig,  endlich  und  stetig  im 
Innern  und  auf  der  Grenze  eines  gewissen  Bereiches 

so  ist  der  Differenzen-Quotient: 

c 

eine  gleichmässig  stetige  Function  der  beiden  Vari- 
ablen s  und  C  für  <^lle  e  des  Bereiches  T  und  alle 
f,  deren  absoluter  Beirag  nnter  einer  gewissen 
Grenze  q  liegt,  d.  h.  jeder  beliebig  klein  yorgelegten 
positiYen  Grosse  d  Iftsst  sieh  eine  positiye  Grösse  q 
ao  zuordnen,  dass  die  Ungleichongen  (10)  stattfinden. 

')  Setzt  man  nftmlich: 
■0  wird: 

+ *  Wi  Vi  («.  y)}t 

d.  h.  aof  Grand  der  oben  getroiFeBen  Bestimmung: 

-/•(-')!  <l   för:  !Ä+Ä:i|<e. 

20* 
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8itm»0  der  matkrpkjfi,  CUum  wm  SS,  Jmn  1895, 


Der  Satz  in  dieser  Form  besitzt  nun  die  wichtige  Eigen- 
schaft, auch  umkehrbar  so  sein,  d.  h.  man  kann  ans  dem 
Bestehen  der  ÜDgleichuagen  (10)  —  welche  offsnbar  die 
Endlichkeit  and  Bändeutigkeit  ▼on/*(#)  als  eelbstTerstandliche 
VorausBetznng  enthalten  —  die  Stetigkeit  von  f(z),  sowie 
die  Endlichkeit,  Eindeutigkeit  und  Stetigkeit  von  /"(^)  folgern : 

Setzt  man  nämlich  in  (10)  Sf' =  £^  so  wird: 


(H) 


<<J  fto:{jQ<e, 


und  hieraus  folgt  zunächst,  dass  der  Differenzen- Quotient 
/  (^"t"^) — fJil  Kjif  limC^^O  dnen  eindentig  besümmten, 
endlichen  Greuzwerth  besitzt,  sodass  man  setzen  kann: 
(12)  H„A^+C)  -/M  _ 

d.  h.  f(z)  besitzt  in  T  durchweg  einen  endlichen,  eindeutig 
bestinimten  Differential-Quotienten,  ist  also  eo  ipso  anch  eine 
stetige  Function  von  8,  Dm  auch  noch  die  Stetigkeit  von 
f{»)  sa  erkennen,  bemerke  man,  dass  aus  (11)  und  (12)  folgt: 


(18) 


und  analog  für  jeden  anderen  dem  Bereiche  T  angehdrigeu 
Werth  /: 


(14) 


<d. 


Hieraus  folgt  durch  Snbtraction: 


(15)  ir(/)-r(*)i<:2d-i- 


und  wenn  man  jetzt  /  der  Bedingung  unterwirft:  \m — 
so  findet  man  schliesslich  mit  Benfitsung  von  Ungl.  (10): 

(16)  I A^')  -  /'(*)  I  <  9», 
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womil  die  fragliche  UmkehraDg  des  obigen  Saiases^)  in  allen 

Theilen  bewiesen  ist.  Nunmehr  kann  man  aber  jenen  Satz 
mit  der  eben  bewiesenen  Umkehruug  in  die  folgende  präg- 
nantere Furm  zusfirtmienf  !l^^<en : 

Die  nothwenäigc  und  hinretchenäe  Bedingung 
dafür,  dass  die  im  Bereiche  T  endliche  und  ein- 
deutige Function  [(e)  daselbst  stetig  ist  und  einen 
endlichen,  eindeutigen  und  stetigen  Differential- 
Quotienten  f(jg)  besitst,  besteht  darin,  dass  der 

Differenzen-Quotient  f^^'^^'^^f^'^  für        VVerthe  e 

des  Bereiches  T  und  alle  Jjr,  deren  absoluter  Be- 
trag unter  einer  gewissen  Grenze  liegt,  eine  gleieh- 

raässig  stetige  Function  der  beicieu  Variablen  e 
und       sein  niuss. 

Die  gleichoiäääige  ^Stetigkeit  des  Differenxen- 
Quotienteu  in  dem  näher  deiinirten  Sinne  bildet  also  die 
noihwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür,  dass  die 
endliche  und  eindeutige  Function  f{ß)  im  Sinne  Gauchy's 
synektisch  ist 

Ich  möchte  schliesslich  diese  Gdegenheit  benlltsen,  um 
den  in  meinem  frfiberen  Aufmtie  mltgetheilten  histonseben 
Notizen  einige  Ergänzungen  hin/u/-ufügen. 

Ich  habe  dort  u.  a.  hervorgehoben,  dass  der  auf  die 
Integralformel: 

gegrfindete  Beweis  des  Caachy^schen  Satzes  bereits  von 
Gauchy  selbst  gekannt  und  auch  in  der  Hauptnehe  publi- 

cirt  worden  sei,  und  glaubte  aus  dem  Umstände,  dass  jener 

Beweis  —  im  Gegensatze  zu  dem  ursprünglich  von  Ctiuchy 
gegebenen  und  dessen  Modificationen  —  ganz  allgemein 

1)  Das  Analogen  Ar  Fimettoneii  einer  leeUsn  VsriaUen  findet 
man  bsi  Haraack,  |!lem«ate  der  Diff.-  und  bitcigr.-Sedmimff,  p.  87. 
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als  der  Riemanii'sohe  bezeichnet  wird,  den  Schluss  ziehen 
za  dürfen,  dM8  jene  Thataaehe  bisher  » völlig  onbemerkt* 
geblieben  aeL^)  Icli  hätte  statt  desBOii  etwa  sagen  aoHen: 
.nahezu  unbemerkt*.  Denn  ich  habe  inzwischen  die  Wahr- 
nehmung gemacht,  dass  Gasorati  in  der  historischen  Ein- 
leitung meiner  .Teorica  delle  fuiiziuui  di  variabili 
comp] esse*  jener  C a uc Ii y 'sehen  Note  ausdrücklich  Er- 
wähnung thut.  Das  Gleiche  ist  auch  in  dem  jüug.st  er- 
schienenen Referate  der  Herren  Brill  und  Nütlier  über 
,Die  Entwicklung  der  Theorie  der  algebraischen  Functionen* 
geschehen.')  Immerhin  kann  wohl  kaum  bestritten  werden, 
dass  das  mathematisehe  Publtknm  mit  Ausnahme  einer  stchev- 
Uch  sehr  kleinen  Minderheit  den  fragliche  Beweis  bisher 
ganz  aosschliesslich  auf  Riemann*s  Conto  gesetzt  hat. 

Femer  habe  ich  inzwischen  bemerkt,  dass  uucl)  Herr 
Falk  im  Jahre  1883  einen  Beweis  des  C au chy 'seilen  Integral- 
satzes Yeröffentlicht  hat.^)  Das  Original  der  betreffenden 
Arbeit  ist  mir  leider  bisher  nicht  zugänglich  gewesen.  In- 
dessen lässt  sich  aas  einem  Auszuge,  den  der  Verfasser  seihst 
in  einem  Briefe  an  Herrn  Hermite  mitgetheilt  hat,')  immer- 
hin so  Tiel  ersehen,  dass  jener  Beweis  in  seiner  ganzen  An- 
lage sehr  einfach,  wenn  auch  vielleicht  etwas  weniger  natOr- 
lieh  erscheint,  als  der  von  mir  gegebene,  und  dass  er  ins- 
besondere wieder  auf  gewissen  Voiaussetzungen  über  die 
BeschatVcnheit  der  lutcgrations-Cnrven  In^rubt.  deren  princi- 
pieUe  Ueberflüasigkeit  ich  gerade  nachzuweisen  versucht  habe. 

')  a.  a.  0.  p.  44. 

2)  a.  a.  0.  p.  79.  Späterhin  fp.  870)  wird  freHich  der  fragliche 
Beweis  wiederum  l«digiioh  aof  die  Riemanii*MhoI>iii0rtatioB  imOck- 

Ifeführt. 

Jahresbericht  der  deuttichenMaibematiker-Vereinigaog,  Bd.  IQ, 

p.  173. 

Demonstration  da  th^orbme  de  Caachy  aar  TintC* 
grale  d'une  fonetioa  compleza  (Nova  Acta  Begias  Soe.  Upe^ 
lisnsis»  Her.  III,  T.  XII). 

^)  Darboiix,  Bolletm,  2.  sdrie,  T.  VII,  p.  187. 
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Sitsnng  Tom  6.  Juli  1896. 

1.  Herr  H.  SXBI.IQEB  legi  eine  Abhandlang  des  Herrn 
Gymnasiallebren  Dr.  Adolf  Schmidt  in  Gotha:  ,Hiithei* 
loogen  fiber  eine  neue  Berechnung  des  erdmagneti'» 
sehen  Potentials*  Yor,  welche  in  die  Denkschriften  auf- 
genommen werden  soll. 

2.  Herr  W.  Dtck  macht  eine  Mittheilung:  .Beiträge 
zur  Potentialtheorie.  H.  Die  Gauss'sche  Formel  für 
die  gegenseitige  Umschlingung  zweier  Baumcurven 
und  ihre  Ausdehnung  auf  höhere  Mannigfaltigkeiten. 

Darstellung  als  K  rouecker'sche  Charakteristik  eines 
Fiirilainen Systems."  Der  Bericht  hierüber  folgt  im 
nächäteu  Helte. 
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Venelcbniss  der  elngelaufenett  Braeksclirinen 

Januar  bis  Juni  1695. 


Die  vorehrlieben  Oesellachaften  und  Inatitut«,  mit  welchen  unsere  Akiidoniio  in 
Tuueliverkehr  stebt«  werden  gebeten,  naelatobendes  Yaneiebnisa  sugloieb»!«  Kmpikngs- 
bMtlUgims  sn  batniahtoii. 


Yim  felgMideii  OMeUsduflaii  und  Institiitaii: 

Z«i«wbrift.  le.  Band.  1894.  8^. 

HiOorUdu  QtaeiUdhaft  in  Aaram: 
Aigovia.  Band  XXV.  1694.  8>». 

Univenitff  of  ike  State  of  New 'York  in  JJBnmif: 
State  Libfarj  BaUetin.  Legislation  No.  5.   1896.  8fi, 
Guddektt'  und  Mterthumsforsch cndt  GeselUchafl  des  Osteriandea  in 

Mittheüun-en.    Band  X,  K.'ft  1.    1805.  S^. 

Natur forscheftde  (ri'>itiii.sLhaß  ih\s  Ostcrlandrs  in  Al(cnburg: 

Miitheilungen  aus  dem  Ueterlande.    N.  F.    i^md  6.    1894.  8^. 

Historischer  Verein  in  AuyiiOur<j; 

ZeiUchrüt.    H  ui  i  XXI.    1894.  S«. 

Johns  Hopkins  Unicersity  in  Baltimore: 

Circulars.    Vol.  XIV,  No.  116—118.    1895.  4^ 

JlisturiacJicr  Verein  in  Bamhetff: 

64.  u.  66.  Bericht  f.  d.  Jahre  1892  u.  1893.    18D3/94.  8«. 

Naturforachende  Gesellschaft  in  Baselt 

Terba&dlangen.  Band  X,  No.  8.  8.  1894/96.  8P. 

.HtifonMAe  wmI  aititiqwiriid%e  Geaelhchaft  in  Sa$^: 

19.  Jahreabericht  fiber  das  Jahr  1899/tM.   1894.  8P. 
Mittheilimgeii.  N.  F.  lY.   1894.  foL 
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Genootschap  van  Jcunsten  en  wetenachapjycn  in  Batavia: 

Tijd8chrift.    Deel  37,  afl.  4-6.    Deel  38,  1—3,   1884.  ö"». 

Noiulen.   Deel  82.  No.  1-3.   1894.  S*. 

Verhaadeliagen,  Deel  47,  8.  stnk.  1884.  4^ 

Cat;ilo>,'Ud  der  ethnologMche  Tenamoling.    4.  drak.  SapplemeBt 

1Ö94.  80. 

Nederlandscb-Indisch  Plakaatboek  1602—1811.  Deel  XIL  1894.  &*. 
Daffb-B^Utor  gebonden  int  Ca»teel  BataTia  Am  1668.  18d4.  8*. 

O^MTVOtory  in  BaUmia: 
ObwrnOaoni.  Toi.  16,  1893.   1894.  fol 
Rege&waafe&exniDgen.   XV.  Jahrg.  1693.  1894. 

K.  SefJ)ische  Alademiv  in  Belgrad: 
Srp^ki  ptnograf^ki  sbornik.    Kniga  I.    1894.  8®. 
Glas.    XX,  No.  45-47.    1694/95,  8^. 
Spomenik.  No.  28.  1888.  4<>. 

Mumm  tu  Bergen  (Norwegen): 
On  the  development  and  stractare  of  the  whale.  Part  I.   Bj  Ooei. 

nt)]dherg  und  Fridtjof  Nauen.   1894.  fol. 
Aarbog  für  1893.    1894.  89. 

Universihj  of  California  in  Berkeley: 
Bulletin  of  the  Department  of  Geology.    Vol.  I.    1S93— 1895.  89. 
Uegistor  of  the  Universitj  of  California  1893—1894.  8°. 
Biennial  Report  of  the  President  of  the  Univerutjr  1898.  Saonaienta 
1894.  80. 

Annual  Report  of  the  Secretair  of  the  Board  of  Kegenta  of  the  ünl- 
▼ersity  of  California  for  ine  year  ending  Jone  80.  1894.  Staem- 

mcntü  189  t.  8^. 

A  brief  account  ot  the  Lick  ObseiTatory  bj  Kdw.  Ö.  üolden.  Sacra« 
mento  1896. 

Beport  of  work  of  the  agricnltnral  experiment  rtatione  tot  1992/9^ 

Sacramenfco  1894.  B^. 
Report  of  viticultaral  work  duri^  the  seasons  1887 — 80  by  L.  Par 

parelli.  Sacramento  1899.  8r. 
List  of  recorded  Eartbqoakee  in  Californiai  by  Edw.  S.  Holden.  Saarn» 

mento  1887.  89. 

K.  preussische  Akademie  der  Wissemchaßen  in  Berlin: 
.Sit/unpshprichtc.    189J,  \o.  39—53.    1895,  No.  1-25.    fpr.  8«. 
Inacriptiönes  graecae  insulurum  maria  Aeg^aei.    Faac.  1.    1895.  foi. 

K.  geolog.  LandesanstaU  und  Bergakademie  in  Berlin: 
Jahrboeh  fftr  dae  Jahr  1898.  Band  XIV.  1894. 

Deuteeke  eft«ffi«Mfte  Cfeeetttekaft  in  BeiUn: 
Beriebte.  97.  Jabig..  No.  19-91.  98.  Jabig.,  No.  1-11.  1894/96.  8^. 

MedieiniMhe  Gee^kehaft  in  BerUn: 
Yerliaadlungen.  Baad  XZV.  1695.  6^. 

Deutsche  geologische  QesdMuift  in  BetUn: 
2eitecbriA.  Bd.  46,  üeft  8.   1894.  8*. 
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Physikalische  Oesetttehafi  in  Berlin: 
Die  Foitacbrilte  der  Phjraik  im  Jahn  1868.  AU.  I— III.  Braiioaohwdg 

1894.  8^. 

FhijaitAogisclui  Gesellschaft  in  Berlin: 
Centralblatt  fBr  Phytioloide.  Bd.  VUL  18M.  Ko.  20-96.  Band  IX. 

1895    No.  1—7.  80. 
Verhandlangen.   Jahrg.  1894/95,  No.  1—16.  B«. 

K.  technische  Jfochschtde  in  Berlin: 
Das  Gesets  von  der  Erbaltimg  der  Energie  und  seine  Bedeutung  für 

di«  Techoik.  Bode  tod  A.  Slaby.  1895.  4P, 

Kaiaerikh  deuUd^  arMologiithea  IneiUiU  mi  Bedm: 
Jahrbuch.    Band  IX,  Heft  4.  Band  X,  Heft  I.   EkgliiBiiogiheft  8. 

1895.  4°. 

Antike  Denkmilk-r.    ßand  !!,  Heft  2.    1895.  fol. 

K.  preusa.  meteorologisches  Institut  ift  licrfift: 
Ergebnisse  der  meteorol.  Beobachtungen  in  PoUdaiu  lui  JaUru  lS9a. 
180B.  fbl. 

Brgebnisge  der  Beobachtungen  aa  den  Siatioiken  II.  uod  HI*  Ordaung 

189t.    Heft  2.    1895.  fol. 
Ergebnisse  dermeieorol.  Beobachtungen  in  Bremen.  Jahrg.  5.  1895.  fol. 
Deataches  Meteorol.  Jahrb.  fttr  1891.  Heft  S.   1896.  4®. 

Jakrhiuh  über  die  Fortsehritte  der  Mathematik  in  BetUn: 
Jahrbuch.  Bd.  XXIV,  Heft  1.   Berlin  1895.  8^. 

Verein  lur  Vertfreitung  des  Gartenbaues  in  dm  preussisehen  Staaten 

in  Berlin: 
GartenÜora.    43.  Jahr<,Mn^^.    1891.  4« 

Naturwissetuschaftliche  Wochenschrift  in  Berlin: 
Woehenechrift.  Band  IX,  Heft  11. 13.  BandX,  Heft  1—5.  1894/95.  fol. 

Zeiteehnft  für  Jnstrummttenkunde  in  Berlin: 
Zeitsehrift.  XV.  Jahtirang  1895.  Heft  1—6.  4^ 

JUgemeine  gemMiiefitrsdtende  QeselUdiaft  der  Sdmm  tu  Bern: 
Jahrbuch  für  Bchweiserioehe  Geecbichte.  30.  Baad.  Zürich.  1865*  8^. 

Natural  Histonj  and  Phtlosopkieai  Societff  in  Birmingham: 
Froceedings.   Vol.  IX,  1.    1894.  8^. 

B.  Accademia  delle  Scicnze  delVIstituto  di  BUogna: 
Memorie.   Serie  V.   Tora.  III,  faac.  1—4.    1893.  i^. 

B.  Depniazionc  di  ^turia  patna  tn  Bologna: 
Atti.    lU.  Serie.    Vol.  XII,  fa^c.  4-6.    1895.  BP. 

Socicte  de  geotjraphie  commerciale  in  Bordeaux: 
Bulletin.  1894.  No.  33.  34.   1895.  No.  1—13.  8^. 

American  Academy  of  Arts  and  Sciences  in  Botion: 
Fkooeediiigs.  YoL  XXIX.  1694.  8^. 

JPhWc  JJbrairy  in  BMon: 
48.  anaoal  Report  1804.  1895.  8^. 
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Boston  Sodeh/  of  natural  History  in  BoaUm: 
Proceedtnpfs.    Vol.  XX7T,  part  2.  8.    1894.  4P, 
Memoirs.    Vol.  iJI,  No.  14.    1894.  4*», 
OeeMioBftl  Pkpen  IV.   1894.  Sfi. 

Siadtmagittrat  sw  Browuthweig: 
0rkoDdeiilnich  der  Stadt  Brnmuehweig.  Band  U,  Alith.  1.  1896.  4<>. 

NatwwissenschaftlicJier  Verein  in  Bremen: 

Abhandlungen.    Band  XIII,  Hoft  2.    1895.  8*'. 

Beiträge  z.  nordwe.stdeutsclien  Volks-  u.  Landeskunde.  Heft  1.  1^.'r>.  m  *. 
Historisch- statistische  Sektion  der  k.  k.  mährischen  Landwiithnduiftif 

Oesdte^fi  in  BrAm»; 
Schriften.    Band  29.    1895.  80. 
NotisenblatL  Jahrg.  1894.  40. 

Natur  forschender  Verein  in  BfMnfi; 
Verhandlungen.    32.  Band  1893.    181H.  8<>. 
XII.  Bericht  der  meteoroi.  Commisjiion.    1894.  8^. 

Aeadfynie  Boyde  de  midecine  in  BrUssd: 
Balletin.  IV.  S^rie.  Tome  7,  No.  II.  Tome  9,  No.  1-4.  1891/95.  8*. 
Äcadimie  Boyaie  des  «eieiteet  in  BrOatd: 

Annuaire  1895.    61»  ann.'e.  8°. 

Bulletin.  3«  Sör.  Tome  28,  No.  12.  Tome  29,  No.  1-6.  1894/95.  8<>. 

Societe  des  BoUandisteH  in  Brussel: 
Analecta  Bollandiana.  Tom.  XIV,  fasc.  1.  2.  1895.  S®. 

SoeiHi  Mge  de  yiologie  in  BrAssel; 
Balletin.  Tome  II,  4—7.   1888/93.  Sfi. 

American  philosophical  Association  in  Jiryn  Manof  (PentifhawienJ» 
Transactiona.    Vol.  25.    1894.    Boston  1894.  8®. 

K.  ungarische  Akivlemic  der  Wtssteii'^chnftfn  tu  Budapest: 
Mathematische  u.  naturwissenschaflUche  Berichte  aus  Ungarn.  Bd.  XIL 

1.  Hälfte.   Berlin  1895.  8^. 
Ungariscbe  Revue.  14.  Jahrg.  Heft  9.  la  1895.  Heft  1—4.  Bodn- 
peat  1894.    {?r.  8«. 

K.  ungarische  geologische  Änst(üt  in  Budapest: 
Jahresbericht  für  1Ö92.    1894.  8^. 
Földtani  kOslöny.   Band  XXIV.  Heft  11.  12.  1894.  8^. 
Qeologitche  Specialkarte  von  Ungarn.    Blatt  Zone  14.   Ool.  XXX 
mit  erklärendem  Tt>xf,    1«94.  8". 

Sodetif  of  natural  sciences  in  Buffalo: 
Bulletin.    Vol.  5,  No.  4.    1894.  8». 

Aeademia  Bomana  in  BnJtßrest: 
Oocumente  privitöre  la  ietoria  Roml^ilor.  Sappl.  I.  VoL  6.  SiqipL  IL 

Vol.  2.    1895.  40. 
Analele.    Ser.  II.   Tome  14.  1891—92.  Sect.  liter.  u.  Sect.  Scientif. 

«  15.  1892->98.  Sect.  liter.  a.pArteaadmini8tr. 
,    16.  1808  -94.  PaHeaadmintetr.  189Q/94.4« 

Festreden  1*^">J95.  4*\ 

baiimele  Uomaue.  ätadiu  comparativd  de  Lasar,  Saiuenu.  1896.  8^. 
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Instüuto  y  Observatorio  de  marina  de  San  i'emando  m  Caäix: 
AnalM.   S«ccion  2.    Ano  18ü3.    1B04.  fol. 

SocieU  Linnhnne  de  Nommndie  in  öaen: 
Bulletin.    4*  S^.    Vol.  8,  faac.  8.  4.    1895.  8» 

Meteoroloyical  Department  of  the  Government  nf  Jvdin  in  CnJcuita: 
Monthly  Weather  Review  18'J4  July — Deceuiber.    169.').  ful. 
Meteorological  Ob^ervations  1894  July— Deeenber.    1895.  fol. 
Indi  ui  Meteorological  Memoin.  Vol.  V,  |»rt  4.  6.  6.  Vol.  VII.  1.  8. 
1894.  fol. 

Instructions  to  ob.servers  of  the  Jndian  Meteorological  Department. 

By  J.  Eliot.    1894.  SP. 
RainfiiU  of  India.    IIH  year  1S93.    1894.  fol. 

ÄskUie  Society  of  Bengnl  in  Caleuttar 
Bibliotheca  Indica.   New  Ser.    No.  847—849.   1894.  8». 
Journal.   No.  SSa  340— 34S.    1894/95.  &>. 
PMceediiiip.  ia94.  Ho.  X.  1896.  No.  I— III.  1894/96.  6*. 

üMlogieat  Survey  of  India  in  (MetUta: 
Reoords.  Vol.  27,  part  4.  Vol.  38,  part  1.  3.  1894/95.  4«. 

PhHoiophietd  Society  in  Cambridge: 
Piooeedingt.  VoL  Vm,  part  4.  1896.  8*. 

Museum  of  comparative  zoology  in  Cambridge,  Mose,: 
Annnal  Report  for  1898-94.    1894.  «o. 
Ifamoirs.   Vol.  XVll,  No.  8.   1894.  4''. 

BollflÜii.  Vol.  XXV,  No.  19.  Vd.  XXVI,  No.  1. 2.  Vol.  XXVU.  No.  1. 
1884/B6.  VoL  XVI,  No.  16.  1896.  BP. 

Attfonomieal  Obeenatory  at  Harvard  College  in  Camibridge,  Mate»: 

49th  annoal  Report  1893—94.    1894.  8». 

Annal«.  Vol.  XXXV.  Waterville  1894.  Vol.  XXXII,  part  1.  1895.  4®. 

Accademia  Gioenia  di  sciense  JtaturnH  in  Catnnia: 
Atta.   Serie  IV,  Vol.  7  und  Bullettino,  fasc.  36-38.    1894.  4®. 
Physikalisch-tecknisclie  Jieidisanstalt  in  Charlottenhurfj : 

Herstellung  und  Untersuchungder  Quecksilber-NormalthermoiDcter  von 
J.  Fdrnel,  W.  Jftgor  o.  B.  Chunlich.  Berlin  1896.  4^ 

JPWItf  ColviMan  Mueeum  in  Chicago: 
FablicalMmi.  Vol.  I,  No.  1.  1894.  *8<». 

ZtiUclmfi  ^The  Momei*'  in  Ckkago: 
Tho  Moniit.  Vol.  V,  Now  3.  8.  1896.  8». 

«Dbe  Open  Court"  in  Ckieago: 
The  Opeii  Court  No.  883  -898.  896—408.   1894/96.  4P, 
Metorieth-antiquariedte  Oeedledtafi  in  Ckur: 
XXIV.  Jabmbericht  Jahrg.  1894.   1896.  8». 

Observatory  in  Cincinnatt: 
PablicatioiiB  of  the  Cinciimati  Obaervatoty.  Nr.  18.   1896.  4P. 
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Chemiker-Zeitung  in  Göthen: 
Chenuker-ZeitunK  1894.   No.  102-104.   1895.   No.  1— 47.  fol. 

Naturhistorische  Gesellschaft  in  Colmar: 
Mittheilungen.    N.  F.    Rand  2.    Jahrj^ng  1891-94.    1894.  8». 

Academia  uacinnal  de  cirticin<i  in  Cijrdoha  (Rep.  Argentina): 
Boletin.    Tom.  XII,  2.  XIV,  1.    Buenos  Aires.  1891—94.  8<». 

Universität  in  (^zernmcitz: 
Verzeichniss  der  Vorlesungen.    Soramer-Sem.  1895.  8®. 

Historischer  Verein  in  Darmstadt: 
Quartalbl&tter  1894  in  4  Heften.  8«. 

Verein  für  Hessische  Geschichte  in  Darmstadt: 
Archiv  fQr  Hessische  Geschichte.   N.  F.    Band  II,  Heft  1.   1895.  8°. 

Colorado  Scientific  Society  in  Denver,  Colorado: 

Proceedings.    Vol.  IV,  1891—93.    1804.  8«. 

Verein  für  Anhallische  Geschichte  in  Dessau: 

Mittheilungen.    Band  VII,  Theil  2.    1895.  8°, 

Union  ijiocjraiihiiiue  du  Nord  de  la  France  in  Douai: 

Bulletin.  Tome  XV,  3«  trimestro.  Tom.  XVI,  4«  triraestre.  1894.  Bf^. 

Socivtt'  n>ifrnnomif{ur  Eusse  in  Dorpat: 

Ephumeridis  des  etoile.%  pour  lö'.>5,  8**. 

Royal  Irish  Acadeiny  in  Dublin: 

Proceedingi.   8er.  III.  Vol.  8,  No.  8.   1894.  8^. 
Cmminghain  Hemoirs.  No.  10.   1894.  4*. 

Oeoloffieal  SoeiHp  in  Bdüdmrgh: 
Transactioiig.  Vol.  VI,  pui  4.  1892.  8^. 

Boyal  Soekly  in  EäiiAwtffk: 
Proeeedingt.  Vol.  XX,  page  806—884.  1695.  8^. 

Oymtuuium  tu  Eituuiith: 

Jahreaberiebt  für  1894/95  nebst  Abhandlung  von  0.  KOhn:  ftegeaten 

cnr  He^chichte  des  Gymnasiums.    1895.  4®. 

K.  Akademie  gemeinnütziger  WissensdH^Un  in  Erfurt: 
JabrbOcber.   N.  F.   Heß  21.    1895.  8^. 

Jieale  Accademia  dei  GeorgofUi  in  Florenz: 
AitL  Set.  IV.  Vol.  17,  dinp.  3.  4.   Vol.  18,  disp.  1.   1894/95.  8^. 
E.  Deputazione  dt  storia  )>atna  in  FioretU: 

Documonti  di  itoria  italiana.  Documenti  delT  anticn  costitauone  dell* 

comune  di  Firenzo,  pubbl.  da  P.  Santini.    1895.  4". 

Senckenher(jis<  lir  nul  iirfirsrhendc  GescUschnft  in  Frankfurt  a/M.: 
AbbandlaugeD.   Band  XVllI,  Ueffe  4.   1895.  4». 
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Naturwissenschaftlicher  Verein  i»  Frcaütfwit  aJO,: 

Heliof«.    12.  Jalir^r.    Nn.  7  —  12.    1894/95.  8^ 

8o€ietatum  Litera«,  8.  Jahrg.  1894.    No.  10—12.    9.  Jahrg.  1895. 
No.  1—8.  8^. 

UwinenitiU  ISreihurg  in  der  Sdhweit: 

Collectanea  Friburi^ensia.    Fase.  III.    1695.  4^. 

Festreden  1894/95     1995  8^ 

Behörden,  Lehrer  und  .Stuiiirende.  S.-S.  1895.  W.-S.  lö9o/96.  1895. 
AntorittSs  professeurs  et  ötudiants.   Sem.  dliiver  1894/95.   1894.  8^. 
Index  lectlonam.  S.-S.  1895.  8^. 

Oberhessischer  Geschieht sverein  in  Qieuent 
Mittbeilnngen.   N.  F.    Band  V.    1894.  8°. 

K  ff<»f!rllschaft  der  Wissenschaften  in  Güttingen: 

GOttingiRche  gelehrte  Anzeigen.    1895.   No.  1~6.  4P. 
Nachrichten.  FbUol-hiit  Glaaie.  1894.  No.  4.  1895.  Nr.  1.  2  S«*. 

,  Mathem.-phys.  Classe.   1894.  No.  4.   1895.  No.  1.  9^. 

Nachrichten  n   j^cschJiftliche  Mittheilunpfen.    1895,    Heft  1. 
Julias  Flückerä  gesammelte  wissenschaftliche  Abhandlungen.  Band  I. 
Leipzig  1895.  8^. 

ObeiUufUtieehe  Oea^aduiß  der  WieeenetAaften  tu  QörUU: 

Neues  Laasitdeches  Hagasiii.  Band  70«  Hefl  2.  1894.  8^. 

Ute  Joumdt  of  ComparaHw  NeurcHoffy  in  GramiUe  (ü,  8t,  A,): 

The  Journal.  Vol.  IV.  p.  198-906  u.  CLIII— CCXII.  Vol.  V,  p.  1-70 
n.  I— XXVI.  1694/95.  8^. 

Nafunrissenadtoftlieher  Verein  für  Neu^Vorpommernin  Oreifewatd: 
Mittheilungen.    26.  .Tahrg.  1894.    Berlin  1896.  8^. 

l'Tifsh  n-  und  Lawlrssrlfffh  -ti  (rrimmn: 

Jahresljoricbt  189  4/05  mit  Abhandlung  von  i*.  Meyer;  Samuel  Fafen- 

dorf.    1895.  4». 

K.  Instituui  voor  de  Taal,  Land-  en  Völkenkunde  im  Haag: 

Bijdragen.  V.  Heeks.  Deel  IX.  VI.  Reeks.  Deel  I,  No.  12.  1894/96.  8". 
Naam^jet  der  leden  op  1.  Jannar  1895.  1895.  8^. 

3Vyler  Genootedtap  in  Haadem: 
AiebiTOS  da  Mne^  Teyler.  8er.  II.  Vol.  4,  parfcie  III.  1894.  4<^. 

Societe  HoUandaise  de$  Sciences  in  Haarlem: 

Archives  Neerlandaises  des  scienoes  exactes.  Tome  28,  livr.  5.  Tome  29, 

üvr.  1.    1895.  80. 

Kaiserl.  Leopcldinisch-Carolinische  DeviUfäke  Akademie  der  Natur- 

foraeher  in  Be^e: 

Leopoldana.  Heft  80,  No.  21—94.  Heft  81,  No.  1—10.  1894/96.  4«. 

VeutsiAe  morgentändieeKe  GeeeUeekaß  in  Halle: 

Zeitscbrift.  Band  48,  Heft  4.  Band  49,  Heft  1.  Leipsig  1894/95.  8^. 

Jahrbuch  der  Elektrochemie  in  Halte: 
Jahrbneh.   1.  Jabrg.   Halle  1896.  SP. 
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Universität  in  Halle: 

Das  zwcibundertjährige  Jubiläum  der  Universit&t  Halle-Wittenberg. 

Feitbericht  von  D.  B.  Bfljiehlftg.   1896.  49. 
Yeneieliiiiss  der  Vorlesungen.  Somm.-Sem.  1895.  A^, 

Nntunriss^etischiißlichcr  Verein  für  Sachsen  und  Thürinrfen  in  ITnlle: 

ZeiUclirift  für  Naturwissenschaiten.   Band  67,  Heft  6  o.  6.  Leipaug 

1Ö94/95.  8". 

TMrjn^iseft^tddktMer  Verein  fOir  ErfttreAung  wUeH.  AhwIfUiWU 

in  HaUe: 

Nene  MiUheilungen.   Band  XIX,  1.    1895.  B°. 

Verein  für  Hamburger  Geschichte  in  HamiHtff: 
Mittheilunj^pn.    16.  Jahrg.  1898/94.    1894.  8«. 

Verein  für  naturwissenschaftUche  Unterhaltung  in  Hamburg: 
Verhandlungen.    Band  VlII.    1891—93.    1894.  Ö». 

NatuntimntehafÜidier  Fenim  m  Hamburg: 
Abhuidlongen.  Buid  XIII.   1885.  4^ 

Hittomdter  Verein  ßr  Nieäereaduen  in  Bamioeer: 
Zeitschrift.   Jahrgang  1894.  8°. 

▲tl«8  vorgeschichtlicher  Befestigungen  in  Niedenacbsen.  Heft  8.  n.  4. 
1890—94.  fol. 

ümeertUät  Heiddberg: 
Erwin  Robde,  Die  Religion  der  Oriechen.  Bad«.  188ft.  49. 

Hietorisch- philosophischer  Verein  in  Heidelberg: 
Nene  Heidelberger  Jahrbücher.    Jahrg.  V,  Heft  1.    1895.  8«. 

Naturhistnrisch-medicinischer  Verein  zu  Heiddberg: 
Verhandlungen.    N.  F.    Band  V,  Heft  3.    1894.  8^*. 

V^crriii  fiir  siehenhiiriiische  Layideshunde  in  Hermannstadt: 
Archiv.    N.  F.    Band  XXV,  Heft  2.    1895.  8«. 

Michigan  Mining  Schooi  in  Houghton: 
Chttalogne  of  the  Michigan  Hining  Schooi  1882—84.  8^. 

Ferdinandetm  in  Jnntlbnuik: 
Wnppenbach  der  StSdte  nnd  Märkte  Tirols.   1894.  8. 

Medicinisch-naturtcissenschaftliche  Gesellschaß  in  Jena: 
DenkechriAen.  Band  IV,    Lieferung  I.  Text  und  .\tla8. 

Band  V,     Lieferung  1.  Text  und  Atlaa. 
Baad  YHr,  Liefernng  1.  Text  und  Atlai.  1899/84.  foL 
Jenniacbe  Zeittchrift  für  Naturwissenschaft.  Band  89,  Saft  8.  1884.  8^. 

Universität  Kasan: 
Utschenia  Sapiski.    Band  62,  1—6.    1895.  8». 
Medicinidche  Doctor-Dissertation  von  P.  Dtnitriewsky.    1894.  8^. 
8  Uedioinisebe  Dinertatioaen  von  Oiatsbor  und  Sergaiev.  1896.  8*. 

Kttieeriitite  ünivertität  in  Kharhm: 
Sapiaki.    1894.    No.  4.    1896.   No.  1.  2.  BP. 
M.  Tikhotnandritzkjr,  Tb^rie  des  inUSgialea  et  des  fonotiona  elliptiqoea. 
1895.  6P. 
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Minuteriid-Committion  £w  üntersuehnmg  der  äeulUihm  Meere 

tn  Kiel: 

ErgehnisHi-  der  Beobachtongs-ätatiooen.  1893.  Heft  1—12.  1894/95. 

Wissenschaftliche  Heeres- Üntennehungen.   N.  T,  Baad  I»  Heft  1. 
1894.  4<». 

JCai^,  Universität  in  Kictv: 

Iswestija.  1894.  iian(i  34,  No.  11.  12.  Band  35,  No.  1.  2.  1894/95.  8". 
Spisok  etc.  l  Verzeicbniss  des  Personals).    1891.  8°. 

Naturhistorisches  Landesmuseum  in  Klagenfurt: 

Jahrbuch.  Heft  98.  1896.  8^. 
Diagramne.   1884.  fol. 

AerztlidirtuUurwieeemedMfUidter  Verem  m  Khusetiibm'ff: 
ErtesiiO.  3  Hefte.   1894.  8^. 

Archädloffische  krönt ische  GeseUeAt^  in  Knin: 
Glaailo.   Band  I,  No.  1.  2.    1895.  8^. 

K.  Akademie  der  Wissenschaften  in  Kopenhagen: 

Descripiio  iconiba*?  illustrata  plantarum  nnvarum  vel  minuK  cogni* 

taruni,  autore  Job.  Lange.    Faac.  I— III.    1864—66.  fol. 
0?ersigt.   1894.  No.  8.   1895,  No.  1.   1894/95.  8». 
Memoire«.  8*  S^r.  Section  dea  sciences.  Tom.  VlII,  No.  10.  1894.  4^. 

GeseUschaft  fiir  nordische  AUerthumskunde  in  Kopenhagen: 

Aarliöger.    II.  Hiu  kke.    Band  9.  Heft  8.  4.    Band  10,  Heft  1  und 

TUlaeg  zu  Band  9.    1894/95.  ^. 
Meuioires.    Nouv.  Ser.  1893.    1894.  8^ 

Genealogisk  Institut  in  Kopenhagen: 
DanmarW  KirkebOger.   1886.  8*. 

Akademie  der  WissetwAaften  in  Kreütau: 
Anaeiger.    18ii5.    .Tdnuar— Mai.  8^. 

Kozprawy  filolog.    Tom.  dO.  21.  28.    Roiprawy  filoiof.    Tom.  80. 

1894.  80. 
Rocznik  1893/94.  8*. 

Monumenta  medii  aevi  bistorica.    Tom.  14.    1894.  4^. 
Sprawozdania  komisyi  jezykowej.    Tom.  5.    1894.  8®. 
Acta  rectoralia.    Totn.  1,  fasc  3.  1894. 
Arcbiwam  komisyi  hiator.   Tom.  7.    1894.  8*^. 
Biblioteka  pisaraöw  polsk.  Tom.  29.   1894.  n^. 
Scriptoreä  rernm  Pnlonicarum.    Tom.  15.    1894.  8*. 
Nie.  UoHHOviani  carmina.    1894.  8". 

Atlas  geologiczny  Galicyi.   Heft  IIL  (Teit  und  Atlas.)   1894.  fol. 
Text  in  8». 

Soeiete  Vauäme  des  s»ence$  naturale»  in  Laueanne: 
BnlletiD.  8*  Siiie.  Vol.  80.  No.  115.  U6.   1894.  8°. 

Maatechappij  der  NedcrJandsche  Leiterkunde  th  Leiden: 
Tijdscbrift.  Deel  XIV.  1.  2.  1885.  8^. 
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Sternwarte  in  IMen: 
Venlaur  1893/94.    1894.  Sf^. 

Archiv  der  Malhcmnlil:  und  Physik  in  LeipH^: 
Archi?.    II.  Keilie,  Theil  13,  Heft  3   i    1891/9-».  8". 

ÄMi'oiuimi.sche  (it. st il.ichiift  in  Leipsitf: 
Vierteljahxsjichrift.    Jahrgang  29,  Ilüit  3.  4.    Jahrgang  äO,  Uel'l  1.  2. 
1894/96.  8^. 

K.  sächsische  Gesellschaft  der  Wisaensi^aflen  in  Leipeig: 
Berichte  <ler  math.-phys.  Classe.    1894,  II.  III.    1895,  1.  8^. 
Abhaniiluogen  der  matb.-phys.  Classe.  Band  XXI,  No.3— 6.  Band  XXII, 

No.  1.    1895.  4». 
Berichte  der  philol.-hi^t.  Classe.    1894.   HeR  2.  Bf*. 
Abbandlaogea  der  philol.-hiHt.  Classe.    Band  XV,  2.  4*. 

Journal  für  jn-idtische  Chemie  in  Leipzigz 
Joamal.   N.  F.    Band  61,  Heit  1—11.    1895.  8^. 

UniversiU  catholique  in  Loewen: 
Annuaire  1895.  8^. 

No.  664-670.   FtenlM  de  th^logie.   1894.  Bfi, 
Prof^ramme  den  cours  de  l'annäe  acad^rniqne  1891  95.    1894.  8^. 
J.  Muthuon,  ArkostH  de  Lerabecq-Clahecq.    1894.  8®. 
V.  de  Buck.  Mgr.  de  Harn.   Paria  1865.  8<*. 
M.  Arendt«  Commentairee  de  Charles  V.  BmzelleB  1859.  8^^. 
VV.  A.  Arendt,  Leo  der  Grosse.    Mainz  1835.  8^. 
J.  J.  TliODiB<«en,  Vie  dti  comte  Kerdinand  do  Moru«.    1863.  8^, 
J.  J.  Thoni88en,  Vie  du  couite  F^iix  de  Merode.    1861.  8*. 
Jantenius,  oveque  d'Ypres.   1898.  8^. 
J.  B.  Liifor6t»  Orphöe.   1860.  6^. 

Jhr  Majestys  Government  in  London: 

The  Voya^e  of  H.  M.  S.  ('hallenger.   A  Sommirj  of  ihe  eeiMtific 
Resalts.   Part  I  a.  II.    1805.  4«. 

B.  Institution  of  Grcat  Britain  tn  Londom 
ProceeUinga.    Vol.  14,  2.    1895.  8^ 

The  En^i^  Hitiorieeil  Becieuf  in  London: 
Hulorical  Review.  Vol.  X,  No.  87  a.  88.  1896.  Bfi. 

Boyal  Sodeiy  in  London: 
Procpodings.   Vnl   57,  No.  310-346.    1895.  8«. 
Philoaophical  Tranmction-.    Vol.  185,  part  l.    A.  B.    1895.  4*. 
List  of  MembreH.    1894.  4". 

JR.  AB^tfommkei  Soeieiff  in  Landom: 
Montbly  Notieee.  Vol.  66,  No.  9-7.   1894/96.  B^, 

Ckewneal  Soeietif  in  London: 

ProcoedingK.    Session  1804-95.    Xv  113—158.  8*>. 

Journn).   Supplementär^  Number  1894  und  Nr.  386— 891.  Januarj  — 

June  1895.  8". 
Ohuter  and  By  Laws.    1895.  8». 
A  List  of  Ihe  OlBoers  and  Fellowe.   1896.  8°. 
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Üeaiogieal  SocMly  in  Limdm: 

Th.«  «luartorly  Journal.    No.  197—900.    1894.  B«. 
Lisi.   No?«mb€r  1.  1894. 

Bofjnl  Microscopical  Society  in  London: 
Joursul.    1894.    Part  G.  ^. 

Z(H)lo;/{cal  Society  in  Lo  don : 

Proceedings.    1894,  l'art  IV.    18%,  Part  1.    1895.  8^. 
TrantactioDs.  Vol.  VIII,  10.   1895.  4». 

Zeitschrift  „Naturc"  in  London: 
Nature.    Vol.  51,  No.  130.)— Iä33.    lb'Jl/95.  4« 

Accademia  di  Bcieme  in  Lucca: 
Aiti.   Tomo  27.    1895.  ffi. 

Universität  in  Lund: 
AdM,   Tom,  XXX,  1.  2.    1893/94.  A^. 

Institut  Grand  Ducal  (Scction  des  sciences  naturellcsj  in  Luxemburg: 
Publications.    Tome  2.  3.    1894.  8°. 

Verein  für  Luxcinbm  ijer  Genrhichte  in  Luxemburg: 
,0ns  HeuK'chfc".   Vereius-Orj^an.    .lahrg.  i.  No.  3.  1895. 

W(ishburn  Observalory  in  Madtson: 

Publications.    Vol.  VII,  pari  2.    1894.  40. 

Government  AstriJHoiner  in  Madras: 

Madra«  Meridian  Circle  Übservations.    Vol.  VJII.    1894.  4*^. 

Government  Museum  in  Madras: 

BuUetin.   No.  3.   1895.  Bfi. 

JB.  Academia  de  ciencias  in  Madrid: 

Änoario.  1896.  8^. 

It  Aoo/ätmia  de  la  hSstoria  in  Madrid: 

Boletin*   Tomo  26,  coad.  1 — 6  ond  Indice  graonl  m  Tom.  1^225. 
1895.  8». 

B,  Ouenatorio  astronomico  di  Brera  in  MaBmd: 

OsAervazioni  u)oirorn1ogicha  deU*  anno  1894.   189i.  4P, 
Publicaüoni.    Nr  3h    1893.  fol. 

Societä  Italiana  di  scienze  naturali  in  Mailand: 

Meniorie.   Tomo  V.    1895.  4«. 

Socictn  Slorica  Jjombardn  in  Mailand: 

Archi?io  Storico  Lombardo.  Ser.  III.  Anno  XXI,  fasc.  4.  Anno  XXII, 
liMc.  1.   1694/96.  8^. 

LOemrp  and  pkSofopkieai  SoeiHy  in  Man^ett$r: 

Homoin  and  Pfoceadings.  lY.  8er.  Vol.  8,  No.  4.  Tot  9,  No.  1. 2. 
1894/96.  8*. 
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FSirglen^  imä  LtmäesidMite  8t.  Afra  m  Meüaen: 
Jabnaberieht  ftr  das  Jahr  1694/^5.  4<*. 

Verein  ftkr  Geechidite  der  8laät  Meieten  in  Meitstn: 
MitUieihiDgeiL  fiand  III,  4.   1894.  8^. 

ZeiUd¥rifl  BMtta  di  Suma  AMiea  in  MesHna: 
RiTista.  Anno  I,  faK.  1.  1895.  8". 

Aeadimie  in  MeUt 
M^oint.  Annte  189^8.  1896.  8^. 

GeeeUwchaft  für  lothringi^du  GeteMdUe  in  Metf: 
Jahrbuch.  Tl.  Jahrgang  1894.  4<». 

Oheervatorio  m^eontogieo  central  in  Mexico: 
Bolekln  menniel.  1895.  l->4.  4^. 

Soäedad  cientifica  „Antonio  Alzate"  in  Mexico: 
MemoriAS.  Tomo  8,  No.  1—4.  1894.  Bfi. 

Sociedad  de  hUtoria  natural  in  Mexico: 
La  Natnraleza.   IT.  Serie.    Tomo  2,  No.  5—7.   1898/94.  fei. 

Nntiirnl  Histnrtf  Society  of  Wisconsin  in  Miln  aukee: 
Occaaional  Faperu.    Vol.  11,  No.  2.  3.    181)1/95.  8°. 

Societä  dei  nalurnlisti  in  Modena: 
Atti.    Anno  28.    Ser.  lU.    Vol.  3,  fajjc.  1.    1894.  8«. 

Bureau  d'edianges  internationaiu:  de  publications  de  la  Be^ulflique 

de  V  Uruguay  m  MmUeddea; 

hol  du  rajonaement  solaire.  1894.  4^. 

Annnario  esLudüBtico  de  la  B«pübliea  oriental  del  Urqgaajr.  ASo  1898. 

1896.  4«. 

Estadistica  escolar  aSo  de  1898 •    1894.  A^. 

BamuM  biogräfifioa  del  SeSor  Don  Juan  Idiarie  Borda,  Pxesidente 
de  la  Bepdblica  0.  de  Urogoar.  1894.  4^ 

SoeiiU  Jmpiriale  dee  Natwraiietei  in  Motkau: 
Bolletia.  Anaia  1894«  No.  8.  4.  1891/95.  9^, 
IM  Obeervatorff  of  ihe  UniverHiy  of  Cdliforma  in  M&nnt  HumUkm: 
Pnblicationn.  Vol.  III.   1894.   Sacramento.  4<^. 

Deutet^  QeaeUethaft  für  Anthfopdogie  in  Berlin  und  Mündten: 
Gonospondeniblati.    1894,  No.  9—12.    1895,  No.  1—5.  1885.  4^ 

JT.  Tedinieehe  Eo^tdtude  in  Mündten: 
PersonaUtand.  Somtner-Som.  1895.  8^. 

Metropditan'Kapitd  Müm^en'Dreieing  in  Mündten: 

ad^matiMnm  dor  Qeiatlichkeit  Ar  das  Jahr  1895.  8^. 

'AinMaU  der  ETsdi(H:68e  M{Uieh«n  und  Freifing.  1895,  No.  1— 15.  8^. 
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Ä".  Staat sministerium  des  Innern  für  Kirchen-  und  Schulamjelegenhetten 

in  München: 

Ü118  Eisonbiihn-Nivellemcnt  der  K.  B.  Staatxeisenbtihnen.  1891.  4P. 
Geo;,'no.«*tiscbe  Jahresholte.    VII.  Jahrg.  1894.    Cassel  1896.  4**. 

Historischer  Verein  von  Oberhayern  in  München: 

Monatsschrift.       Jahrg.  1895,  No.  1—6.    Januar — Juni.  8®. 

Akademischer  Vertat/  München: 

Hochschul- Nachrichten.    No.  50—52.    1894/95.  4» 

Verein  für  Geschichte  utul  Älterthumskunde  Westfalens  in  Munster: 

Zeiticbrit't.    Band  52  und  Ergänzungsbea  L  Lief.  2.    1894.  8**. 

Accademia  delle  scienze  fisiche  e  matematice  in  Neapel: 

Rendiconto.    Serie  II.    Vol.  VIII,  fasc.  LL  12.    Serie  III.    Vol.  L 
fasc.  1—4.    1894/%.    gr.  8^. 

Zoologische  Station  in  Neapel: 

Mittheilungen.    Bd.  XI,  Heft  L    1896.  8«. 

Historischer  Verein  in  Neubiirg  ajJ).: 

Neuburger  Kollcktiineen-Blatt.    52.  Jahrgang  1893.  8°. 

Institute  of  Mining  and  Mechanical  Engincers  in  Newcastlc-uijon- Tgne : 

Transactiona.    Vol.  44i  part  2.  a.    1895.  8*>. 

2he  American  Journal  of  Science  in  Nexc-Haven: 

The  American  Journal.    No.  289—294.    Jiinuarj— June  1896.  8**. 

Academy  of  Sciences  in  New- York: 

TrauKactions.    Vol.  XIII.    1894.  8«. 

AnnalH.    Vol.  VII  (Index).    Vol.  VIII,  No.       1896.  BP. 

American  Museum  of  Natural  Ilistory  in  New- York: 

Bulletin.    Vol.  VI.    1894.  8«. 

American  Chemical  Society  in  New- York: 

The  Journal.    Vol.  IL  No.  1  -  L    Easton  1895.  8*^. 

American  Geographical  Society  in  New- York: 

Bulletin.  Vol.  26,  No.  4,  part  L  II.  Vol.  XXVII,  No.  L  1804/95.  8» 

Germanisches  Nationalntuseum  in  Nürnberg: 

Anzeiger.    Jahrg.  1894.  8^. 
Mittheilungen,    Jahrg.  1894.  8"*. 

Katalog  der  Hol/stöcke  de»  .W-XVIII.  .Tahrh.  Theil  II.   1894.  8». 

Neurussische  natur forsche ryle  Gesellschaft  in  Odessa: 
Sapiski.    Tom.  XIX,  L  2-    1894/95.  81 

Historischer  V^erein  in  Osnabrück: 
O.snabrÜcker  Geachichtsquellen.    Band  III.    1895.  8". 

Verein  für  Geschichte  und  Landeskunde  in  Osnabrück: 
Mittheilungen.    Band       1894  u.  Register  zu  Band  1-16.  8«. 
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SoekÜ'  VtneUhTrentma  äi  weienge  mitwniU  m  Paäo9a: 
BnlleiiiDO.  Tom.  VI,  No.  1.  1896.  8*. 

Cireoia  maUmaiko  in  Paitrmo: 
Bendiconii.  Tom.  IX.  fMC  I.  3.  1886.  8^. 

Äeadimie  de  midedne  in  Pari§: 
Bnllettn.   1894,  No.  6S.   1895,  No.  1-26.  8*. 

Academie  des  sciences  in  Paris: 

Compte«  rendiw.    Tome  119,  No.  2G.  27.    Tome  120,  No.  1-25. 
1894/96.  4«. 

Momteur  adentifiqite  in  Pom: 
Ifomlenr.  Livr.  687—642.  Janvier— Jniii  1896.  4». 

Museum  d^histoire  naturdie  in  JPäne: 
Bnlletin.  Annäe  1895,  No.  2.  S.  8^. 

Saciclc  yiofjraphiquc  in  Paris: 

Balletin.    7«  StJr.,  Tome  15,  Tome  16.    1894,  3«  et  4«  trim.  1895, 
!•«•  trim.  8». 

Comptes  lendiu.    1884,  No.  la  19.  1886,  No.  1-a  0». 

BoeiiU  vuUhimatipie  de  ^^anee  in  Pane: 
BoUeiin.  Tome  22,  No.  9.  la   Tome  28,  No.  1-8.    1884/96.  6^ 

SoeiÜi  Moohgique  de  l^^ranee  in  Paris: 

Bnlletin.    Tome  19.    1894.  &>. 

M^oires.   Tome  VII.  pari  1—4.    1804.  8». 

Zeil  Schrift  „L'Electricien"  in  Paris: 

L'£lectriden.   Tom.  YIII,  No.  209.   1884.  4«. 

Äeadimie  ImpiriaHe  des  seienees  in  St.  PUerdfurg: 

Bulletin.    5»  S-'rio.    Yv).  T,  Xn.  4.   Vol.  IT,  No.  1—4.   1894/96.  4*. 
Alex.  Venelovsky,  HtHuaocio.    Tom.  II.    1894.  8^. 
MtJmoires.    Toul.  42,  No.  12.    1894.  4«. 
BvCavttvä  Tom.  I,  Nr.  2^.   1894.  4*. 

Botanischer  Garten  in  8t,  Pdersburg: 
Acta  hortt  Petropolitani.  Tom.  XIII,  2.   1804.  8\ 

Kais,  russ.  mineraloffisehe  Gesdisdutft  in  8t.  Petersburg: 
VerhAndlnngen.  II.  Serie.  Band  XXXI.  1884.  8*. 

Pktfsikal.'dtemisehe  Gesellschaft  an  der  kai^,  Universität  St.  Petersburg: 
Schnrnal.  Tom.  XXVI,  No.8.  9.  Tom.  XXYII,  No.  1-8.  1894/96.  fl^. 

Phyitikalisches  Central-ObserLatüiium  in  St.  Petersburg: 

Annalen.   Jahrg.  1893,  Theil  I.  II.    1894.  4^ 
Repertoriuiu  für  Meteorologie.    8npplem,-BaDd  VI  n.  Baad  XTU. 
1894,  4«. 
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Kaiserliche  Universität  in  St.  Petersburg: 
Gotits'chiiyact  (Jaljrpsact),  8.  Febrnar  1896.  BP. 

P.  M.  Melioranüki,  Kurze  Grammatik  der  Kosak -Kirgisincben  Sprache. 

Theil  I.  (In  nias.  Svrache.)   1894.  80. 
Jos.  Kurono,  Riiaiisch-JMNW*"^^  Qospr&cho,    (In  rnas.  Spnobo.) 

1894.  4». 

Beaiimmungen  für  die  Benützung  der  K.  Universitäts- Bibliothek. 
(In  mit.  Sprach«.)  1894^  8^. 

Academij  of  naiwiA  Sdeneea  in  J^addphia: 

Proceedinot.  1894,  part  II.  III. 

Journal.  Seeond  Series.   VoL  X,  pazt  d.   1894.  fol. 

Ameriean  phttrmaeeutieal  Anoeiaiion  in  Jmiaddg^kia: 

Ptoeeedingi.  XLII.  annnal  Meeting  at  AshevUle.  Sept  1894.  Balti- 
more 1894.  6^. 

Oeographieal  OhA  m  PhUaddphia: 

BoUetin.  VoL  I,  No.  8-6.  1804/95.  8^. 

Mttarieid  Society  of  PemMf^oama  in  JPhüaddjpikia: 

The  Peansylnuila  Magasiae  of  HistOTy.  Vol.  18,  No.  2-4.  1894/96.  Bfi. 

Ämeriean  philosophicat  Sodety  in  ThUadeljphia: 

Pfoeeedings.   Vol.  82,  No.  148.  Vol.  83,  No.  146.   1898/M.  8^. 

Societii  Tn<ca)in  <li  scicnzc  nnhiroli  in  Pisa: 

Atti.    Proceaw  verbali.    Vol.  IX,  piig.  133—241,    J8»4/95.  i'*. 

K.  GyfnvtnsiHm  in  Plauen: 

Jahreabericht  für  1894/96  mit  Abhandlung:  Lacianstudien  von  Joh. 
Renttcb.   1895.  4«. 

Historische  Gesellschaft  in  Posen: 

Zeitschrift.    7.  Jahrg.,  Heft  1.  2.    1894.  8». 

Central' Bureau  des  mcleoroloifischen  Instituts  in  PotsAnm: 

Verhandlungen  der  1894  in  Innsbruck  abgehaltenen  Con;-  i  -  n/  dir 
Permanenten  Commission  der  Internationalen  Erdmemuag.  Berliu 
1896.  4«. 

JT.  g€odM»dke$  Jiwtihit  in  PoUdam: 

Aetronomiscli-geodfttitche  Arbeiten  I.  Ordnung.  TelegraphisebeLftngeo- 
bettiamungen  in  den  Jahren  1890—93.    1895.  4^ 

Astrophjfsikaliithes  Observatorium  in  Potsdam: 

Publikationen.   Baad  VII,  2  nnd  X.   1895.  4^. 

Kaiser  Franz^osef  Akademie  in  Prag: 

Rospravy.    TKda  I.  Rocmk  8,  tUAo  3.  4.    THda  III.  Bo5n(k  8, 

i^i'-lo  3.    189t.    ffr.  4®. 
Vestnik.    Uocnik  3,  ci.slo  7—9.    1894.   gr.  8". 
Almanach.  Roin^k  5.  1886.  8<>. 
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Oesellsdtaß  zur  Förderung  deutscher  Wissensduift,  Kunsi  und 

lAteratur  in  Böhmen  in  Prag: 

Iiecben8chaft8l>eridit  vom  15.  Dezember  1894  und  Mittheilung  Ho.  III 

u.  IV.    1896.  8» 
Eiigf'n  Molzner,  Studien  zu  Euripides.    Wien  1895.  8". 
Bibliothek  deutscbor  SrhriftHteller  ans  BOhmen.  Band  iL  Ntk.  Her» 

mann.    Wien  169'».  8*^. 

K.  Böhmische  Genelhchaft  der  Wissenschaßen  in  Prag^ 

Jahresbericht  für  das  Jahr  1894.    1895.  8". 
Sitzungsberichte  1894.   u)  Claase  für  Philoeophie. 

b)  ]Catliein.-iiatanr.  Claate.  1886.  8*^. 

LeH'  mtd  BedehaU»  der  devUehen  S^udetden  in  Frag: 
Bericht  Ober  dai  Jahr  1894.  1895.  6^. 

K.  BiSkmUekeB  Muteum  in  Prag: 
öasopis.  Jahrg.  1894.  4  Hefte.  1894.  8^. 

K.  JL  SUmwarte  in  Prag: 

Magnetische  nnd  meteor<dogiicihe  Beobaohtnagea  im  Jahre  169i 
65.  Jahrg.   1895.  4« 

DeuUehe  Cad-Ferdinands-Unifterrim  in  Prag: 

Die  feierlicbo  In^allation  des  Bectors  für  da^  .^ilir  1894/95.  1894.  6*. 
Ordnun«;  der  Vorlesun^^en.    Sommer-Sera.  189.5.  8". 

Verein  für  Gr  schichte  der  Deutschen  in  Böhmen  in  Prag: 
Mittbei langen.   33.  Jahrg.,  No.  1—4.    1894.  8^ 

Naturforscher- Vrriln  in  Biga: 
Corref«pnnden7blntl.    Xr.  37.    IRl»}.  8'1 

Festschrift  aus  Anlav-t  seines  r>0  jährigen  Besfehens.    1895.  8**. 

Obscrvatorio  in  Mio  de  Janeiro: 
Annuario  1891.    1893.  8°. 

„Limburg'^  Provindaal  Genootschap  t'oor  gesdhiedkundige  Weten- 

schnppen  in  lioermond: 

Limburg'a  Jaarboeck  I.    1894.  8®. 

J{.  Accademia  dei  Lincei  in  Born: 
Annuario  1895.  8» 

Atti.   Serie  V.   Clairae  di  scienite  morali.   Vol.  II,  yiarte  2.  Notuie 
dl  i^li  seavi,  Sett.— Die  e  Indioe  1894.  Vol.  HI,  p.  2.  QeniiaiO' 

Marzo  1895.  4". 

Rendiconti.  Classo  di  s(  ienze  morali.  Serie  V.  Vol.  III,  fa^c.  10—12. 

Vol.  IV,  fasc.  1-3.    1894/95.  8". 
Atti.  St'r.  V.  Cla.><-i'  di     ieu/.e  ii-iche.  Rendiconti.  Vol.  III.  Seniestre  2, 

fa«c.  9  -12.    Vol.  jV.   .Seiue.-,tre  1.  faKo.  1-11.    1894/95.  4^. 

Arrn  frniifi  Pmitifu  in  'ie'  Niutvi  Lincei  in  Born: 
Atti.   Anno  45,  se«^.  7.   Anno  47,  Hess.  4.    1894.  4^. 
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S,  Comitaio  geohgico  d'Jtalia  in  Bom: 
BolletÜQO.    Anno  1894,  No.  4.    1895,  No.  1. 

Kais,  deutsches  archnohqischcs  Institut  (röm,  Abth,)  in  Bom: 
Mittbeiluiigen.    Band  IX,  No.  4.    gr.  8". 

Mim^tfro  di  agricnltura,  industria  e  conimcrcio  in  Mom: 
Statisfeica  delle  Biblioteche.    2  voll.    1893 '91.  4". 

Office  centriih  meteorologio)  in  Bom: 
Aonali,   Vol.  XII,  parte  2    ls9<i.    1895,  4". 

Socielä  Boniaua  di  storia  patrin  im  Bom: 
Archivio.    Vol.  XVII,  frtsc.  8.  4.    1894.  8». 

Accademia  degli  Agiati  in  Bovereto: 

Atti.  Anno  Xll   1694.  Serie  III.  Vol.  I,  fiuc.  1.  169&.  8^. 

Ameriean  Asaoeiation  für  (he  avancement  of  seienees  in  SdUm: 

Proceedingt,  held  at  Madiaon,  WiBCOndn.  Angutt  1898.   1894.  8^. 

Naiuneiesenethaftliche  Gest^edMß  in  8t,  Gallen: 

Be  riebt  1892/98.   1894.  8^ 

Joachim  Vatian  von  Emil  Arbenz.   1695.  4^. 

California  Academy  of  Sciences  in  San  Francisco: 

PioceedingB.   II«  Series.    Vol.  IV,  part  1.   1894.  8®. 

f^f'^ervatorio  attnm&mieo  meteon^ögico  in  San  Saloator: 
Annuario  1805  fol. 

A'.  Ä.  archüulogiscJn's  Must  itin  in  SjHÜ{Uo: 
Bullettino.   Anno  18,  No.  1—5.  1895. 

Museum  in  Stavangen: 
Aardberetning  for  1898.    1894.  8^. 

QeeelUdiaft  für  J^ymwer^Mft«  QttAiuähH  in  Sieitm: 

Die  Bau-  und  KanttdeakndUtr  de«  Beg.-Be«irks  KOilin.    Band  II, 

Heft  1.    1894.  vr, 
Baltiache  Studien.   Jahrg.  24.    1894.  8". 

K.  VitterJuts,  Historie  och  AntiquHet»- Akademie  in  Stoekhoim: 
Handlingar.    Del  31.  32.    1893.  8". 

Antiquarisk  Tidskrift.    XIII.  1     XIV,  3.    XV.  2.    1894/96.  89. 

Sducedcita  öffentliche  Bibliotheken  in  Stockiiolm: 
Accessione-Katalog.    IX,  1891.    1895.  8^. 

GeseUschaß  tur  Förderung  der  Wissenschaften  in  Strassburg' 
Monattbericht  Band  98,  faBC.  8—10, 1894.  Baad  99.  Hea  1—6, 1895.  df^. 

Soeiiti  des  tdencee  in  Stra^wrg: 
Bulletin  mensoel.  Tome  S8,  No.  7.  1894.  8^. 

K.  Haiieiiedtee  Landesamt  in  Stuttgart: 
Wflrtt  e  in^  M I   sehe  Jalirbücber  für  Statistik  u.  Landeskunde.  Jabrg.  1884, 
Hea  1-3.   1896.  4« 
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K.  öffentlidie  Bibliothrk  iu  Stuttgart: 

Wii-tembergiscbes  Urkundenbuch.   Band  VI.    1894.  4*^. 
HenaftDn  Fiacher,  Geographie  der  ichwftbischeii  Mondutk  Text  und 
AU88.  Tübingen  1895.  foL 

Wütitemhergiedu!  Kommission  für  LandesgeedtieMe  in  StuUgart: 

Württembergisclie  Tierieyahreshefte  fdr  Landesgeechiclite.    N.  F. 
Jabrg.  III,  1894,  Heft  1-4.    1894/96.  S». 

Depcartment  of  Mines  and  Ägrieidtwe  in  Sydneff: 

PalaeontolojTry.    No.  8,  part  III.    1896.  1®. 

ßetords  of  tlio  Geological  Survey  of  New -South -Wale«.    Vol.  IV, 
part  3.    1895.  4^ 

(>hservatono  astronömico  nacwnul  in  Tacubaya: 

Boletin.    Tom.  I,  No.  20.  21.    Mexico  1895.  4^. 

Plii/sikiiHsches  Observatorium  in  TifUa: 

Beobachtungen,    Jahrgang  1892,    1894.  fol. 

Detitsche  Gesellschaft  für  Natur-  und  Volkerkunde  Üstas^em  in  Tokio: 
Mittheüungen.   66  Heft.    1895.  fol. 

Imperial  ümvereity  in  Tokio: 
Calendar  189Ö/94.  8". 

The  Joariial  of  tbe  College  of  Science.  VoL  Vn,  8-4.  18M/96.  4^ 

Medicinist^  Faekltät  der  UmterHtät  nitio: 
llittlieiinngen.   Band  H,  No.  2.  Bd.  m,  No.  1.  1894.  4^. 

Mneeo  eitrieo     storia  natwraie  in  Trieet: 
Atti.  Vol.  IX.   1895.  89. 

i?.  Aeeademia  deUe  acietue  in  JMn: 

Atfei.  VoL  XXX,  disp.  1-^11.   1894/95.  8^. 
Oseerfaxioni  meteorologiche  deir  lUino  1894.  1896.  8*. 

Ilumanittika  VeUnkaposamfund  in  üptaXa: 
Sknftor.  Band  IL  1892—94.  8». 

UniversUät  Upetda: 

Bnlletin  mensuel  de  robaervatoire  m^tteralogiqne.  VoL  96,  Aantfe  1894. 
1894/95.  fol. 

Historisch  Otnootschap  in  Utrecht: 

liijdragen  cn  Mededeelingen.    XV.  Deel.    .^'Gravenhage  1894.  8*. 
Werken.    Öer.  III,  Deel  5.    s'Gravenhage  1891.  8«. 

Provincial  ütrecHsch  Oenootsdiap  in  ütreciU: 

AantpekeDingen  1894.  8^. 
Verslag.    1894.  8». 

Ateneo  Veneio  in  Vened^: 
L*Ateneo  Veneto.  8er.  XVI.  VoL  1.  2.  XVII,  VoL  1. 3.  1892/98.  8^. 
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IslUuto  Veneto  di  scienze.  lettere  e  urti  in  y^aiedia: 

Atti.    Tom.  50.  disp.  4 — 10,  o.  2  Appendices.    Tom.  51,  Nr.  1 — 10. 

Tom.  52,  No.  1—8.   1891—94.  8». 
Temi  di  premio  dal  19,  Maggio  1895.  8^. 

Bureau  of  Edueation  in  Washitujton: 

Aiiitnal  H  i  r  t  of  tbe  Conunissioiier  of  Edocation  for  1891/93.  2  Voll. 

1894.  h-». 

Burrtin  of  American  Ethnology  in  Washiuiilan: 

XI.  Annual  Report  for  1889/90.    XII.  Annual  Keuurt  for  189Q/91. 
1894.  4« 

ContribationH  to  North  American  Ethnology.  Vol.  IX.  1893.  4^. 
An  ancient  Qnarry  in  Tndian  Territory,  by  W.  H.  Holmes.  1^*94  8**. 
List  of  the  Publications  of  the  Bureau  of  Ethnology.    1894.  ö^ 

.^r,  S.  Departement  of  Afirictilture  in  Washington: 

North  American  Fdona.    No.  8.    Ib95.  8". 

Smithsonian  Institution  in  Washington: 

SmitliÄonian  Report.  U.  S.  National-Museum  1891.  1892.  1892/93.  &\ 
Annual  Report.    July  1893.    1894.  8^. 

Smithsonian  Miscellaneous  Collectiona.  No.  854.  969.  970.    1894.  8<*. 
Diary  of  a  Joumey  throagh  Moofiroiia  and  Tibet  in  1891  and  1892 
by  William  Woodville  RockbilU   1894.  8". 

U.  8.  Naved  Obeeroatory  Im  Weukingtm: 

Obwtratioiis  made  doriog  tbe  year  1889.   1699.  4*. 
The  Elemente  of  tbe  four  inner  planets  and  tbe  fundamental  conttantf 
of  Aitronomy  by  Simon  Newcomb.    1696.  8^. 

ü.  S.  Cocuit  and  Gcodetic  Snrveij  in  Wcidungton: 

Annual  Hei>ort  lor  1892.    Part  II.    1894,  S^, 
Balletin.    Xo.  31-33.    1894/95.  b'K 

United  States  Geological  Surveg  in  Washington: 

XII.  annual  Report  in  2  parts.    XIII.  in  3  parts.    1891/92.  4^. 
Monofrraphs.   No.  XIX.  XXI.  XXII.    1693.  4« 

Mineral  Resources.    1892.  1893.    1894.  8". 
Bulletin.   No.  97—117.    1893/94.  8". 

Hnrzverein  für  Geschichff  itt  Wern^erode: 
Zeitachrift.    .lahro^.  28,  Heft  I.    1895.  8». 

Kaiserliche  Akiulemie  der  Wissenschaften  in  Wien: 

Sitzungsberichte.    Philos.-bist.  Classe.    Band  180.    1894.  8^.* 

Matbem.-naturwittsenscb.  Classe.    1893/94.  8^. 
Abth.  I.    1893,  No.  8—10.    1894,  No.  1—3. 
,    II.    1893,  No.  8-10.    1894,  No.  1-6. 
,    Ii  b.  1893,  No.  8—10.    1894,  No.  1-^8. 
„  III.    1899,  No  8-10.   1894,  No.  1—4. 
Denkscbriften.    Pbilo^.-hist.  Clause.    Ban  l  43. 

Mathem.-naturw.  Classe.    Band  60.    1894.  4*. 
AicbW  fttr  teterreichitche  GesebiGhte.  Band  80, 2.  Band  81, 1.  1894.  8^. 
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K.  K.  geologische  Reichsanstalt  in  Wien: 

Verhandlungen.   1894,  No,  10-18,   1896,  1-7.  i\ 
Jahrbach.  Jahrg.  1894.  Band  44,  Heft  8—4.  4,^, 

S,  JT.  Graäme$$u>^$-Bureau  in  Wten: 

Agronomische  Arbeiten.  TL  Band.  Ltagenbettimmungen.  1894,  4^. 

K,  K.  Gesdladiafi  der  AertU  tu  IFieii; 

Wiener  klinische  Wochenschrift.  VIIL.Tahrg.  1895,  No.  1  -26.  1S95.  40. 
Emst  Ludwig«  Schwefelbad  Ilidze  bei  Sarajevo  in  Bosnien.  1895.  8^. 

AiithrnpoIagi<tche  Geseflschaft  in  Wien: 

Mittheilungen.    Band  24,  Heft  6.    Bund  25,  Heft  1.    1894/95.  4«. 

Geographische  Gesellscliaß  in  Wien: 

Mittheilungen.    Band  37.    1894.  8« 

Zoologisch-botanische  Ge^nJhchaß  in  Wien: 

Verhandlungen.   Band  44,  Jahrg.  1894,  III.  u.  IV.  (Quartal.  Band  45, 
Jahrg.  1895,  Heft  1—6.    1805.  8^. 

K,  K,  Sek^Kriega'Minuteriwn  „Marim-Seetion*'  in  Wien: 
Relative  Schwerbettimmnngen  dnrdi  Pendelbeobachtangen.  1895.  6^. 

K,  JT.  naUtrhietorisckea  SofiRuteum  in  Wien: 
Annalen.  Band  IX,  No.  8.  4.  Band  X,  No.  1.  1894/95.  4«. 

Phif»ik4Üim^meiieimt(^  Oeeeihth«^  in  Würdmr^: 
Verhandlungen.  N.  F.  Band  XXVHI,  No.  2^7.  Band  XXIX,  No.  1. 

ÖitauDg^berichte.    1894.  No.  5-10.    1895,  No.  1.  2.    1894/95.  8^. 

Historischer  Verein  von  Unterfranken  in  Würzburg: 

Archiv.    Band  36  und  Ergänzungsheft.    1S93/94.  8<^. 

Jahresbericht  fttr  1892  u.  1893.   1898  q.  1894.  8^. 

Dr.  Th.  Henner,  Der  historische  Verein  von  Unterfraiiken  in  seineni 

60jährigen  Wirken.    1893.  S«. 
Ansicht  von  Würzburg  im  Jahre  1618  aus  Merian's  Topographia 
Franconiae  1630. 

SAtBeieeriidie  Metearohgiethe  CeMrßlantieU  in  Zikruik: 

Annalen  1892.  Jahi«.  29.   1894.  40. 

Schweiaeriidte  geahgiathe  Commiation  in  Züridi: 

Beiträge  tnr  geologischen  Karte  der  Schweia.  Lief.  88. 54.  1898/94.  4^. 

Antiquarittke  Geadieehaß  in  Züritk: 

Mittbeilongen.   Band  XXIH,  7.  XXIV,  1.  189«.  4« 

Naturforathenäe  Oeadladtaft  in  Zürith: 

VierteUahraschTifb.  Jabf|r-  89,  Heft  8.  4.  Jabrg.  40,  Heft  1.  1694^95.  8f*. 

üniveraität  Zikrith: 

Sehriften  der  üniverutftt  rom  I.  Mai  1894  hie  1.  Mai  1895.      a,  8^. 
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Ton  folgoiiOB  FlrlTAtpwMiiMi: 

Le  IVtnee  JJbert  I*t  de  Monaco: 

Sur  les  premibres  eampftgneft  acieatifiqiiet  de  «Prineesae  Alice*.  Pftris 

1895.  40. 

Sur  la  density  et  l'aicalinite  des  eaux  de  rAtlantiqae  par  M.  J.-Y. 
BuehaoMi.  Paris  1895.  4P. 

J.  P.  ÄtibeH  in  Parte: 
Notes  snr  ses  d^overtes  et  ses  travauz.   1895.  4^. 

Francesco  Brioschi  in  Rom: 
Notizie  snlla  Tita  e  sull*^  opere  di  Arturo  C'ayley.    1895.  4'^. 

V.  l'mböU  in  Kopenliogen: 
Vcegter-Vewene.   189».  S**. 

M.  P.  Foucurt  in  Athen: 

Kecherches  mr  rorigine  et  la  nature  des  mjat^re«  d'^leusis.  Paris 
1895.  8«. 

Ariatote,  constitation  d'Athibnes,  notes  tur  la  seoonde  partie.  Paris 
1895.  8^. 

C,  Remigius  Fresenius  in  Wiesbaden: 
Anleitung  snr  qnaUtatiTen  chemischen  Analyse.  16.  Anfl.  1895.  SP, 

Ür.  Gerling  in  EliMhom  (HolsUin): 
Ein  Ansflng  nach  den  ostholsteinischen  Seen.  Halle  1898.  8^. 

Emil  Heuser  in  Lcmdau  (Pfalz): 
Katalog  des  städtischen  Museums  in  Landau  i.  d.  Pfalx.   1895.  8^. 

Friedrich  Birth  in  Tschmg-King  (China): 
Die  Länder  des  Islnm  narh  chinesischen  Quell*»n.  I.  Leicien  1894.  8°. 
Ueber  den  Schrittenverkehr  von  Kinsay  zu  Marco  Polö'a  Zeit.  Leiden 

1895.  8<». 

Das  Reich  Malabar  nach  Cbao-Jn-Küa.  Leiden  1895.  8<*. 

Wilhelm  His  in  Leipzig: 
Die  anatomische  Nomenclatur.   Sep  -Abdruck.    1895.  8*^. 

Charl'x  Jnnef  in  Beauvais: 

£tade8  sor  les  loamis.    Note  iV,  V  et  VI  (mit  4  weiteren  geologi- 
sdnen  Abbandlongen).   Paris  1894.  4**  n.  8^. 

Alfred  Jihrgensen  in  Kopenhagen: 
Der  ürsprnng  der  Weinhefen.  Jena  1895.  8^. 

Mhert  von  XSBUiker  in  WürOturg: 
Kritik  der  Hypothesen  Aber  amöboide  Bewegungen  der  Neurodendren. 

1896.  8*. 

Nic4d(ios  Kri.spi  in  AtUtn: 
Nia  0emQ(a  twv  Sexadix&v  dm&ftdiy.    1895.  8^. 

Otto  Kuntse  in  Friedenau  bei  Berlin: 
Oeogenetische  Beitrftge.   Leipsig  1895.  8^. 

August  Kurs  in  Augsburg: 
Der  Bansenbreoner  (Ausschnitt).   1894.  8^. 
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Henry  OAarie«  Lea  in  PhäaMphia: 

FhilMopbieal  Sio.  1895.  Bf». 

Gabriel  Manod  tu  Pom; 

Revae  hietorique.  XX.  Ann^*  Tome  57,  No.  1.  %  Tom«  56i  Ko.  1. 
Fto»  1895.  80. 

Fmil  PalUoppi  in  Pontresina: 
Dizionari  dels  iiioma  romauntschs.    Kasc.  IV.    1895.  8^, 

Michel e  Uajna  lu  Mtiildnd: 

SuU'  escuMione  {llama  della  declina^ionf^  mat^'netifa  a  Milano  1895.  8**. 

Dictritii  Reimn',  rfengr.  Y*  vi  ijishatxllung  tn  Berlin: 

Zeitechrift  für  afirikanüicbe  und  oceaDiache  Sprachen.  Jabzg.l,  Heft  l— S. 
1885.  4«. 

ANtert  Sord  in  Paris: 

Kotice  8ur  M.  Faatel  de  Coulaii^,'.-s  par  M.  Alb-  rt  Sorel.  1898.  4<*. 
Ditcoon  poor  la  r^eption  d«'  M.  Albert  Sorel.    1390.  4P, 

Aiinro  Soria  y  Mata  in  Madrid: 

Origen  poliödrico  de  las  espacit  s.    1894,  8®. 

M.  A.  Stein  in  Lahore: 

Catalogue  of  tbe  Sanskrit  manusori{>t!4  in  ibe  Library  of  the  Mabaraja 
of  Jamma  and  Kasbmir.  Bombay  1884w  4^. 

Muhde  SUmkSi  in  Triewl: 

Notirie  elmitolofficlio.   1805.  8^. 

I  distomi  dei  rettili.    189r,.  ^. 

0>(servazioni  snl  Solenopborus  megalorephaluN.    1895.  8®. 

II  genere  Aiikjlostoniura  Dubiiii.    1895.  8^. 

August  Tiüchner  in  Leipzig: 

Le  ph^nonbae  fondamental  du  sytttete  tolaire*  1885.  8*. 

O.  TtdmMik  in  Wien: 
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üeber  die  Abliaiigigkeit  der  Blattform  von  Cam-  ' 
panula  rotundifolia  von  der  Lichtintensität 

Voa  K.  Goebel. 

In  meinen  .Pflanzenbiologischen  SchilderoDgen*  (ILTheil, 
S.  294, 1893)  habe  ich  darauf  hingewiesen,  da»  die  bekannte 
Heterophjllie  von  Sagittaria  sagittifolia  ineoferne  von  der 
LiehtintensitSt  beeinflufist  werde,  als  bei  sehwachem  Lichte 

nur  die  bandförmiKen  Blätter  auftreten,  während  zm  Hildunj? 
der  pfeilförmigen,  über  (hn  VVasseropiegel  sich  ^rhi'l)eiiden, 
höhere  Lichtintensitiit  ertorderiich  ist.  Weilerf  Versticlie 
(mitgetheilt  in  6cience  progress,  Vol.  I,  Nr.  2,  und  Flora, 
80.  Bd.  (1895)  p.  90  E  bestätigten  diese  Auffassung. 

In  der  letztgenannten  Zeitschrift  habe  ich  auch  die 
später  erfolgten  Veröffentlichungen  Ton  Klebe  und  Vöchttng 
nnd  den  ßinfluss  der  Lichtintensitat  auf  die  Organbildung 
einiger  Kakteen  besprochen.  Aus  den  dort  gleichfalls  er- 
wähnten Unterstichungen ,  die  einer  meiner  SchtÜer  in 
meinem  L;il>oriitoriuni  an>fiilirtL' ,  ergab  sich  feriior.  dass 
auch  bei  dem  Keiniunjzsjirof  esse  einiger  Lebermoose  die  Ge- 
staltung der  Keimpflanze  durch  die  Lichtintensitat  hedinfjt 
ist.  Bei  Preissia  commutata  B.  entsteht  bei  schwacher 
Beleuchtung  nur  ein  fadenförmipfcr  Koimschlauch,  der  bei 
starker  Lichtintensität  sich  zur  ZeHfläche  verbreitert;  diese 
kann  bei  schwacher  Lichtintensitat  wieder  veranlasst  werden, 
als  Keimechlauch  weiter  zu  wachsen. 

22« 
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Dh  die  üntersiuliuntr  der  Abhängigkeit  der  ürganbil- 
dung  von  äusseren  Faktoren  von  grosser  Bedeutung  für  ein 
kausales  Yerstandniüs  der  so  verwickelten  vegetabilischen  Ge- 
staltiingsprocessc  i^t,  so  habe  ich  bei  den  h5hereii  Pflaosseii 
nach  weiteren  Fällen  gesucht,  in  denen  eine  solche  Ab- 
hängigkeit sich  nachweisen  l&tst 

Viele  Phanerogamen  zeigen  die  Erscheinung  der  Hetero- 
phyllie,  d.  h.  sie  bringen  im  Verlaufe  ihrer  Entwickelung 
verschieden  gestaltete  Blätter  hervor.  Dass  diese  Hetero- 
phvllie  nicht  eine  (*rl)licli  tixirte,  sondern  eine  durch  innere 
oder  uu.SÄcrü  Einllüsse  l)edii]gte  ist,  konnte  ich,  auch  abge- 
sehen von  dem  oben  angeführten  Falle  von  Öagittaria,  früher 
in  einigen  anderen  Beispielen  nachweisen. 

Die  Keimpflanze  von  Yicia  Faha  z.  B.  bringt  zunächst 
sehr  einfach  gestaltete,  sogenannte  Frim&rblätter  hervor, 
schuppenartige  Gebilde,  die  sich  von  den  später  auftretenden 
Laubblättem  beträchtlich  unterscheiden.  Es  zeigte  sich,  dass 
dieselben  Hemmungsbildungen  von  Laabblättern  sind,  welche 
zu  Stande  kommen  durch  Correhitiüuserscheiniingeu.\)  Man 
kann  demgemää.s  die  Bildung  dieser  schuppen fc>!  im  treu  I  Vi- 
niärbliitter  unterdrücken  und  die  Pflanze  nöthigeu,  statt  ihrer 
Laubbliitter,  oder  Z wischen biiduugen  zwischen  diesen  und  den 
Primärblättern  hervorzubringen. 

Ein  anderes  Beispiel  liefert  eine  neuseeländische  Verontca- 
Art  (V.  cupiessoides)*  Dieselbe  gleicht,  wie  der  Artnamen 
besagt,  durch  ihre  schnppenförmigen,  der  Sprossoberfläche 
anliegenden  Blätter  einer  Cupr^inee.  Die  Verringerong  der 
Blattgrösse  ist  hier  eine  Anpassung  an  trockenes  Klima.  Die 
Keini})flanzen  dage$?en  besitzen  zunächst  Üache,  abstehende, 
denen  anderer  Veronicu-Arten  gleichende  Blätter.  Es  gelaug, 
die  PHanzen  durch  hi-uitur  in  feuchtem  liaume  zur  Aenderung 
ihrer  Blattform  zu  bringen  (Pfl.-hiol.  Schilderungen  I,  S.  20), 


1)  Vgl.  Ueber  die  Jugeadstutände  der  Pflamen,  Flom  1889. 
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fiberbftnfvt  begünstigt  jeder  ftnasero  Faktor,  welcher  von  den 
normalen  LebensbediiiLninj^en  der  Pflanze  abweicht,  die  Rück- 
kehr zur  Jugendblattioi in.  Eine  solche  Rückkehr,  also  einen 
Riickschlaf?  zu  erzielen,  gelang  auch  bei  Heteranthera  reni- 
formis.  Es  ist  dies  eine  monokotyle  Sumpfpflanae,  welche 
mit  langgeatielteo,  nierenl5nDigen  Blättern  yerseheii  ist.  Die 
KeimpflBoien  aber  bringen,  wie  die  von  SagttUria,  xotiachst 
ungegliederte,  bandförmige  Blatter  bervor. 

Keimpflanzen,  welche  schon  nierenförmige  Bl&tter  her- 
Yorgebraebt  hatten,  wurden  in  Sand  bei  schwacher  Belench- 
tnng  kultivirt.  Bei  einigen  derselben,  die  schwach  wuchsen, 
gelang  es,  sie  zur  Rückkehr  zur  Bildung  der  bandförmigen 
Primär biätter  zu  nothigen.  Uk  ^  kommt  in  der  Natur,  so- 
weit bis  jetzt  Beobachtungen  vorliegen,  nie  vor.  Wohl  aber 
habe  ich  bei  einer  anderen  Pontederiaoee,  bei  Eichhornia 
aznrea,  einen  derartigen,  nn  Seitenspros^en  auftretenden 
Rückschlag  früher  constatiren  können  (Schilderangen  II, 
S.  288).  Ob  die  Terminderte  Liehtintensitftt  bei  Heteran- 
thera renifonnis  die  Ursache  des  Rückschlags  war,  moss  ich 
dahingestellt  sein  lassen,  da  das  Material  ein  zn  dürftiges 
war,  und  wie  oben  erwähnt,  alle  die  Vegetation  ungünstig 
beeinflussenden  Faktoren  das  Auftreten  Ton  Rückschlags- 
büdungen  begun-tigen. 

Ganz  klai  und  unzweideutig  aber  waren  die  Ergebnisse 
bei  einer  dikotjlen  Pflanze,  der  Campanula  rotundifolia. 

Fassen  wir  einen  blühenden  Spross  derselben  in  das 
Ange,  so  zeigt  derselbe  die  Erscheinung  der  Heterophyllie 
darin,  dasB  er  beginnt  mit  der  Bildung  gestielter  Blatter 
mit  rundlicher  Blattspreite,  die  TOm  Stiele  deutlich  abgesetzt 
ist.  Diese  Blatter  stehen  an  der  Basis,  sie  geben  oft  so 
zeitig  zu  Grunde,  dass  sie  zur  Zeit  der  Blüthenentfaltung 
nicht  mehr  nachweisbar  sind.  Nadi  oben  hin  folgen  auf 
diese  Blätter  solche  von  ganz  amlerer  Gestalt,  sie  sind 
lanzettlich,  ohne  Differenz  von  Stiel  und  Spreite.  Meist 
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fandeD  sich  ewinchen  beiden  Blattformen  ganx  allmähliche 
Uebergange. 

Es  zeigte  sich  nun,  dass  das  Auftreten  dieser  yerschieden 

geformten  Blätter  nicht  in  der  Katur  der  Pflanze  unab- 
iinderlich  begründet,  sondern  von  äusseren  Bedingungen, 
speciell  von  der  Lichtintensität  abhängig  ist.  Dies  wurde 
nachgewiesen  durch  Kulturen ,  die  in  verschiedener  Kufc- 
feruung  von  eineiu  Sf'tdfenster  aufgestellt  waren,  so  dass  sie 
alle  verschieden  starke  Beleuchtung  empfingen.  Es  worden 
zn  den  Kalturen  in  abgeschwächtem  Lichte  Pflansen  Ter- 
scbiedener  Entwickelting  gewühlt  Dabei  zeigte  sieh  Fol* 
geudes : 

1.  Sprosse,  die  nur  die  Rnndblatter  gebildet  halten, 

fuhren  während  der  ganzen  Ver.suchsdauer  fort,  solclie  vm 
bilden,  sie  «^elanpft^n  also  nicht  zur  Bildung  der  Langblätter, 
.sondern  wurden,  ebenso  wie  di»'s  frfilier  bei  Sagittaria  ver- 
anlasst werden  konnte,  auf  dem  Stadium  der  Jugendblatt- 
form (dem  der  Primärblätter)  zurückgehalten.  Wurden  der- 
artige Pflanzen  direkt  an  das  Fenster  gestellt,  so  entwickelten 
sie  nach  einem  Monat  Langblätter  von  ganz  anderer  Form 
und  Blfithen. 

2.  Haben  die  bei  gemindertem  Lichtzutritt  kultivirten 
Pflanzen  an  ihrem  Ende  schon  eine  BlOthenknospe  angelegt, 
so  ist  damit  das  Wachstlmin  der  betreffenden  Sprosv^e  luiiür- 
licdi  al)ge.scjilosseu.  Aber  als  Seiten8j»rosse  entwickeln  sich 
dann  vielfach  Triebe,  welche  Rundblätter  tragen. 

3.  Sprosse,  welche  zwar  schon  Langblätter,  aber  keine 
Blüthen knospen  angelegt  haben,  können  bei  geminderter 
Lichtintensität  veranlasst  werden,  an  der  Spitze  wieder  Rnnd- 
blatter zu  bilden.  Damit  ist  die  normale  Bhittfolge  durch 
die  Kalturbedingungen  vollständig  umgekehrt. 

Die  Abhängigkeit  des  Auftretens  der  beiden,  so  sehr 
verschiedenen  Blattformen  von  der  Lichtintensität  ist  damit 
hinreichend  bewiesen:  die  Eundblätter  treten  bei  schwacher, 
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die  Langblätter  bei  stärkerer  Beleuchtung  auf.  Eretere  sind 
auch  f&r  Standorte  tod  geminderter  LiehtinteneitSt,  tne  sie 

die  Keimpflanze  z.  B.  an  einem  von  andern  Pflanzen  be- 
schatteten Standort  vorflndet,  be.sonders  preeij^net,  denn  sie 
beüiUen  in  ihrem,  seine  Waclisthumsfähigkeit  lanj^e  beibu- 
baltendeu  Blattstiele  ein  Organ,  das  geeignet  ut,  die  blatt- 
spreite in  die  günstige  Lichtlage  au  bringen.  Bei  den  ohne- 
hin durch  die  Verlängerung  der  Sprossreste  über  die  Um- 
gebung emporgehobenen  Langblättem  ist  eine  solche  Ein- 
richtnng  fiberflOssig,  während  die  Schmalheit  der  Blatte 
spenite  sie  gegen  schädigende  Einflüsse  von  Wind,  Regen  etc. 
widerstandsfähiger  macht. 

Die  Frage,  ob  die  Bildung  der  liundbÜitter  bei  einer 
Keimpflanze  unterdrückt  werden  könne  (wobei  dieselbe  also 
sofort  Langblätter  hervorbringen  würde),  wenn  die  Keim- 
pflanze von  Anfang  an  starker  Beleuchtung  ausgesetzt  wird, 
wurde  in  yerneinendem  Sinne  entschieden.  Trotz  Anwendung 
einer  sehr  starken  Lichtquelle  (zweier  Bogenlampen  zu  je 
2000  Normalkerzen  Lichtst&rke)  bildeten  die  Keimpflanzen 
zonSchst  anch  RnndblStter.  Dabei  ist  herronsuheben,  dass 
es  sich  nicht  etwa  nur  um  Entfaltung  von  im  Samen  schon 
vorhandenen  Anlachen  von  Rundblättern  handelte.  Dieselben 
wurden  vielmehr,  wie  die  entwicklungsgeschichtliche  Unter- 
suchung lehrte,  thatsachlich  bei  der  Keimung  neu  gebildet. 
Dieses  erste  Auftreten  ist  also  erblich  fixirt. 

Ueber  die  Fortsetzung  dieser  Unteisnchungen  hofle  ich 
später  berichten  zu  können. 
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Ueber  Potenzreiheu  auf  dem  Coavergenzkreise 
und  Fourier'sche  Reihen. 

Von  llfred  Fringsheim. 

§  1. 

Es  sei  ^  Ay  eine  Potenzreüie  mit  dem  Convergenz- 
riMiias  |xj  =  1.   Setzt  luaü  akdaoQ  zuuächst  für  t^|<  1: 

(1)  tt^A^x"  =  fix), 

0 

80  mag  f  («)  für  die  Steilen  x  =  des  Convergenzkreises 
im  aUgemeinen  durch  onmittelbare  analytische  Fortaetzoog 

uod  ftlr  etwaige  nngulftre  Stallen  €^''  als  lim  f{<^  definirt 

sein,  bezw.  da,  wo  dieser  GreDzwerth  nicht  ezistirt,  als  nn- 
definirt  gelten. 

CoTivertrirfc  nun  die  Reihe  2jä^x^  für  x  =  e^*  noch 
durchwepr  oder  weuigiteub  im  allgemeinen  fdax  8oll  hier 
und  im  toigenden  stets  bedeuten:  mit  eventueilem  Ausschluss 
einer  endlichen  Anzahl  von  Stellen),  so  ist  für  alle  Cou- 
Tergenzstelleo  nach  einem  bekannten  AbePschen  Satze: 

(2)  =  f;v^e^ 

0 

(cos  F  ^  + 1  •  sin  y 

0 
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Andererseits  ist  /'(^O  in  Folge  der  gemachten  Voraus- 
setzungen mit  Ausschluss  einer  endlichen  Anzahl  von  Stellen 
^'  eine  nicht  nur  stetio^e,  sondern  nnbeschrankt  differenzir- 

biire  Function  der  reellen  Veränderlichen  t?.  Unter  Hiii- 
zufügnng  der  weiteren  Annahme,  dasj»  jene  i>ingulären 

Steilen  ^*  die  Integrabilität  von  /  (e^*)  nicht  aiteriren 

sollen,  muss  sich  daher  /'(tf^  in  eine  Fourier*sche  Beihe 
entwickeln  lassen: 

(8)  /■(•*') -2„7A«^rfi 

+  -  irf»'  1  jf(^^')  cosvX'äX'CO^vif  -\rSf  («^')  sin  y  A  •     •  siu  y  ^1 

Alsdann  iulgt  aber  aus  einem  l)ekannten  Sütze,  dius.s  die 
Coefficienten  dieser  Entwickelung  keine  anderen  sein  können, 
als  die  oben  mit       bezeichneten.    Mit  anderen  Worten: 

Allemal   wenn  die  PaienMreihe  ijÄySf  =  f(x)  fftr 

X  ==  e^*  im  u  1 1  g  e  m  e  i  n  e  ji  cotuergirt  und  f(e^')  als  in- 
tegrahle  Function  von  t>  definirt,  so  ist  sie  iden- 
tisch mit  der  Fourier Keihe  für  f{e^*). 

Von  den  drei  VorausBetramgen,  unter  welehen  dieses 
Resultat  hier  ausgesprochen  wurde,  nämlich: 

1)  der  endlichen  Anzahl  der  singulären  Stellen  von 

2)  der  durchgängigen  Integrabilität  von  f(e^*)^ 

3)  der  Convergenz  von  Sa^e*^*^',  — 

ISsst  sich  die  erste  ohne  weiteres  beseitigen,  wie  die  Unter- 
suchungen von  Du  Bois  Reymond  Uber  die  Darstellbarkeit 
einer  beliebigen  trigonometrischen  Reihe  als  Fourier^sche 
Reibe  lehren/)  sofern  nur  die  Voraussetzungen  2)  und  3) 

1)  , Beweis,  dass  die  Coefficienten  der  trif^'onometri - 
sehen  Reihe  etc."  Abk.  der  Bajer.  Akademie,  Bd.  XII  (1876).  Vgl. 
insbeaondere  p.  48. 
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bestehen  bleiben.    Da  indessen  die  besonderen  EigentkUm- 

lichkeiten,  von  welcheu  hier  gesprochen  werden  s(jII,  schon 
bei  Functionen  mit  einer  endlichen  Anzalil  von  Singulari- 
tüten  zum  Vorschein  koinni  n,  so  soll  im  folgenden  immer 
nur  von  solchen  die  Hede  sein. 

Auch  die  zweite  Vorauaaetxung  kann  man  bis  su  einem 
gewissen  Grade  fallen  lassen.  Wie  namlieh  Riemann  ge* 
zeigt  hat/)  sehliesst  das  Aufbreien  gewisser  Unendlicbkeits- 

stellen,  welche  die  IntegrabiHtät  ron  /*(e^0  aufheben,  den- 
noch die  Darstellbarkeit  durch  eine  trigonometrische 
Reihe  nicht  aus.    Es  sind  das  solche  Stellen  i?',  für  welche 

/'(e^)  ohne  Maxima  und  Minima  von  niederer  Ordnung  als 
der  ersten  unendlich  wird  (NB.  wenn  auch  nicht  von  hin- 
länglich niedrigerer  Ordnung,  um  die  Infcegrabiiit&t  von 

/•(e^O  zu  sichern)  und  för  welche  +  ({e^^'^^^)  In- 

tegra bei  ist.  Freilich  werden  in  diesem  Falle  die  Integrale, 
welche  die  Coetticienteii  in  der  Fourier'schen  Form  darzu- 
.stellen  hätten,  in  dem  gemeinhin  üMiclien  Sinne  divergent. 
Sie  behalten  jedoch  ihre  richtige  Bedeutung,  wenn  mau 
ihre  Uauptwerthe  im  Gauchy'scben  Sinne  nimmt,  d.  h. 
w«nn  man  setzt: 

\ip{&)'d^  =  lim|y^(^).<id  +  ]<p(i»)*d^ 

Und  mit  Hinxufügung  dieser  Modifieation  bleibt,  wie 

Du  Bois  li'eyniond  gezeigt  hat,*)  die  Eindeutigkeit  der 
Coefficienten-Hestimninng .  also  die  Identität  zwischen  tri- 
gonometrisclier  beziehungsweise  Potenz-Ueüie  emerseits 
und  1^0  uri  er 'scher  Reibe  andererseits  bestehen.  Ich  möchte 
derartige  Reihen  als  uneigentliche  Fourier'sche  Reihen 

, lieber  die  Darstellbarkeit  einer  Function  durch 
eine  trigonometrische  Heihe%  Art.  12.  (6«8.  Werke,  p. 244,  845.) 
>)  a.  a.  a  Art  24,  p.  37  ff. 
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bezeichneii  und  benfiise  diese  Gelegenheit,  um  ein  einÜBclies 
Beispiel  einer  solehen  Reihe  mitisatheilen  (e.  §  5  dieses  Auf- 
satzes), bei  welcher  die  Convergenz  durch  ganz  elementare 
Rechnung  direct  i  r\viesen  werden  kann,  während  die  Diver- 
genz der  Coetficienten  in  der  Fonrie  raschen  Integral  form 
ohne  weiteres  aus  der  B'orm  der  zu  eutwickelnden  FuqcUoq 
hervorgebt. 

Im  tibrigen  bleibt  hier  noch  die  Frage  offen,  ob  die 
durch  die  couvergente  Reihe  ^Aye^*  dargeatellte  Func- 
tion f{e^*)  nicht  auch  solche  Singularitäten  besitzen  könnte, 
welche,  ohne  zu  der  eben  betrachteten  Kategorie  zu  gehören, 

die  IntegrabililSt  von  f{e^*^  aufheben  und  damit  die  Dar^ 

fltellbarkeit  der  Reihen  -  Coefficienten  in  der  Foarier'{?chen 

Form  unmügb'ch  machen  würden?  Ob  dieser  hali  in  Wirk- 
lichkeit eintreten  kann,  niuss  vorläufig  dahingestellt  bleiben: 
das  Gegentheil  ist  wenigstens,  so  viel  ich  weiss,  bisher  nicht 
bewiesen  worden.  — 

Was  nun  endlich  jene  dritte  —  die  Gon^ergenz  von 

^  Ay  (?^*  verlangende  —  Voraussetzung  betriÖl,  so  dfirfte 
man  vielfach  der  Ansicht  begegnen,  dass  man  dieselbe  ohne 
weiteres  fallen  lassen  könne, sobald  nur  die  Entwickelbarkeit 

Ton  f{e^*)  in  eine  convergente  Fourier ^sche  Reihe  fest- 
steht, und  dass  man  geradezu  ans  der  Existenz  dieser  lata- 

teren  auf  die  Convergenz  von  ^  Av  (und  damit  eo 
ipso  auf  die  Identität  der  betreffenden  beiden  I?eihen) 
schlies-sfu  dürfe.  So  sagt  z.  B.  Herr  Darboux  in  aeineui 
, Memoire  sur  Tapproximation  des  fonctions  de  tres- 
grands  nombres  etc."  ganz  ausdrücklich^):  ,Nous  voyons 
que,  si  f{»\  consid^r^e  comme  fonction  de  Targu- 
ment  a>  de  «  sur  le  cercle  de  convergence,  est  d^- 


1)  Journal  de  Mathöm.   S^^""«  t>6ri©,  T.  IV,  p.  13. 
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reioppable  en  serie  trigonomeirique/)  la  serie  qiii 
d^veloppe  f{g)  saivant  les  puis.sances  der  demeurera 
encore  conrergente  sar  lecercU  iimite."  Dieser  Aus- 
spracb  stammt  zwar  schan  aus  dem  Jabre  1878,  d.  b.  in- 
desMii  immerbin  aus  einer  Zeit,  in  welcber  die  in  den  Ar- 
beiten der  Herren  GbristoffeU).  Prym')  und  Scbwara^) 
(1871/72)  SU  Tage  tretende  schärfere  PrQfnng  der  Grund^ 
lagen  des  sog.  Dirichlet'sclien  Principes  bereits  ge- 
gründete Bedeiikt'ii  siegen  die  Stichimltigkeit  der  obigen  Be- 
hauptung hervoniiieii  kt»iirite.  Im  ül)rii;en  glaul)e  ich,  dass 
auch  heute  noch  viele  Mathematiker  jene  Dar boux 'sehe 
Ansicht  theilen  und  die  Frage  nach  der  Convergenz  einer 
Potensreibe  auf  dem  Convergenzkrei.se  ecblecbthin  mit  der- 
jenigen naob  der  Entwickelbarkeit  der  betreffenden  Band- 
fonetion  in  eine  Foarier*sebe  Reihe  identtfieifen.  Eine 
strengere  Behandlung  dieser  Frage  ist  mir  nur  in  den  Ar- 
beiten dee  Herrn  Thom€  Ober  lineare  Differentialgleichungen^) 
und  einer  daran  anknüpfenden  Abhandlung  , lieber  Con- 
vergenz  und  Divergenz  einer  Potenzreihe  auf  dem 
Convergenzk reise" begegnet.  Hier  wird  vor  allem  be- 
wiesen, dasB  unter  den  Über  die  Natur  der  siuguüuren  Ötelieu 

')  Hi  runter  ist  ininicr.  wie  aut  d»;m  ganzen  Zunammenhango 
onzweideuiig  h»  rvor^elit,  eine  Foorier'scbe  Heihe  zu  verstehen. 

Ueber  (1  ie  lutegration  von  zwei  partiel len  Differen- 
tialgleichungen.   G ölt.  Nachr.  1871,  p.  436. 

Zar  Integration   der  Differential-Gleichung 

+     "  •»  0.  —  Jonm.  f.  Math.   Bd.  78,  p.  860. 

Znr  Integration  der  partiellen  Dif ferentialglei- 
chnag  ^  +        =  0.  -  Jcum.  f.  Math.  Bd.  74,  p,  218. 

')  Zur  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen 
—  Joom.  f.  Math.  Bd.  91,  p.  232  ff.  betenden  Art  4,  9,  10.  ^. 
Deigl.  Bd.  95,  p.  44  ff.  t.  Art  & 

6)  JouTD.  r.  Math.  Bd.  100.  p.  167. 
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gemachten  Voraussetzungen  die  Coefticienten  der  Potenz- 
reihe wirklich  identisch  sind  mit  den  Fourier *Bclien  Eofc- 
wickelongB-Coeflicientr'Ti  der  nandfunction,  und  sodann  erst 
aus  der  Gonyergens  dieser  Fourier'echen  Reihe  auf  die- 
jenige der  (anf  dem  Convergenzkreise  mit  ihr  identiscben) 
Pofeenzreihe  geschlossen.  Obechon  non  aas  dieser  Art  der 
Beweisfährnng  die  Meinung  des  Verfassers  deutlich  henror- 
geht,  das«  es  Fälle  geben  könnte,  in  denen  die  fragliche 
Schlussweise  nicht  zutrifft,  so  ist  es  doch  weder  hier,  noch 
auch,  so  Tiel  ich  weiss,  in  anderen  Arbeiten,  deren  Gegen- 
stand dies  nahe  gelegt  bätte,^)  direct  ausgesprochen  worden, 
dass  es  derartige  Fälle  —  und  zwar  solche  Ton  Terhältniss- 
mSssig  ein^Msher  Natar  —  wirklich  auch  giebt  Ich  will 
nun  in  diesem  Anfsatxe  zeigen: 

Es  giebt  ihats&chlich  Potenzreihen,  weiche  auf 
ihrem  Conrergenzkreise  äivergiret}^  obschon  die  zu- 
gehörige Hand  tun  etion  in  eine  eon vergente  i^'oMn'er'« 
sehe  IJcih«'  entwickelt  worden  kann. 

In  den  tolgeuden  beiden  Paragraphen  theile  ich  zunächst 
die  allgemeinen  ITeberleguDgen  mit,  welche  mich  zur  Con- 
stniction  derartiger  Functionen  geführt  haben  nnd  die  90* 
dann  in  g  4  zur  Bildung  bestimmter  Beispiele  benfitzt  wer^ 
den  sollen. 

§  2. 

Es  seien  die  beiden  Reihen: 

7'  iß)  =  ü''  (^^r  cos  V  i>  -i-  br  sin  v  i>) 

(1)  " 

(J^)  =s  ij»'  (—     CO»  y  iS^     ür  sin  V  l>) 

^  0 

7,  H.  H  n  r  n  a  <'  k ,  Anwendung  der  F  o  n  r  i  e  i  '  s  c  h  f  n  H  e  i  h  o 
auf  U IL»  Theorie  dtr  Functionen  einer  compiezen  Verän- 
derlichen. —  Math.  Ann.    Bd.  21,  p.  305. 
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für  0  <[  <  2  TT  durchweg  oder  wein^tens  im  allgemeinen 
convert^ent:  dal)ei  .sollen  die  Coefficieiiten  a,.,h  reelle  Grössen 
von  der  Beschaffenheit  sein,  dass  für  v  =  co  der  Grenz- 
Werth  bezw.  die  obere  Uobestimmtheitsgrenze  Ton 

mindesieiu  einer  der  beiden  Grössen  ;  a».  |  'vT  ^en  Werth 
1  hat,  wShrend  der  entsprechende  Werth  für  die  andere 
dieser  Grössen  aucli  <  1  sein  darf.    Setzt  man  sodann : 

(2)  t^a.i-b^ij'X-''  =  f,{x), 

0 

so  convergirt  diese  Reihe  für  \x\  >  1 ,  sie  divergirt  fÖr 
i «  !  <  1 ,  während  sie  für  |  a;  |  =  1  übergeht  in : 

(3)  =  ii" (a,  +  i»^ i) (cos  v^  —  i-rnnv^) 

0 

also  in  Folge  der  gemachten  Voranssetzung  auf  dem  Con- 

vergenzkreise  noch  durchweg  oder  im  allgemeinen  con- 
vergirt. 

Angenommen  nun,      (x)  lasse  sich  über  das  ga<«aninite 
Innere  des  Einheits- Kreises  als  eindeutige  analytische 
Function  ohne  singnläre  Stellen  fortsetzen,  so  mnss  eine 
fär  \x\<l  convergirende  Potenzreihe  existiren,  deren  Summe 
(x)  ist,  also : 

W  ftix)^tyA,s^  (|a?|<l). 

0 

Iis  ist  nun  leicht  zu  ersehen,  dass  diese  Potenzreihe  auf 
dem  Einheiiskreise  nicht  convergiren  kann.  Denn  wäre 
dies  der  Fall,  so  hätte  mau: 

(5)  /;  («*0  (cos      4-  » -sin  vd) 

0 

und  die  Vergleichung  mit  (3)  würde  ergeben,  dass  gleichzeitig: 
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-4^  —  «V  +      *  ^y=  —  (^r  +  K  ») 

sein  müsste,  was  unmöglich  kt. 

Man  Hütt«  also  auf  diese  Weise  in  der  That  eine  Potenz- 
reihe f{£)  —  ijAy3:^  gewonnen,  weiche  die  oben  verlangte 
Eigenschaft  hat,  auf  dem  Einheitskreise  zu  divergiren^ 
obschon  daselbst  eine  convergente  trigonometriBche  Hoibe 
für  vorhanden  ist. 

Diese  letztere  heeitast  hier  in  gewisser  Beziehung  noch 
einen  ganz  speciellen  Charakter:  sie  bildet  nimlich  die 
Orenze  der  Entwickelung  von  f^  (x)  naeh  negativen  Po- 
tenzen von  X.  Mau  erkennt  indessen,  dass  diese  Eigenschaft 
durchaus  unwesentlich  und  in  WaliriieiL  auch  leicht  zu 
be.seiligen  ist.  BezeichneL  man  nänjlich  mit  x  —  ^  x*' 
eine  Fotenzreihe,  deren  Conver<j:rnzradiu8  i^i  und 

die  im  Falle  ^  =  1  auf  dem  Banheitskreise  noch  durchweg 
oder  im  allgemeinen  conTergirt,  so  wird  offenbar  die  Reihe: 

(6)  /(a?)  -  /i(a:)±/i(«)  -  hu,±B,)'x' 

0 

ffir  X  =  e^*  gerade  so  divergiren,  wie  die  Ueihe  fi{x)^ 
während 

(7)  r(e*0  =  2W(a^  +  ^<)-«-'^±B^-«^} 

wird,  und  diese  convergirende  trigonometrische  Reihe  jetsi 
nicht  mehr  die  Grenze  der  Entwickelung  von  f{a)  nach 
negativen,  und  im  Falle  ^  =  1  auch  nicht  diejenige  der 
Eniwickelnng  von  f{x)  nach  positiven  und  negativen 
Potenzen  von  x  bildet.  Man  erzielt  dies  z.  B.  am  einfachsten, 
wenn  man  speciell  setzt: 

(8)  /,(*)  =  £'(0,-6,  i)»' 

also : 

(9)  /,  (e«^'  )  =  £»'  {a^  —  6^  i)  (cos  y  ^  4-  t .  sin  v 
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in  welchem  Falle  dann  f{x)  =  (x) (x)  auf  dem  Ein- 
heitskreise  durch  die  trigonometmciie  iieibe  2  q>  (ß)  bezw. 
2»«v'(i^)  dargestellt  wird. 

Dureb  die  vorstehende  Betmchtung  ist  die  Möglich- 
keit, Reihen  der  ^i^edachten  Art  zu  construiren,  erwiesen, 
s(  lial  i  es  «gelingt,  Keihen  nach  negativen  Potenzen  von  x^ 
wie  die  oben  mit  /*,  (x)  bezeichnete,  herzustellen,  welche  auf 
dem  Einheitskreise  conver^iren  und  in  das  Innere  als 
eindeutige,  durchweg  reguläre  Functionen  von  x  fori- 
gesetzt  werden  können.  Um  dies  zu  erreichen,  wird  man 
natfirlkh  zunichst  nicht  wie  oben  Ton  irgend  einer  bestimmten 
Annahme  bezttglich  der  Coeffieienten  a^,  ausgehen 
können,  sondern  vielmehr  von  einer  Feststellung  der  Singu- 
laritäten, welche  für  f^{x)  auf  dem  Einheitäkreir>e  erfor- 
derlich und  zulässig  erscheinen.  Man  erkennt  aber  ohne 
weiteres,  dass  hierbei  ausserwesentlich  singulare  Stel* 
len,  sowie  algebraische  und  logarithmische  Verzweigungs- 
punkte jeden&lls  von  vornherein  auszuschliessen  sind,  da 

die  ersteren  die  Divergenz  von  b^,i)  -  e~*'^*  nach 

sich  ziehen,  die  letzteren  die  eindeutige  Fortsetzbarkeit 
von  f^(x)  Yerbindern  würden.  Als  möglicherweise  zulässig 
bleiben  daher  nur  wesentlich  singnläre  Stellen,  welche 
noch  die  besondere  Eigenschaft  besitzen  mflssen,  dass  /j  (x), 
falls  die  Variable  x  von  aussen  her  oder  Iftngs  der  Peri- 
pherie des  Einheitskreises  sich  einer  solchen  Stelle  nähert» 
unter  einer  endlichen  Grenze  oder  zum  mindesten  integrabel 
bleibt. 

Der  Einfluss,  den  eine  derartige,  auf  dem  Convergenz- 
kreise  einer  Potenzreihe  angenommene  singulare  Stelle  auf 
deren  Convergenz  und  Divergenz  ausfibt,  soll  nun  zunächst 
genauer  untersucht  werden. 

18M.  Ma^-^n,  OL  S.  ao 
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§  3- 

Es  sei  /  (x)  eindeutig  und  regulär  für  \x/<.Ry  wo 
jR>l,  mit  Ausnahme  einer  einzigen  Stelle  auf  dem  Eio- 
heitakreise  x^a^ef^*,  BezQglieh  der  Beschaffenheit  dieser 
aingalftren  Stelle  xs^a  unterscheiden  wir  die  folgenden 
zwei  FftUe: 

T.  Es  sei  fix)  für  x  —  a  noch  absolut  integrabel, 
sobald  der  Jnt^eirrationswe«^  dem  Innern  oder  der  Peri- 
pherie des  iilmheitskreises  angehört,  d.  h.  das  Integral 

^  \f{(£)\'  d  X  werde  in  diesem  Falle  mit  \x^ — a\  beliebig 

klein  —  eine  Bedingung,  welche  z.  B.  stets  erftlllt  ist,  wenn 

\f{x)  \  im  Innern  und  auf  der  Peripherie  des  Einheitskreises 
in  jeder  beliebigen  iviihe  der  Stelle  a  stets  unter  einer  festen 
Grenze  bleibt. 

Alsdann  lässt  sich  zeigen,  dass  die  zunächst  für  \x\<.\ 
geltende  Potenzreihe  für  f  (x)  s=^i^Ay3^  noch  ftlr  |  dp  |  »  1 

0 

mit  eventuellem  AusBchlusse  der  Stelle  x^a  convergirt 

und  mit  der  Fourier^schen  Reihe  fllr  f{e^*)  identisch  ist. 

Um  dies  nachzuweisen,  deiike  man  sich  den  Kinheits- 
kreis  (E)  construirt  und  die  Stelle  a  mit  einem  Kifi.Ne  (K) 
von  beliebig  klein  anzim»  hmendem  Uadiu^  g  umgeben.  Be- 
zeichnet man  sodann  mit  (C)  diejenige  Curve,  welche  aus 
dem  Einheitskreise  {£)  entsteht,  wenn  man  das  kleine  durch 
den  Kreis  (K)  ausgeschnittene  Bogenstflck  (e)  durch  das 
entsprechende,  innerhalb  {B)  verlaufende  BogenstQck  (h) 
von  (JT)  ersetzt,  so  hat  man  ftir  alle  Stellen  x  im  Innern 
von  (C),  also  sicher  für  |  a;  |  <  1  —  p : 

(1)  /{X)  =  „-^  .  r/-^^  'dt 

^  2n%J  t—x 

(wobei  das  Pluszeichen  vor  G  die  positive  Integrationsrich" 
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tuDg  andeuton  soll.  Da  aber  in  Folge  der  gemachten  Voraus« 
sfitKimg  der  von  dem  Bogeneiücke  (k)  herrOhrende  Bestand«» 
theil  dieses  Integrak,  gerade  so  wie  ein  Qber  (e)  zu  er* 
streckendes  mit  {k)  und  (e)  —  also  schliesslich  mit  q  — 
beliebig  klein  wird,  und  da  andererseits  f{x)  einen  ein- 
deutig bestiiumten,  von  q  unabhängigen  Werth  hat,  so  kann 
man  ohne  weiteres  das  Integral  über  (k)  durch  das  ent- 
sprechende über  (e)  ♦  i>rt/"n  und  erhält  somit  an  Stelle  der 
Beziehung  (1)  jetzt  iiir  \x\<,i  die  folgende: 

(+*) 

und  hieraus  in  der  üblichen  Weise: 


wo 


0 

Vi 


e 

1  r/V)  1 


1  r/in  ,^    1  r 

2^J/(^'^')-e--^' (v  1,2,3,...) 

Dabei  lassen  sich  diese  Coefficienten  A^,  noch  in  fol- 
gender Weise  umformen.  Bezeichnet  man  wieder  mit  (C) 
den  oben  definirten  Integrationsweg,  so  hat  man  offenbar: 

■r.i  f  ^ W  •         =  - 1, 2. 8, . . .) 

oder,  da  man  hier  wieder  rrenau  wie  oben  den  Integrations- 
weg (ö)  durch  den  Weg        ersetzen  kann: 

^•'^2!riJ^^^)*^*"'*''^   ^^^tV^'y^'^^'-dn    ^  (,'- 1,2,3,...) 

(+^  0 

SB* 
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Durch  Addition  und  Subtraction  dieser  letzten  Gleichung 
lässt  sich  daher      in  die  doppelte  Form  setaseu: 

2* 


(6)  Ar  ^ 


Jf  ^c^O  •  cos  VI}  •  <2f} 


in 


°  (t^  =  1,  2,  3,  .  .  .) 


— .  (f  (e^*)  •  «in  VI]  •  dii 

0 

und  man  erhält  daher,  wenn  man  a;  =  r  •  e^'  setzt  und 
r  <  1  annimmt,  aus  Gl.  (3)  die  Entwickelung : 

(7 j  / (r .  c^O    ^ J/ (e''0         ^£'»' r ' •  Ja^'^O  •  cos y    -  i>) •  </ 

0  1  0 

Andererseito  niuss  dch  f{(^)  in  Folge  der  geadachten 
Vorausaatzungen  in  eiae  mit  eventuellem  Anaschluss  der  ein- 
zigen Stelle  conyergirende  Fourier *8che  Reihe  ent- 
wickeln lassen,  näiulich : 

(8)  f{e^  =       [/-(eV)  .  rfi?  +  ^  £>  f/  (e»/0  .  cos  r  ( r;  -  ^)  -  (f 

und  da  die  Reihe  (7)  für  r  ^  l  in  diese  letztere  übergeht, 
so  folgt,  dasB  in  dem  hier  betrachteten  Falle  die  Potenzreihe 
f{^)™^A^^  noch  für  x  —  ^  (mit  eTentuellem  Ausschluss 

der  Stelle  jc  ==  a,  ^  =  a)  convergirt  und  mit  der  Pourier- 

schen  K«ihe  für  f\e^*)  identisch  ist.  — 

II.  £b  sei  jetzt  f{x)  fOx  x=^a  noch  absolut  inte* 
grabel,  wenn  der  Integrationsweg  dem  Aeusseren  oder 

der  Peripherie  des  Einheit-^kreises  angehört. 

b'ür  das  Gebiet  \*C\x\<^B.  existirt  alsdann  iiaci»  dem 
Laurent 'sehen  Satze  eine  Entwickelang  von  der  Form: 
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(9)  f(x)  =  £r     ^  ^hA.x-^r^  x-^, 

oo  0*1 

wobei  die  Reiiie  »1er  ^)i>-itiven  Potenzen  (welche  sich  auf 
die  Constaute  Aq  reducirt,  wenn  f  {x)  überhaupt  keine  wei- 
tere singuläre  Stelle  ausser  x  =  a  besitzt)  für  \x\<R^  also 
insbesondere  noch  für  \x\^l  absolut  oonTergiJt.  Setst  man 
also  Ql.  (9)  in  die  Form: 

(10)  t^^^,^  - 

1  0 

80  folgt  mit  Hülfe  der  Substitution    »  ~  aus  dem  flrgeb- 

nisse  des  Falles  1  ohne  weitere.s,  diiss  ^A  ^,x~^'  noch  auf 

dem  Emheitfikreise  —  mit  eventuellem  Ausschluss  der  Stelle 
o;  =  a  ~  convergiren  mu88.  Das  Grleiche  gilt  somit  von 
der  Gesammtreihe  (9),  woraus  dann  aucb  wiederum  die 

Identität  von  ü^vl^e*'^*  mit  der  Fourier  soheu  Reibe  für 

—00 

f{ifi*)  sich  ergiebi. 

Daraus  kann  man  aber  mit  Hilfe  der  in  §  2  angestellten 

Betrachtung  weiter  ächliessen,  dit.Na  dit)  im  Innern  des  Ein- 
heitskreises  geltende  Entwickelung  von /"(a?)  nach  positiven 
Potenzen  von  x  auf  dem  Einheitsk reise  divergiren  muss. 

Um  die  Bescbatfenheit  dieser  letzteren  Reibe  und  ibre 

Beziehung  zu  der  Fonrier^scben  Entwickelung  von  f{e^*) 
genauer  fest'/u>it«llen ,   bat  man  auch  hier  wiederum  fttr 

la;|<l — Q  zunächst: 

(wo  Q  und  (C)  die  in  I  angegebene  Bedeutung  haben).  Be- 
zeichnet man  sodann  mit  (Je')  das  ausserhalb  des  Einbeits- 
kreises  verlaufende  BogenstUck  des  kleinen  Kreises  um  a,  so 
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kiDD  hier  oiIieDl»r  dis  Aber  den  a»  (e)  und  (10  mammeD- 

gesetzten,  geächioääeoen  Weg  erstreckte  iotegnü:  J*^^~  •  <ii 

dwmh  VerkleineniDg  too  g  beliebig  klein  gemaebt  werden. 
minB  alio,  da  es  einen  Ton  q  nnabbängigen ,  bestimmten 
Weiih  besitzt,  gleich  Null  sein.  Addirt  man  dieses  Inte- 
gral zn  dem  in  Gl.  (11),  >o  ergiebt  sich: 

ftr  \x\K.\  —  bezw.  f&r  <  1,  wenn  man  flchltesslieb  q 
nneodUch  klein  werden  lassi. 

Üm  Koniebst  das  zweite  luiegml  ansznwerthen,  bat  imui : 

und  daher: 


(13) 


(+1)  ^ 

1 


Die  rechte  Seite  läast  sich  in  eine  ftr  'dp:<ia'  d.  h. 
für  ;:c,<l  conyergirende  Reihe  nach  poeitifen  Potensen 
¥on  X  entwickeln,  so  dass  sich  ergiebt: 

wo : 

(15)  =  £^  (~  1)^.  (x  +  y  —  1)^ .  (J^  a-<*+*>. 

Ferner  hat  man  für  j;  <  1 : 


V 
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wo: 

2Jr 


(17« 


(+*)  0 

2JI 


LS'M-'^*-LS'<'^-'~'^''^'>  ('=1.2.3.-) 

Hiernach  liefert  Gl.  (12)  für  \X\<1  die  folgende  Ent- 
wickelung : 

(18)     fix)  =    5;  +  i;»-  0^  {x  a)-" 

0  1 

0 

deren  /weiter  Theil,  wie  die  Form  der  Coefticieuteii  C-y 
(s.  Gl.  (13))  lehrt,  die  Gesammtheit  derjenigen  Bestand- 
tlit'ilc  enthält,  welche  die  Stelle  a  zu  einer  (wesentlich)  sin- 
gulären  macheu:  es  nind  nämlich  die  Coefficienten  C^p 
genau  diejenigen,  weiche  man  als  Ck)e££lcienten  der  negativen 
Potenzen  Ton  x — a  erhalten  würde,  wenn  man  f(x)  in  der 
Umgebung  der  Stelle  x=sa  nach  dem  Lanrent^echen  Satze 
entwickelt.   Hieraus  folgt  aber,  daas  die  Reihe: 

Ij*  B;     =  fix)  -     CLr  («— a)-" 

0  1 

noch  für  x^^^a^  also  schliesslich  auf  dem  ganzen  Einheits- 
kreise sich  regulär  verhält.  Sie  besitzt  somit  einen  Gon- 
vergenzradius,  der  grösser  als  1  sein  mms  (n&mlich  den 

Convergenzradiiijj  12^)),  so  da»»  bie  iuübeöoudere  für  1 

M  Dabei  ist  JSsaq,  wenn  fix)  keine  weiteren  ginf^ftreo  8tel* 
len  im  Endlichen  beaitet;  und  falls  auch  die  Stelle  xssm  keine 
singul&re  ist,  so  redocirt  sich  jene  Reihe  auf  das  constante  Anfkngiglied: 

Ä;  =  /-(o)-f;»c^^.(-ar*' 
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noch  absolafc  convergirt.  Da  aber  die  Gesammt-Entwicke- 
Inng  von  f(x)  nach  poeitiTen  Potenzen  Yon  wie  oben  be- 
merkt, ftlr  \x\^l  divergirt,  so  erkennt  man,  dass  diese 

Divergenz  ausschliesslich  vou  jenem  zweiten  Bestandtheile 

ij^B^s^  herrOhrt 

0 

Es  lässt  sich  aber  auch  genau  angeben,  welche  con- 

yergente  Entwickelung  für  x^tfi^  an  die  Stelle  jenes 

divergenten  fieetandtheik  tritt,  dergestalt  dass  ftLr  f{e^ 
BcblieBslich  eine  conyergente  trigonometrisehe  —  nUmlicli 

die  Fourier'sche  —  Reihe  zu  Stande  kommt. 

Hierzu  beiuerlu*  uiaii,  das^  die  Coeilicienten  B\,  zwar  in 
(17)  zunächst  <^«'iuiu  in  dersell)en  Integralform  erscheinen, 
wie  die  im  Falle  1  (8.  Gl.  (4)):  aber  es  ist  a  priori 
klar,  dass  sie  nicht,  wie  jene,  mit  den  Fonrier*schen  £nt- 

wickelungs-Coefficienten  von  f{e^  identisch  sein  können. 
Um  den  Zusammenhang  mit  diesen  letsteren  an&nklären, 

hat  man  die  Beziehung: 

äl  J^^^^  •  ^""^  •      =  ^        (»^  =  1.  2.  3, . . .) 
(-HO 

woftr  nuin  wiederam,  analog  wie  oben,  schreiben  kann: 

(+^  (4-A') 

(19)  -  ^ Ja«")- -ö,. 

0 

wo : 

^        1  (!) 
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(20) 


Darch  Addition  bexw.  Sabtractioo  von  GL  (17)  und  (19) 
folgt  alsdann: 


(21) 


B'  = 


/fijfl*)  »mvfi'dti  —  Dir 


0 


so  daes  die  Sntwickelnng  (18)  für  jpsr*e^  und  r<l 
«ich  folgendermaassen  achreiben  ISast: 

(22)  /(rc«^»)  .  ^J/(e''0-<iv+^£»'^*  J  /(<^'^0-cosv(i?-i^)-di? 


00 


00 


1  0 


Da  andererseits: 


0  0 

und  in  Gl.  (2.2)  für  r  =  1  allos  mit  Auäuahme  des  letzten 
Bestaudtheiis  convergeut  bleibt,  m  folgt: 


(24)  lim  |f:v         e^^'j  |;r 


womit  die  gesuchte  Grenz -Entwickelung  Ton  IjJ?  für 
:p  8s      gefuntieii  ist. 


354     SiUmit  itt  wtolki^it.  aam  vom  Z  IKwonttr  IHM. 
I.  Setzt  man  jetzt: 

80  erftlÜt  offenbar  die  einzige  singulare  Stelle  « ss  1  dieser 
Function  die  im  Art.  T  des  vorigen  Paragraphen  eingeführten 
Bediügungeu.  Man  hat  nämlich,  um  das  Verhalten  von 
/i  («)  in  der  Nähe  der  JjteiJe  x  =  i  zu  erkennen ; 

(2)  /i(l  +  ^  +  i?t')  «  e  ^* 

also :  ^ 

1  + 


Gehört  nun  die  Stelle  »  =  1  -f  c  -j- jyi  noch  dem  In- 
nern des  Einheitskreises  an,  so  ist  i  wesentlich  negatiT 
ond    daher  —  was   auch       hedenten   möge  —  stets: 

Gebort  hingegen  x  der  Peripherie  des  Einheitskreises 
an,  so  möge  gesetzt  werden  x  =  e^'^  also : 


nnd: 


X — l  =  e    \e    — e      j  =  2te  '«ö^ 
X         1  ,  1  11.,* 

folglich : 

(4)  nie^^^e 

^  (co«(2Cot|)-t.sin(^cofc|)j, 


')  Der  FiH  tor  f  i-t  nur  liinzu^:^eff1gt,  nra  eiiinn  miiii^Hchst  »«in- 
fachen  Ausdruck  fOr  die  Entwickluogs-Goefficienten  zo  erhalten 
(h.  Gl.  (9)). 
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iü  dasd  aiisu  in  diesem  Falle  \f^(x)\  =  e^  wird  —  auch  in 
beliebiger  Nähe  der  Stelle  i>  =  0  d.  h.  x=l. 

Es  miiss  daher  nach  Art.  I  des  vorigen  Paragraphen 
die  SBunächsfe  für  |   |  <  1  geltende  £ntwickelung : 

(5)  «  ii'^A.a^ 

0 

noch  fUr  |«|  =  1  —  mit  eventuellem  Ausscliliiase  der  Stelle 
«»1  ^  convergireii,  d.  h.  es  gilt  die  Entwickelung: 

OD 

0 

fßr  0<i?<27r,  und  dieselbe  ist  mit  der  Fourier  «eben 
Reihe  für     (e^')  identisch. 

Daraus  folgt  dann  noch  insbesondere,  dass  die  Reihe  für 
^ssO  divergirt. 

Was  die  0)efBcienten  A^,  betri£Ptf  so  findet  man  aus: 

e^e"^  =  (—!)*•  -,(l  — «)~* 

=  e  (l  +  .  i      (x  +  V -  1)  ^r") 

unmittelbar  für  v  >  1 : 

(7)  A,  =  e- 1"  ("  If-V  («  +  >■-  l)v 

-  «•£«(-l)"-;Jv(«  +  v-l)^,  (v=l,2,3,....) 

y  \ 

uud  specieii:  ^  =  e  •  JJ*  ( — !)'•  —  =s  1.   Man  liann  aber 

auch  die  hier  in  Form  unendlicher  Reihen  ersrheinenden 
Grössen  A^,  mit  Hülfe  der  Mac  L au  r in 'sehen  Entwickelung 
in  getichloissener  Foim  darstellen. 
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Man  findet  auf  diese  Weise: 

/,(0)  1 

and  fUr  v  >  1 : 

Nun  ist  allgemein: 

1  rf>  0^)  _         1 ,      ,  f  (/->  •  ^Jiö) 

(8)      =  (~ ir-  s>c  -,•(>'- 1).  ,•  /+* • 

und  daher: 


also  schliesslich: 


(9)  A 


II.  Die  Function: 


1 


1 


(10)  /•,(,)-«—  =  «.« 

welche  zu  der  eben  betrachteten  in  der  zwiefachen  Be- 
ciehnnK  steht: 


(11) 


/",(*)  -  { 


'.0 
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genfigt,  wie  leicht  zu  sehen,  den  in  Art.  II  des  vorigen 
Paragraphen  statnirten  Bedingungen.   Da  nämlich: 

(12)  /;(l+f  +  ,0_e 

also: 


(13)  +  »?0I  =  e 

80  wächst  dieser  absolut«  Betrag  über  alle  Grenzen,  falls 
|>;l<r^''^l  (k  eine  (Millithe  positive  Zabl)  und  i  negativ, 
numeriscli  selir  klein  genoiiiinen  wird,  albo  wenn  x  auf  irgend 
einer  geraden  Linie  aus  dem  Innern  des  Einbeitskreiäes  sich 
der  Stelle  1  nähert.  Da  im  übrigen  ^nte 
der  Beziehungen  (11)  lehrt,  fttr  Stellen  ausserhalb  oder 
auf  der  Peripherie  des  EinheitskreiBes  auch  in  beliebiger 
Nähe  der  Stelle  x^^l  stets  unter  einer  endlichen  Grenze 
bleibt,  so  folgt  ans  Art.  II  des  yorigen  Paragraphen,  dass 
die  für  'a;  <  1  geltende  Potenz-Entwickelung  von  f^ix)  für 

=  1  divergiren  muss,  während  andererseits  f^{e^*)  durch 
eine  convergente  trigonometrische  Reihe  mit  ganz  neuen 
Ooefficienten  darstellbar  ist.  Um  diese  letztere  zu  finden, 
kann  man  ohne  weiteres  die  Formel  (24)  des  vorigen  Para- 
graphen anwenden.  Man  hat  —  unter  Beibehaltung  der  dort 
angewendeten  Bezeichnungen : 


1 


»   1 


also:  {-ly-l, 
und  daher  (nach  §  3,  GL  (20)) : 

«  JB«^"  ]^\v  —  1)^^,    d.  h.  =      (GL  (9)), 
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so  dass  jene  Gl.  (24)  hier  lauten  würde: 

(14)  Um  jl"»^  i^^  r»"  e"^'!  =  ^»-^e-'A 

Beachtet  man  jetzt  noch ,  dass  die  in  §  8  mit  B'^  be- 
zeichneten Grossen  ffir  v  >  1  aämmtlich  Null  sind  (da  /g  {x) 
keine  singulare  Stelle  ausser  \  besitzt)  und  dass  (g  3, 
Fossnote) : 

so  kann  man  Gl.  (14)  mit  Hinzufügung  des  Gliedes  B*^  fol- 

gendermaassen  schreiben: 

(15)  /,  {e^*)  =  1^  ^  (cos  v^  —  i'&mv^), 

0 

ein  Re5?ultat,  dessen  Richtigkeit  man  mit  Hülfe  der  Uiei- 
chungen  (11)  und  (6)  sofort  Teriüciren  kann. 

Bis  scheint  mir  auch  nicht  ohne  Interesse,  die  aus  den 
allgemeinen  Ergebnissen  des  vorigen  Paragraphen  hergeleitete 
Divergenz  der  Potenz-Bntwickelung  von  f^{x)  für  =  1 
nachträglich  noch  flnrcli  die  Rechnung  direct  zu  bestätigen. 

Ks  werde  gesetzt  iur  ja;|<l: 

(16)  Uix)  «  a^-*- 

0 

(wobei  also  jetzt  das  im  allgemeinen  Falle  und  oben  mit 
B'^  -{-  Bq  i)ezeichnete  eonstante  Qlied  der  Einfachheit  halber 

mit  Bq  bezeichnet  ist). 

Alsdann  hat  mau  =  /,  (ü;  =  e  und  für  y  ^  1  sto- 
nftchst: 

^'  ~  r/V  /,  =  o  WVtfjiJ'^^-,' 
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also  mit  Benützung  von  Gl.  (8): 

h  ■  -  <-  f     '>"•  x-/<'  - 

schliesslich : 

(17)  =  «-ix  >-,(.. 

Da  hiernach: 

SO  wild  mit  y  a  oo  ancli  lim      «  oo ,  was  dann  nothwen- 

dig  die  Divergenz  von  ^  B^x*'  fi\r  la?'  =1  zur  Folge  hat. 

III.  Die  soeben  betrachtete  trigoiiümetrische  lieihe  für 
/i  (^^O  convergirte  mit  Ausschluss  der  einen  Stelle  i?  =  0. 
Man  kann  indessen  aus  den  Ausdrücken  /*{  (x),  ff(sß)  leicht 
neue  bilden,  deren  trigonometrische  £«ntwickelwig  auf  dem 
Einheitskreise  ausnahmslos  conrergirt,  während  die  be- 
treffende Potenzreibe  dort  divergirt. 

Set/.t  oian  zunächst: 

^ .  L  / 1 

=  2  i'  e  sin  I .  r  I 

\2t  «  —  1/ 

so  wird  die  für  [x\<.\  geltende  Fotenzreihe: 

(19)  tAx)  =  2^  iA^  -  Ii,)  ■  X' 

0 

wiederum  für    =  e^*  divergiren.  Dagegeu  wird  die  Keihe: 

(20)  /i(e^O  =  -2i.e*siiiQcot^)  =  2ilv^.8ini'* 
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jetzt  auch  noch  für  j?  =  0.  also  ausnahmslos  conver- 
j^iren.  Sie  convergirt  freilich  in  der  Nähe  der  Stelle  />  =  0 
ungleicbmääsig  —  wegen  der  uoeDdiich  vielen  Maxima 

nnd  Minima,  welche  f^{e^)  daaelbsi  bentzi. 

Indeseen  auch  diese  Eigenschaft  lässt  sich  noch  beeei- 
tigen.   Ich  setae: 

(21)  F,(x)  =  («-!)./;(«) 

so  hat  man  für  \x\<  l  nach  Gl  (5): 

(22)  F^(x)      (aj-  l)  l-^ar» 

0 

0 

und  nach  §  3,  Art.  I  Itlr  0 < ^ <  2n: 

0 

Diese  Ueihe  convergirt  aber  auch  noch  für  i^ » 0  — 
nämlich  Regen  den  Werth  Noll  (da  in  Folge  der  bewiesenen 
0on7ergenz  von  2A^(^  offenbar  lim  i4  «0  sein  muss). 

Sie  convergirt  somit  ausnahmslos  und,  da  sie  mit  der 

Fourier *schen  Reihe  ftlr  die  stetige  Function  F^(e^ 
identisch  ist,  auch  durchweg  gleich  massig. 

Betrachtet  mau  nun  femer  die  Function: 
(24)  F,ix)  =  (x-l)  /,{x) 

so  wird  für  \x\<.l: 

0  0 
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nnd  diese  Reihe  muss  wiederum  nach  §  3,  Art.  II  für  x  =  e*' 
divergiren  (da  ju  der  Charakter    der   siii^iiläreri  Stelle 
=  1  durch  den  Factor  (x  —  1)  keine  wesentliche  Ver- 
änderung orleidet). 

Andererseits  hat  man  aber  fQr  >  1  nach  GL  (11) 
und  (5): 

OD 
0 

(26)  «^««^(^,-^ 

0 

und  da  nach  §  3 ,  Art.  I  diese  Reihe  noch  für  x  =  e^'  im 

allgeuieineii  convergiren  muss : 

(27)  F,  (e»0  =  ^,         Iv      _  ^    ) .  e-'»: 

Die  Vergleicliung  nut  der  Reihe  (23)  zeigt  dann  aber 
ohne  weiteres,  dass  auch  diese  Reihe  ausnahmslos  und 
durchweg  gleichmässig  convergiren  muss. 

Hieraus  erkennt  man  also,  dass  selbst  in  dem  Falle,  wo 
die  Randfunction  in  eine  ansnahmsios  gleichmässig 
eonvergirende  trigonometrische  Reihe  entwickelt  werden  kann, 
man  noch  keineswegs  ohne  weiteres  auf  die  Convergenz  der 
im  Innern  geltenden  Potenzreihe  für  die  Stellen  des  Con- 
vergenzkreises  schliesseo  darf. 

§  5. 

Während  das  Charakteristische  der  in  Art.  II  und  III 

des  vorißfen  r.iiagraplu'n  betrachteten  Beispiele  darin  best^md, 
dass  div'  betreffenden  Potenzreihen  auf  dem  Convergen/- 
kreise  divergiren,  obschou  die  zugehörige  Randfunction 
durch  eine  convergente  Foarier*8che  Reihe  darstellbar 
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ist,  will  ich  jetzt,  wie  in  §  1  angekündigt  wurde,  ein  Bei- 
spiel einer  Potenz  reihe  geben,  welche  nachweislich  auf  dem 
Convergen /.kreise  (mit  Ausscliluss  einer  einzigen  Stelle)  noch 
convergirt,  woliingegen  die  Existenz  einer  , eigentlichen* 
Fourier^sche  Reihe,  d.  h.  einer  solchen  mit  schlechthin 
coQTergenten  Iniegral-Goefficienten  (vgl.  §  1)  nach  der  Nafcor 
der  dargeRtdlten  FuncHon  definitiv  aoBgeschloBsen  erscheint 

Ich  setze: 

(1) 

also  für  jj;,  <  1 : 

(2)  fix)  =  ^—^  =  l^a,^ 


und  daher: 

80  dass  sich  znr  Beetimmong  der  Coefficienten  die  Re- 
cnrsionsformel  ergiebi: 

(4)  i.^^^^'L-.«!        (,«0,1, 2,...) 

und  hieraus  specieÜ: 

(5)  ao  =  1. 

Ich  zeige  nun,  dass  die  Coefficienten  ^mmtlich  po- 
sitiv sind,  mit  wachsendem  Index  v  boiiindig  abnehmen 
und  für  r  =  co  gegen  Null  convergiren. 

Schreibt  man  in  Gl.  (2)  (v  —  1)  statt  v,  also: 

(6)  fv-«^^' 
und  setst  Ql.  (4)  in  die  Form: 
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(7) 


0 


+  =  l1 


so  folgt  durch  Subtxactioo: 


(8) 


V-1 


Hieraus  ergiebt  sich,  dass  a^>0  ist,  wenn  das  gleiche 
▼on  Oq,  .  .  .  a^_,  gilt.  Da  aber  1,  so  folgt  in  der 
That  allgemein :     >  0. 

Schreibt  man  ferner  die  Gleichungen  (4)  und  (6)  fol- 
gendermaassen : 


(9) 


1  ^ 


_  =  1 


V 


=  1, 


80  folgt  wiederum  durch  Subtraction  und  Multiplication 
mit  V  +  1 : 

Setzt  man  hier  v  —  1  fQr  r,  also: 


=  1. 


a 


V  —  X 


i  =  1 


und  subtrahirt  diese  Gleichung  von  der  yorigen,  so  kommt: 
oder  anders  geschrieben: 

(12)  a     ~a^  =  :^^7  s7-,t  -  X* 

*       ^        I    (v  —  x)  (v     1  —  x) 

d.  Ii.  a,,  ,  —  flfy  ist  sicher  positiv,  falls  alle  vorangehenden 
Differenzen  es  sind.    Da  aber  aus  Gl.  (10)  für  r  =  1 : 

24» 
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0^  —  tf)  s=  ^  sicli  ergiebi,  bo  folgt  wiederum,  da»  allgemein: 

a^^i  —     >  0  sein  moss. 

Da  biernaeh  die  posittTeD  GrCssen  mit  wachsendem  r 
bestaDdig  abnehmeD,  so  besitzea  sie  fttr  y  »  a>  einen  be- 
stimmten Grenzwerth.  Dieser  muss  aber  Nnll  sein,  da  an- 
dernfalls die  linke  Seite  der  Recursionsformel  (4)  wegen  der 
Divergenz  der  imrmonischen  Reiue  mit  v  in's  Unendliche 
wachsen  würde. 

Ans  den  eben  nachgewiesenen  Eigenschaften  der  Coeffi- 
cienten  folgt  aber  bekanntlich  die  gleichmässige  Con- 
Tergenz  der  Reiben  ^a^cosy^,  ^a^siny^,  mit  even- 
tuellem Ausschlüsse  der  Stelle  ^sQ,  also  schliesslich  die 
gleichmassige  Conyergenz  ?on  f&r  x^^^  mit 

eventnellem  Ausschlüsse  der  Stelle  x=\.  Hier  divergirt 
in  der  That  die  betrachtete  Reihe,  wie  sich  daraus  ergiebt, 
das8  lim  f(x)  =  -|"  oc  wird,  wenn  x  auf  dem  Radius  der 

Stelle  1  zustrebt. 

Andererseits  erkennt  man  ohne  weiteres,  dass  f(x\  als 

Function  von  x  in  der  Nähe  der  Sttllo  a;  =  1  wicht 
intpo'ialH'l  i>fc,  da  sie  für     =  1  so  unendlich  wird,  wie 

^i/Jj/iA  Bs  muss  dann  aber  auch  f(e^^  als  Function 

ax 

von  ^  an  der  iStaile  ^  o  die  Integrabilität  verlieren,  da 
{tr*  —  1)  =  '2i '      '  •  sin  ^    für  ^  s=  0  gerade  so  von  der 

ersten  Ordnung  verschwindet,  wie  (x  —  1)  für  a;  =  1.  Hier- 
aus folgt  dann  aber,  dass  die  Integral -CoefBcienten  der 
Fourier*schen  Reihe  im  »eigentlichen''  Sinne  divergent 
werden  mfissen:  die  betreffende  Reihe  ist  also  eine  ,un- 
eigentliche*  Fourier*sche  Reihe  in  dem  oben  (§  1)  näher 
definirten  Sinne. 
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Oefientliche  Sitzung 

zu  Ehren  Seiner  Majestät  des  Köni'^«!  und  Seiner 
Köuiglicheu  Hoheit  des  Prinz-Uegenten 

am  16.  NovcmlMr  1896. 


Dur  Präsident  der  Akademie,  Herr  M.  v.  Petteukofer, 
eröffnet  die  Sitzung  mit  folgender  Ansprache: 

Die  heutige  Festsitzimg  zu  Ehren  unsereB  hohen  Pro- 
tectors,  des  Prinz -Regenten  Luitpold  von  Bayern,  txx  dem 
wir  ebrfurchtsToU  aufblicken,  mahnt  uns  zugleich,  seiner 

Vorgänger  aus  dem  Hause  Wittelsbach  zu  gedenken,  welche 
bieli  um  unsere  Akademie  in  her vur ragendem  Maa&>e  verdient 
gemaclit  liabc'u. 

Vier  von  ihnen,  welciie  wir  theils  als  Stifter,  theils  ;Us 
Reorganisatoren  der  Akademie  verehren,  hat  unsere  Akademie 
bei  der  Herstellung  und  Erriebt un<]r  dieses  Festsaales  dadurch 
besonders  zu  ehren  geglaubt,  dass  sie  inmitten  der  Symbole 
und  Wahlsprüche  unserer  Akademie  ihre  Portraits  an  der 
Decke  des  Saales  anbrachte. 

Zunächst  ist  es  der  eigentliche  Stiflier  unserer  Akademie, 
Kiutiiibt  Maxiiuiliaii  Hl.,  welcher  nach  den  Wort<Mi  meines 
Vor'jänijers  an  dieser  Stelle  in  ihr  , einen  Herd  für  üeistes- 
bil'liinsj;  und  ernste  Studien  für  Bayern  geschaffen"  und 
,in  einem  bislang  hnäteren  Uebäude  die  erste  Fackel  ange- 
zündet hat". 


3t)(i    Sitzamj  der  malh.-})hys.  Clanac  cotn  15,  Nocember  Ji>95. 


Ihm  mr  Seite  ist  das  Bild  des  Karftitsteii  Karl  Theodor, 

des  Stifters  der  kurpfölzischen  Akademie  der  Wissenschaften, 

welche  zugkicli  mit  dtT  alten  kurbayerischeii  in  der  jetzigen 
königlichen  Akadeiiiu'  fortb('>teht.  Karl  Theudor  bat  bich 
unter  uns  dadurch  ein  bleibendes  dankbares  Antredenken 
gesichert,  dass  ein  von  ihm  herstammender  Fonds  von  etwa 
180,000  Mark,  der  sogenannte  Mannheimer  Fonds,  eines 
der  weoigea  StiftuDgscapitalieD  ist,  über  deren  Rente  nnsere 
Akademie  in  freier  Weise  fiir  wissenschaftliche  Zwecke  ver- 
fügen kann. 

Der  dritte,  als  Stifter  von  uns  verehrte  Fürst  ans  dem 

Hause  Wittelsbiich  ist  König  Max  Joseph  1..  welcher  im 
Jahre  1807  der  Akademie  eine  den  K«»rt>cliritteu  der  \Vis>en- 
schaft,  sowie  der  grösseren  Ausdehnung  des  bajertächen 
Staates  angepasste  Organisation  gegeben  hat. 

Damals  wurden  unserer  Akademie  eine  grössere  Reihe 
von  wisaenschaftUchen  Sammlungen  und  Instituten  ange- 
gliedert und  untergeordnet,  von  welchen  ich  die  damalige 
Hofbibliothek,  jetzige  Hof-  und  Staatsbibliothek,  das  Na- 
turaliencabinet,  das  chemische  Laboratorium,  das  Mfinscabinet, 
dtts  Antiquarium ,  das  astronomische  Observatorium  als  die 
wichtig^tell  nenne. 

Eine  Aenderung  in  dieser  Organisation  veranlas.sie  die 
A^erle^^ung  der  Ltidwig-Maximilians-Universität  von  Landshut 
nach  Mi'mchei),  welche  im  Jahre  I82C  unter  der  Regierung 
Kdnig  Ludwigs  I.  erfoI<:te.  Manche  der  genannten  imd 
andere  wissenschaftliche  Institute  und  Sammlungen  mnssten 
nun  in  nähere  Verbindung  mit  der  Hochschule  gebracht  und 
desshalb  aus  ihrer  bisherigen  Abhängigkeit  von  der  Akademie 
theilweiae  befreit  werden.  Es  erschien  als  zweekmiissig,  in 
der  Form  einer  Personalunion  ihre  Verbindung  mit  der  Aka- 
demie fortzusetzen,  ijidein  die  Akademiker,  welche  Conserva- 
toreu  von  Sanmilungen  waren,  auch  zu  Uuiveröitätsprufeö- 
soieu,  oder  umgekehrt  UuiveraiUitsprofesiioreu  zu  Cooserva- 
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ioren  eraaniit  wurden.  Die  bis  dahin  der  Akademie  an- 
gepjliederteii  wissenschiiftliclien  Institute  und  Sammlungen 
bildeten  eine  eigene  unter  dem  Cleiieralcoiiservatorium  geeiute 
Körperschaft,  während  die  Akademie  den  Charakter  eines 
freien  Vereins  von  Gelehrten  erhielt,  dessen  Aufgabe  es  sein 
sollte,  die  Wissenschaft  zu  pflegen  nnd  zu  erweitern,  sowie 
durch  vereinte  Kraft  Werke  herrorzubringen ,  welche  die 
Kriifte  des  Einzelnen  Qbersteigen. 

Zugleich  bekam  die  Akademie  die  Aufgabe,  die  wissen- 
schaftliche Verbindung  mit  gelehrten  Körperschaften  des  In* 
und  Auslandes  zu  pflen^en. 

Die  Personal;  III  11  mit  jenen  im  Oeneralconservatorium 
vereinten  wiNsenschiitiiichen  Sammhnigen  wurde  dadurch  her- 
gesteilt, dass  der  anfangs  gewählte,  dann  vom  König  ernannte 
Vorstand  der  Akademie  zugleich  zum  Generalconservator 
bestimmt  wurde,  sowie  dadurch,  dsss  in  der  Kegel  nur  Mit- 
glieder der  Akademie  su  Gonservatoren  der  wissenschaftlichen 
Sammlungen  und  Institute  ernannt  wurden. 

Durch  diese  Neuorganisation,  welche  heute  noch  das 
Grundgesetz  beider  Körperschaften  bildet,  hat  König  Ludwig  I. 
den  Anspruch  erworben,  den  Gründern  unserer  Akademie 
beigezählt  zu  werden. 

Unsere  Akademie  ist  in  den  seitdem  verstrichenen  sieben 
Jahrzehnten  der  ihr  gestellten  Doppelaufgabe  treu  geblieben : 
in  einer  langen  lieilie  von  Bänden  hat  sie  durch  vereinte 
Kraft  wissenschaftliche  Werke  von  bleibendem  Warthe  yer- 
offentlicht;  in  stets  steigendem  Masse  hat  sie  mit  gelehrten 
Körperschaften  des  In-  und  Auslandes  wissenschaftlichen 
Verkehr  gepflogen  und  auf  dem  \^'ege  des  Schriftentausches 
die  inzwischen  sell)strindig  gewordene  Hof-  und  Staatsbibliothek 
mit  einem  Schatz  werthvoller  Bücher  bereichert. 

Aber  eine  neue  grosse  Auti^^ahe  ist  seither  an  unsere 
Akademie  wie  an  die  anderen  verwandten  Gelehrten- Gesell- 
schailen  der  alten  und  neuen  Weit  herangetreten,  die  Auf- 
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gäbe  nämlich,  nicht  nur  die  wis^senschaftlichen  Untersuchungen 
ihrer  Mitj^h'eder  (hirch  den  Druck  zu  veröffentlichen,  sondern 
in  freierer  Weise  auch  gelehrte  Forschungen  Anderer  auf 
allen  Wi<<»>nsgebieten  anzuregen  und  zu  unterstützen.  Dieser 
Aufgabe  können  sich  die  Akademien  in  ibrer  freien,  nicht 
durch  die  Zwecke  des  Unterrichte  geboadenen  Yerfiasiiog 
vreit  besser  unterziehen,  ak  die  UniTenitäten,  oder  ab  eine 
etwa  nnmittelbar  Ton  der  Staaisregierung  abhängige  Behörde. 

König  Maximilian  II.,  mit  seinem  erleachteten  and 
warmen  Interes=c  für  die  Wissenschaft,  hatte  diese  neue  Auf- 
gabe der  Akademie  klar  erkannt:  er  begründete  darum  bei 
der  historischen  Ciasse  unserer  Akademie  eine  eigene  hi^to- 
rische  Conmiission  und  stellte  ihr  die  Hente  eines  Capiials 
von  650,000  Mark  zur  Verf&gung  mit  der  Angabe,  QueU«a> 
material  für  die  dentache  Geschichte  in  ihrem  ganzen  Uai- 
fang  auizuünden  und  herauszogeben,  wissenschaftlicbe  Ar> 
beiten  auf  diesem  Gebiete  hervorzurufen  und  ihre  F^blication 
zu  ermöglichen. 

Auch  für  die  Naturwi>seiischaften  hatte  K<»nig  Max 
Aehnliobes  iiu  Sinne.  Ijeider  hat  sein  friilier  Tod  die  Aus- 
führung vereitelt,  so  dass  nunmehr  die  beiden  anderen  Olassen 
unserer  Akademie,  die  philosophisch -philologische  und  die 
mathematisch-physikalische,  mit  einem  gewissen  Neid  auf  ihre 
reichere  Schwester  blicken. 

Und  doch  darf  ich,  ohne  den  Vorwurf  einer  unbilligeii 
Bevorzugung  des  Wissensgebietes,  dem  ich  persönlich  meine 
Dienste  gewidmet  habe,  befürchten  zu  müssen,  hier  die  Be- 
hauptung aufstellen,  dass  heutzutage  das  Bedürfnis^,  auf  dem 
(Tobipt  der  Natnrwissenscliatteii  wis-^ensebaftliche  Inter- 
suchungen  anzuregen  und  zu  unterstützen,  allgemein  als  das 
allerdringendste  empfunden  wird. 

Unsere  Hoffnung,  dass  auf  dem  W^  der  Staatshflife 
dieses  Bedflrfiuss  eine  ausgiebige  Befriedigung  finden  weide, 
ist      offen  gestanden  —  nur  eine  geringe.   Es  wftre  auch 
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nnbilHp;,  von  der  Mehrheit  der  ans  der  Masse  des  Volkes 
gewählten  Vertreter  zu  erwarten,  dass  sie  iille  ein  klares 
VerstUndniss  dafür  haben,  dass  mittelbar  die  der  reinen 
Wissenschaft  dienenden  Untersuchungen  und  Forschungen 
stet^  auch  eine  die  Wohlfahrt  and  den  Wohlstand  des  ganzen 
Volkes  fördernde  Folge  haben,  wofür  ich  Beispiele  in  meiner 
Antrittsrede  als  Prisident  der  Akademie  mitgetheilt  habe. 
Femer  sind  die  Anforderungen,  welche  Heer,  Schale,  Ver- 
kehr u.  8.  w.  an  die  Steuerkraft  des  Landes  stellen,  so  gross, 
dass  jede  Landtagsverhandlung  fa.st  immer  wie  ein  Markten 
zwischen  Hegieruug  und  Volksvertretung  über  das  Mehr  oder 
Minder  der  für  diese  noth wendigsten  Bedürfnisse  erforder- 
lichen üeldniittel  erscheint. 

Eber  dürfen  wir  erwarten,  dass  einzelne  einsichtige  und 
zugleich  wohlhabende  Männer,  namentlich  Industrielle,  welche 
mit  einem  durch  eigene  wissenschaftliche  Vorbildung  ge- 
schärften  Urtheil  erkannt  haben,  welche  Vortheile  der  von 
ihnen  betriebene  Industriezweig  mittelbar  streng  wissen- 
schaftlichen Forschungen  und  Untersuchungen  verdankt,  sich 
ihrerseits  der  Wi.ssenschaft  gleichsam  wieder  <lankl>ar  erweisen 
werden,  indem  sie  unserer  Akademie  die  nüthigen  Mittel  zur 
V  erfügung  stellen,  naturwissenschaftliche  Forschungen  und 
Untersuchungen  anzuregen  und  zu  unterstützen.  Solche 
Männer  werden  nicht  so  engherzig  oder  kurzsichtig  sein,  «u 
erwarten,  dass  derartige  Untersuchungen  gleich  ron  Tom- 
herein  sofort  einen  in  Geldwerth  umzurechnenden  Nutzen 
yersprechen,  sondern  sich  von  den  Wahlsprüchen,  welche 
unsere  Akademie  bei  Ausschmückung  dieses  Saales  sich  an- 
geeitjnet  hat,  den  vor  Augen  halten,  welcher  sagt:  Serimus 
arb<ire.>  po>teritati  profiituraa I  Lasst  uns  Bäume  ptiauzen 
der  Nachwelt  zum  Nutzen! 
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WahUn. 

Der  Olassensekretär,  Herr  C.  y.  Voit,  giebt  sodanu  die 
von  der  Akademie  vorgenommenen  und  von  S'^inf^r  Köni^- 
liehen  Hoheit  dem  Phoz- Regenten  beetatigten  Wahlen  be- 
kannt Es  wurden  in  der  roathematiecb-phTBikaliechen  Claaae 
gewählt : 

zum  ordentHehen  Mitgliede: 

Dr.  Ferdinand  Lindeniann,  ordentlicher  Pr(>if»^or  der 
Mathematik  an  der  hiesigen  Universität,  bisher  ausser* 
ordentliches  Mitglied; 

zum  ausserordentlichen  Mitgliede: 

Dr.  Wilhelm  Ton  Miller,  ordentlicher  Professor  der  Chemie 
an  der  hiesigen  teehnischen  Hochschule; 

zu  eorrespondirenden  Mitgliedern: 

1.  Francesco  Brioschi,  Präsident  der  Accademia  dei  Lineei 

und  Professor  der  Mathematik  am  R.  Istituto  tecnico 
superiore  in  Mailand: 

2.  Dr.  Karl  Neu  mann,  Prule-^.-or  der  mathemaUschen  Phjsik 

an  der  Universität  zu  Leipzig; 

3.  Dr.  Hendrik  Antoon  Lorentz,  Professor  der  Physik  ed 

der  üniversitat  zu  Leiden; 

4.  Dr.  Alexander  Kowalewski,  Professor  der  Zoologie  und 

Akademiker  zu  St.  Petersburg; 

5.  Albert  Graudry,  Professor  der  PalSontologie  am  Jardin 

des  PlaT)tes  /II  Paris,  Membre  de  l'Institut; 
ü.  Sir  ArchihaM  (!eikie,  Generaldirektor  der  Geological 

öurvey  von  Gross britjiiinieu  in  London  ; 
7.  Kevil  Story  Maskelyne,  Professor  der  Mineralogie  an 

der  Universität  zu  Oxford. 
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Sitmiig  vom  7.  Dezember  1896. 

1.  Herr  H.  Seeliger  legt  unter  Besprechunt^  des  Inhalts 
wne  Abluiiullung  des  Herrn  Professors  Dr.  U.  Lehmann- 
ITitBES  in  Berlin :  «lieber  die  SiicularstöroDg  der  Länge 
des  Mondes  unter  der  Annahme  einer  sieh  nicht  mo- 
mentan fortpflanzenden  Schwerkraft'  vor. 

2.  Herr  W.  Dyck  briu*rt  eine  Abhandlung  des  llniii 
Privatdozenten  Dr.  Kduakd  V(in  Werer:  ,üeber  gewi^.^e 
Systeme  Pfufi'sc her  Gleichungen*  in  Vorlage,  welche 
sich  an  die  in  der  Februar-Sitzung  d.  J.  mitgetheilte  Unter- 
suchung anschliesst 

3.  Herr  C.  t.  Voit  theilt  die  Hauptresultate  «ner  in 
seinem  Laboratorium  von  Herrn  Dr.  Alexanbbb  Ellikobr 

an.sgeführten  Untersuchung:  ^Ueber  den  Nährwerth  des 
Antipeptons"  mit. 


üeber  die  Sacularstönirg  der  Lpng-e  des  Mondes 
unter  der  Annalune  einer  sich  niclit  momentan 
fortpflanzenden  Schwerkraft 

Von  R.  Le1iiBaiiii«Ft1h<ta* 

(Sinsfelau/en  7.  Deeembrr.f 

Seitdem  Laplace  im  VH.  Oapitel  des  X.  Buches  der 
Mecanique  Celeste  eine  Untersuchung  Über  die  Wirkung  einer 
.transmission  snccessire  de  la  pesanteor*  mitgetheilt  hat, 

sind  kritische  Discussionen  des  Newton 'sehen  Gravitations- 
gesetzes für  lange  Zeit  von  der  Tagesordnung  verseh wunden. 
Krst  in  neuerer  Zeil  hut  man  derartige  Fragen,  über  deren 
Wichtigkeit  wohl  kein  Streit  sein  kann,  wieder  mehr  ins 
Auge  gefasst,  indem  mau  einerseits  die  Folgen  einer  etwaigen 
endlichen  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Gravitation  fttr 
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die  planetarisclien  Bewegungen  auf  Grund  Terschiedener  Hy- 
pothesen erörtert,  andererseits  in  Erwägung  gezogen  hat,  ob 
die  Intensität  der  Kraft  nicht  in  einer  anderen  Fonu  als 
Fnuetion  des  Aljstaudes  der  sich  anziehenden  Ma^^eutheilchen 
gegebeu  werden  muss,  als  es  durch  Newton  geschehen  ist. 

Besonders  die  letztere  Frage  hat  vor  etwa  einem  Jahre 
eine  sehr  bedeotsame  Förderung  erfahren  durch  Seeliger'a 
Au&atz  «üeber  das  Newton Whe  Gravitationageeeta'  (Ästr. 
Nachrichten  Nr.  3273).  Eine  weitere  sehr  umfassende  Be- 
reicherung der  diesen  Gegenstand  betreffenden  Literatur  ist 
erfolgt  durch  die  soeben  er^t  liicnene  Sciirift  von  Carl  Neu- 
noann,  , Allgemeine  TJnter^iuchungen  ül)er  d;i.s  Xewton'.-ehe 
Princip  der  Fernwirkungen.*  Ueber  den  Inhalt  dieses 
h")chst  wichtigen  Werkes  gab  schon  eine  ohne  Zweifel  von 
C.  Xeiimann  selbst  verfasste  Anzeige  in  den  ,  Mitteilungen 
der  Verlagsbuchhandlung  B.  G.  Teubner  in  Leipzig*,  28.  Jahr- 
gang, Nr.  5  eine  vorläufige  Orientirung. 

Ueber  die  zuerst  genannte  Frage,  die  nach  der  zeit- 
lichen Fortpflanzung  der  Gravitation,  liegt  gleichfalls  eine 
un>elinliclie  Literatur  vur.  In  dieses  Gebiet  gehören  an«  h 
di«^  I  iilersucliungen  über  den  EjnÜu>s,  welchen  z.  B.  die 
relative  Geschwindigkeit  der  sich  anziehenden  Punkte  auf 
Grund  des  Weber 'sehen  oder  Rieniann'sthon  Gesetzes  auf  die 
ptanetarischen  Bewegungen  ausübt  Eine  sehr  schätzbare 
Zusammenstellung  der  wichtigsten  einschlagigen  Arbeiten  ist 
erst  kürzlich  in  dem  Aufsatze  von  S.  Oppeuheim  «Zur  Frage 
nach  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Gravitation*, 
Jahresbericht  über  d;is  k.  k.  Akademische  Gymnasium  in  Wien 
für  das  Schuljahr  1^94—95,  gegeben  worden. 

Die  vorhandenen  Untersuchungen  bezielien  sich  alle  iu 
erster  Linie  auf  die  Bewegung  eines  Planeten  um  die  Sonne, 
und  eine  Anwendnii'^  der  für  diese  gefundenen  Formeln  auf 
die  Bewegung  des  Mondea,  wie  sie  S.  Oppenheim  auf  S.  18 
seiner  Schrift  bei  Besprechung  der  von  v.  Ueppeiger  in  den 
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Sitzungsberichten  der  kais.  Akademie  der  Wissenschaften  in 
Wien,  1888  veröffentlichten  Arbeit  „Üeber  die  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit der  Gravitation"  von  dessen  Ausdruck  fQr 
die  Säcnlarstorung  der  Länge  eines  Planeten  gemacht  hat, 
führt  m  keinem  richtigen  Resultat. 

Der  Verfasser  der  vorliegenden  Üntersachnng  hat  bereits 
im  Jahre  1884  in  Nr.  2630  der  Astr.  Nachrichten  eine 
llntersiichnn^  über  die  Bevvcgun«j^  eines  Planeten  unter  der 
Annahme  einer  sich  nicht  moni<Mitau  fortpflanzenden  Schwer- 
kraft veröffentlicht.  Die  der  Kechnung  zu  Grunde  gelegte, 
spater  auch  von  v.  Hepperger  in  Anwendung  gebrachte 
Hypothese  ist  die,  dass  die  Gravitation  ähnlich  wie  das  Licht 
von  dem  Kraftcentrum  ausstrahlt,  und  dass  die  Oravitations- 
strahlen  sich  wie  die  Lichtstrahlen  mit  constanter  Geschwin- 
digkeit  gradlinig  im  Räume  verbreiten.  Bei  der  Begegnung 
mit  einem  Massenpunkte  ist  also  seit  dem  Ausgange  des  be- 
treffenden Inipulaeti  eine,  wenn  auch  noch  .so  kurze  Zeit  ver- 
gangt'i),  iu  welcher  der  anziehende  Punkt  im  AUgemeinea 
seineu  Ort  geändert  bat.  Hierdurch  entstehen  dann  Be- 
wegungsstörungen gegenüber  dem  Fall  einer  sich  momentan 
ausbreitenden  Kraft,  welche  eine  gewisse  Analogie  zu  den 
Aberrationserscheinungen  besitzen. 

Diese  Hypothese  ist  als  eine  rein  mathematische  aufzu- 
fassen, indem  irgend  eine  Vorstellung  fiber  die  physikalische 
Nutur  der  Gravitation,  wie  wir  sie  z.  B.  bei  Laplace  finden, 
darin  nicht  ausgesprochen  ist. 

Die  Durchführung  der  erörterten  Hypotliese  ist  nun 
jedenfalls  eine  unvollständige,  so  lauge  sie  nicht  auf  den- 
jenigen Himmelskörper,  dessen  Bewegung  uns  wegen  seiner 
grossen  Nähe  ihre  EigenthUmlichkeiten  am  deutlichsten  er- 
kennen lasst,  angewendet  ist.  Auch  unter  Zugrundelegung 
anderer  Hypothesen,  z.  B.  des  Weber*schen  Gesetzes,  ist  die 
Mondbewegung  bisher  noch  nicht  genauer  untersucht  worden, 
oflenbar  deshalb,  weil,  wie  v.  Hepperger  aui  Schlüsse  seiner 
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Abhandlung  j^anz  riclitig  beinerkt,  die  ETitwickeliingen  ,in 
Folge  der  krummlinigen  Bewegung  der  Krde  und  der  durch 
die  Sonne  bewirkten  Störungea  mit  grosseo  Schwierigkeiten 
verbunden*  sind. 

Wenn  hier  in  dieser  Richtung  ein  erster  Schritt,  der 
hoffentlich  Nachfolge  finden  wird,  gemacht  wird,  so  ist  von 
vornherein  ta  beachten,  dass  das  Verfahren  bei  der  unge* 
meinen  Oomplication  der  Aufgabe  nur  ein  approximatiTes 
sein  kiiiui.  Auch  ist  das  Thema  insofern  eingeschränkt 
worden,  als  vorzu;4-\voise  die  Säcularstörung  der  Länge  zum 
Gegenstände  der  I  ntorsiicliimg  gemacht  wurde,  wozu  der 
Umstand,  dass  ein  TheiL  der  säcularen  Beschleunigung  des 
Mondes  durch  dif  Theorie  noch  nicht  erklärt  ist,  aufzu- 
fordern schien.  Dass  hierbei  der  Hadiusyector  and  die  Länge 
auch  in  allgemeiner  Weise  untersucht  werden  mnssten,  liegt 
in  der  Natur  der  Sache. 

Das  Resultat  ist  ein  negati?es,  da  nicht  eine  Beschlen* 
nigung,  sondern  eine  Verzöf^^erung  der  Mondbewef,ning  «je- 
funden  wird,  deren  Betrag  nuchJazu  zu  Annatjjutii  übt?r 
die  Fortidlanzuiigöge^chwindigkeit  der  Gravitation  nöthigte, 
welche  wenig  plausibel  erscheinen. 

Derartige  Hechnungsergebnisse  dürfen  nach  Ansicht  d»» 
Verfassers  nicht  dahin  führen,  die  Behandlung  der  betreffen- 
den Fragen  überhaupt  aufzugeben.  Vielmehr  sollte  man  die 
Untersuchungen  auf  verschiedenen  Grundlagen  weiterftthren, 
, nicht  etwa*,  wie  G.  Neumann  in  der  erwähnten  Anieige 
seines  Buches  sagt,  .in  der  Hoffnung,  dass  eine  solche  Theorie 
.sofort  zu  physikalisch  wichtigen  Aufschlüssen  führen  werde, 
sondi.'rn  nur  in  dem  BL'>trei)t'ü,  den  ganzen  Kki-  der  hier- 
her gehfnigen  \  <<r>tellutig''n  zu  ordnen,  zu  erweitern  und 
vielleicht  fUr  künttigeu  Gebrauch  nutsbar  zu  machen. 
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L  Anfiitellaiig  der  DifFerentialgleichmigeii. 

Wir  nehmen  ein  im  Räume  festes  Coordinatensystem  an, 
in  Bezug  auf  welches  der  Schwerpunkt  der  Erde  zur  Z»'it  t 
die  Coordinaten  1,,  i^q,  habe.  £in  Element  dm^  der  Erd- 
masse habe  in  Bezug  auf  den  Schwerpunkt  die  Coordinaten 
^0*  %^  3o  Abstand     von  demselben,  so  dass 

Das  Massenelement  der  Erde  wirkt  anziehend  auf  das 
Masseneleroent  dm  des  Mondes,  dessen  ganze  Masse  m  heisse. 
In  Bezug  anf  das  feste  Coordinatensystem  habe  dm  die 

Coordinaten       //,       ui  Bezug  auf  den  Schwerpunkt  der 
pjrde  j:%  ?/',  js'.    Der  Abstand  zwischen  dm  und  f/?«Q  heisisc 
zwischen  dm  und  dem  Schwerpunkt  der  Krde  dagegen  r', 
sodass 

d»  =  (X*  -  ^o)*  +  iy'  -  ^o)*  +      -  üo)*  ] 


=  U'-^o-fo)*-i-('/'-'io-iJo/^+( 
Wenn  die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  sich  die  Gra- 
vitation fortpflanzt,  durch  ^  bezeichnet  wird,  so  ist  die  Zeit, 

m  welcher  der  auf  dm  wirkende  Impuls  von  dm^  ausging, 

gleicli  t  —  Öd,  und  zu  die^ier  Zeit  waren  die  Coordinaten 
von  rfm^ 

^0  +  ?o  — —^f-  -h  ^  . . . 

— 1^  —  iTars — +  • 

Da  nun  aber  jedenfalls  öd,  d.  h.  die  Zeit,  während 
welcher  die  Gravitation  die  Strecke  d  durcheilt,  eine  sehr 
kleine  Grosse  ist,  so  genfigt  es,  nur  die  erste  Potenz  der- 


37C     Sitzung  der  maUt.-j^j/s.  Classe  vom  7.  Dezember  1895, 

selben  zu  berficksiclitigeti,  d.  h.  fidr  die  Coordinaten  Ton  äm^ 

folgende  Werthe  anzunehmen : 

■  £.  +  J,  -  • 

Der  Abstand  zwischen  dm  und  dem  durch  voreiehende 
Coordinaten  bestimmten  Orte  von  dm^  ist  hiernach 

bUo+$o)'     dt        a(vo-fijo)"     dt     '^diCo-^ia)'     dt  J 

oder  mit  Hülfe  von  2) 

und  hiernach  wird  die  der  ^-Achse  parallele  Componente 
der  von  dm^  auf  dm  geäusserten  Beschleunigung: 

-  k^dm^j —  — — —  —  


) 

oder,  wenn  auch  hier  wieder  B\  *  ,  .  Teraachlissigt  werden 
und?  — =      i/'-%  =  y%  ?  —        jr' gesetzt  wird: 


Wir  werden  nun  zunächst  in  diesen  Ansdmck  die  von 

der  iidtution  der  Erde  herrührenden  Werthe  von  ^ 

nl     (Ii  ifr 


I 
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einsetzen.  Bezeichnen  wir  die  Winkelgeschwindigkeiten  um 
die  drei  Coordinatenaxeu  mit  y^,  Xo>  V^o» 

  _  . 

Xüdem  wir  beachten»  dai>b 

h  4i  -t  %  dt  +  ^0  d<  -  ^ 

ist,  crhiiltoii  wir  für  obige  Heschleumguugscomponeute  fol- 
geudeü  Werth: 

-*»rf«..{^^  +  ^^+*(x,j.-V',lfe)  3) 

-ZB^--^^  [(.■  -     ^0  +  c,.  -  W ^«  +      -  j,)  «J^] 

+  3  e  V'      ^'  -      +  9o  (•/-,  ^'  -  «f,-^')  +  J«('/',i/'  -%*')][ 

Um  die  Einwirkung  der  gau^u  Erde  zu  erhalten,  haben 
vir  den  Ausdruck  3)  über  die  ganze  Erdmasse  zu  in- 
tegriren.   Ans  1)  und  2)  folgt: 

=  r'^  -  2  {x'l^  4-  i/'9o  +  ^'y  4-  ^0*. 

woraus,  wenn  wir  nur  noch  die  Glieder  zweiter  Ordnung  in 

Bezug  auf  die  Mondparallaxe  mitnehmen: 

W' ir  n*  limen  nun  an,  dass  die  Erde  eine  aus  homogenen 
concentrischen  Schalen  zusammengesetzte  Kugel  ist,  so  dass 
der  Schwerpunkt  im  Mittelpunkt  liegt  und  alle  Durchmesser 
1805.  lUXh.'^jt.  ci.  a  2S 
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Hauptträgheitsazen  siud.  Wir  haben  dann  nach  bekannten 
Sätzen: 

Jrt  dnto  =  I  ^0 

wenn  mit  das  Trägbeitsraoment  der  Erde  in  Beznj^  auf 
eine  durch  den  Mittelpunkt  gehende  Aze  bezeichnet  wird. 

Mit  Hülfe  Ton  4)  erhalten  wir  hieraus  folgende  Re- 
lationen, in  denen  nicht  über  Glieder  zweiter  Ordnung  hin- 
siehtlich  der  Mondparallaxe  hinausgegangen  ist: 

J   ^■."»'^'o  — i3Si[»»o+ — 4 — \  6) 

r^'-^io^^  _  «'  ,  n(n ~ 3)  ylol 

J    -in—  *»»o  -     [W'o  +      4^  ?»J  +  2r%, 
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Ci^'-u)(y'-1io)  jj^  _  r  ,  « (n  -  5)  ^ol 
J  ''«»0-  +  — i—  r"A 

J     «SN     «Wo  — a?i^  2^,,,^^ 

Mit  Hülfe  dieser  Relationen  erhält  man  als  Integral 

von  3): 

'\"'o    ry    r'*\     dt         dt^     dt)     2r'*  ^^^^  Voi/J^ 

Wir  haben  hieraus  die  Componente  der  bewegenden 
Kraft  zu  berechnen,  welche  die  Erde  auf  den  ganzen  Mond 
ausübt.  Zu  diesem  Zweck  der  vorstehende  Au.sdruck  7) 
mit  dem  Mn>!>*PiH'lt'inpTit  des  Mondes  7AI  nmlLipIiciren  und 
über  die  ja^anze  Mondmasso  zu  iutegriren.  Wir  nennen  die 
geoccntrisclien  Coordiuaten  des  Mondschwerpunktes  j/,  r; 
die  auf  diesen  Schwerpunkt  bezogenen  Coordiuatea  des 
Massenelementes  ^,  );  den  Abstand  des  letzteren  vom 
Schwerpunkte  ^.   Dann  ist  in  7)  einzusetzen 

wo 

r»  =  af»  +  ^»  +  Ä% 

=  t  +  \f  +  i*. 

26» 


380    SUMung  der  math,'pkjf8.  Classe  vorn  7.  Degmber  1895, 
Hieraus  folgt  nach  Analogie  von  4) 

wobei  Glieder  yoq  der  driHen  Ordnung  in  Bezug  auf  den 
scheinbaren  Mondradius  vemachlassigt  sind. 

^liiii  kann  hieriius  eine  Anzahl  von  Reductionsgleichungen 
herleiten,  die,  vom  Yurzeichen  der  Courdinaten  l),  ^  ab- 
gesehen, den  Foiindn  5)  und  6)  aualug  «ind,  wobei  der 
Mond,  wie  vorher  die  Erde,  als  eine  aus  couoentrischen  homo- 
genen Schalen  zusammengesetzte  Kngel  angesehen  wird, 
deren  Oesammtmasse  m  und  deren  Trägheitsmoment  in  Be- 
zug auf  eine  durch  den  Mittelpunkt  gehende  Aze  A  heissen 
möge. 

Durch  Integration  erhält  man  demnach  aus  7): 

wobei  die  Producte  der  Trägheitsmomente  vernachlässigt  sind. 

Dies  ist  die  £-Gomponente  der  bewegenden  Kraft, 
welche  die  £rde  auf  den  Schwerpunkt  des  Mondes  ausübt 
Für  den  Einfluss  der  Sonne  kommt  natSrlich  ein  ähnliches 
Glied  hinzu,  in  welchem  wir  folgende  Bezeichnungen  an- 
wenden wollen: 

Es  sei  ntj  die  Maisäe,  das  auf  eine  durch  den  Mittei- 
punkt  gehende  Axe  bezogene  Trägheitsmoment  der  Sonne, 
welche  wir  wie  Erde  und  Mond  als  eine  aus  homogenen 
concentrischen  Schalen  zusammengesetzte  Kugel  ansehen. 
Die  Coordinaten  des  Schwerpunktes  (Mittelpunktes)  in  Bezug 
auf  das  im  Räume  feste  Coordinatensystem  seien  t;,,  L^, 
die  geocentrischen  Coordinaten  desselben  Punktes  x^y  typ  ; 
der  Abstand  der  Mittelpunkte  von  Erde  und  Sonne  heisse  r^. 
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Die  hcliocentrischen  CoordiDaten  des  Moudmiitelpunktes 
werden  demnach  x  —  af„  y  —  yn  '  —  ■'i«  Ber  Abstand  des 
letzteren  vom  Sonnenmittelpunkte  heisse  J.   Endlicb  seien 
^'i       Winkelgeschwindigkeiten  der  Sonnenrotation 
um  die  drei  Coordinatenaxen. 

Hiernach  wird  die  Ooniitoncnte  der  von  Erde  und  Sonne 
auf  den  Mond  ausgeii])ten  bewegenden  Kraft,  wenn  wir  für 
den  Augenblick  die  auf  das  feste  Coordinatensystem  bezogenen 
Coordinaten  des  Mondmittelpnnktes  |,  %  i  nennen: 

ät^  =  —     (  r3  *   72  ;  ri  dt 

-3\^miiio  dt  rfT+'aJ 

- Ii  -f.))  ^) 

Da  wir  nun  die  geometrische  Bewegung  des  Mondes  zu 
untersuchen  haben,  so  mnss  auch  -^J  gebildet  und  Ton 

abgezogen  werden,  wodurch       erhalten  wird. 

Man  findet,  wenn  g),  ^  die  Componenten  der  Winkel- 
geschwindigkeit der  Mondrotation  bedeuten: 

'"o  d«a  -IT«  +  V^«o  ^  jiüdt 

-  3 \mtH^  )  ^^j,-.^y  -^^g  --J 


382    SiUung  der  maO^^-phyB.  Claut  vom  7«  Degember  1995. 

Q               !!!!L4L±J?l:ä?  \  ''-^i       ''^1  4-  «  '^'^i  4-  ^  "^  ^'^ 
-  3  ^»WoWii  -5  )  ,.^4  [^i  TT  +  ^*       +  ^»  d  J 

+  ^  •  -  '^^i^'i)}  10) 

Bildet  mau  uun  uns  9)  und  10)  die  Differenz 

dt»       dt»      dt^ ' 
so  erhält  man  eine  Gleichung  yon  der  Form 

wo 

Id  dem  Änsdracke  f&r  JE,  der  alle  mit  0  maliiplicirten 
Glieder  umfasst,  wollen  wir  för  die  Coniponenten  der  abeo* 

luten  Geschwindigkeiten  der  Sonne  coustante  Wertlie  au- 
nebmen,  indem  wir  setzen 

de      "  •  dt  ^  '  di 

Dies  ist  allerdings  nicht  YÖltig  streng;  denn  wenn  die 

Geschwind igkeitscomponenten  des  Schwerpunktes  des  ganzen 

Systems  die  constanten  Wertbe  a,  f^,  y  haben,  so  ist 

di      V  ^  «1  *     /        wi  dt 
wo  jeder  Planet  zu  herfleksichtigen  ist.   Setzen  wir  in  X 

eintuch        =  a  ,  so  vernacliiässigen  wir  damit  entweder 

Glieder  von  der  Ordnung  der  Producte  der  Planetenmanen 
oder  von  der  Ordnung  des  Quotienten  einer  Planetenmasse 
dividirt  durch        Beide  Vernachlässigungen  bedürfen  keiner 

Kecbtfertigung. 
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Femer  beachten  wir,  dass 


Hiernach  findet  sich 


+  3ft»      -  m)  (l  -  '!^-^)     («*  +     +  r^) 
-  .AH«-,-  «0  (l  -(.^.  +  ,^+4^) 

+ aÄ>m.  (i-- 

Durch  cyklische  Vertausch ung  innerhalb  der  drei  Buch- 
stabengruppen fft  Jg;  y;  q>^  Xt  erhält  man  aus  X 
auch  die  Oomponenten  Y  und  ^  der  von  der  nicht  momen- 
tanen Fortpflansung  der  Gravitation  herrührenden  störenden 
Kraft. 

Die  Differcntiulglc'ichiingen  der  geocentrischeii  Bewegung 
des  Mondes  lauten  aläo: 


13) 
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+  *•      +  -o)  ^  =  Ix  +  ^ 


Wir  werden  dieselben  jedoch  f&r  unsere  Zweeke  traos- 

formireii.    Zuiiächät  erlialteu  wir  leicht 

dt*  r     ~*  a 

WO  ]^^^~-^  die  Integrationsconstiante  ist  und  die  Integrale 

ab  untere  Grenze  die  Osculationsepoche  haben. 
Femer  geben  die  Gleichungen  14) 

"ar«  ~^'-v dx^y dy-^^ dz) 

Weil  nun  aber  r*  ä  aj*  +     +  also 
80  erhält  man  durch  Addition  von  15)  und  16) 

Betrachten  wir  allein  die  durch  die  endliche  Fortpflan« 
Zungsgeschwindigkeit  der  Gravitation  hervorgebrachte  St5rung, 
so  erhalten  wir,  wenn  d  jene  Störung  andeutet: 
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Mit  Rücksicht  auf  die  Bed<'utun«^  von  11  lilsHt  sich  in- 
dcä^eu  UieäC  Gleichung  noch  auf  eine  andere  Forin  bringen. 

Da  bis  sa  den  Gliedern  von  der  Ordnung    3  incL 


so  ist 


oder,  da  das  Glied  weder  zu  d^r^^^,  noch  %m 

2  d  J'df     ^'  1^     ^"     '^^j  ®*Den  Beitrag  liefert : 

üierau:^  ergiebt  sich 

und  analog  und 


Ferner : 

aß  ,    aß  ,    a.o      aß  «n 

Mit  Backsiebt  auf  das  Spatere  sollen  hier  an  Stelle  der 
geocentriscben  Coordinaten  o;,,  r,  der  Sonne  die  auf 

den  Scbwerpaokt  dee  Systems  Erde-Mond  bezogenen  Sonnen- 
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coordioaten  x^^  r^^  eingeführt  werden.   Man  findet 

sofort: 


4-«o 


~     +  ^ 

Bezeichnen  wir  den  Factor  -— ,  der  etwa  ~  beträgt, 
durch  s  und  Ternacblasaigen  t\  e*  .     so  finden  wir 

,     »lifo      H-  y  yo  -f  -ä^'o  j%     16    Ao+j/yo  -f  « 
»"0  L'    '0*  ^  ro*  »to*  J 

*  ,  aß  ,  da 
Analog  3^  und  ^. 

Wie  man  sieht  sind  die  mit  £  behafteten  Glieder  Ton 
einer  höheren  Ordnung  als  die  letzten,  welehe  wir  bei  der 
Entwickelung  noch  berücksichtigen  wollten,  weshalb  wir 
innerhalb  der  festgesetzten  Genauigkeitsgrenze  haben: 

Hiemflch  darf  man  also  in  der  Störungefunctton  und 

ihren  Ableilun^^en  die  geocentrischen  Coordinaten  der  Sonne 
<!m-ch  die  auf  den  Seliwprpnnkt  des  Syr^tcms  Erde-Mond  be- 
zogenen (burycentrischcuj  Ibonnencoordiuateu  ersetzen. 
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Wir  führen  nun  ein 

x^rcoaß  cosl  XQ=^rQ  cos  ßQ  cos  Xq 

y  SB  r  cos   sin  A  ff^^^r^cosßQanXo 
g  =  r9inß  ^q  —  Tq  sin  (i^ 

wo  X  \mä  ß  (He  geocentriscbe  Länge  und  Breite  des  Mondes, 
und      die  barycentrische  Linge  und  Breite  der  Sonne 
sind.   Es  ergiebi  sich 

ß  =  [3  co8»/J  -  2  -f-  3  cos»   cos  (2  Ä  —  2  a«) 

+  3  sin  2/9  sin  2/^0  coe  K>1 

wo  bereits  die  zweite  Potenz  der  bunnenbreite  ßa  vernach- 
lässigt ist.  Da  jedoch  die  Störungsfunction  schon  einen 
starken  Verklein  er  iingsfactor  hat,  so  werden  wir  hier  auch 
das  Quadrat  der  Mondbreite  sowie  das  Product  der  Breiten 
von  Sonne  und  Mond  Yemachlassigen,  so  dass  einfach 

a  =  ^^^,[l+SQoa(,2X-2l^)l  1») 

D» 

3x  +  9,  ''f  +  a, ''^o  +  a«,  ''^o  +  9^ =  ^ 
und 

so  nimmt  Gleichung  17)  folgende  Gestalt  an: 
oder,  da 
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+     ("^-^  -  ^'  [  1  +  3  CO«  ^2  ^  -  2  -l.]}  r  a  r 

Die  beiden  ersten  Gleichungen  Ii)  geben 

=        -y ä^j  +    r  -  yi) 

Da  nun  -  — ^ —        cos^  ß      ao  hat  man 

r»  cofiV  j-^  =  Const.  +  J|y  d<  +  J(«  IT  -  yX)  dt, 

wo  die  Integrationen  ron  der  Oaculationsepoche  begmneo. 

Hinsichtlich  der  toq  der  endlichen  Geschwindigkeit  der 
QraTxtation  herrflhrenden  Störung  hat  man  demnach 

r*  cos*  ß  ^^^^  -j-  2     r  cos  ^  d  (r  cos  ß) 

=  ^Pjldt  +  j{x  Y-yX)dt. 

Mit  VtM-iiacliläoüignntj^  der  zweiten  Potenz  der  Moud- 
breite  kann  mau  diese  Uieichuug  hciireiben 

+  S{xY--yX)dt  21) 
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Eine  scharfe  Integration  der  Gleichungen  20)  ond  21) 
mOsste  natfirlich  durch  abwechselnde  Annäherungen  er-* 
folgen. 

Die  in  den  entwickelten  Gleichungen  auftretenden  par- 
tiellen ersten  und  zweiten  Dißerentialquotienten  der  Störunge- 

function  iisind  innerhalb  der  festgesetzten  GenauigkeiLsgren^en 


die  folgenden: 

dl 

-|Ä»m,Jsin(2i-2A,) 

V  im 

-f*X  J[l+3co8(2A 

dQ 

+  |A-w*,^sinC2Ä-2Aj) 

— 

+  |Ä»fii,^sin(2A-2A,) 

+  3           [l  -f  3  cos  {2X 

-|**m,;^^sin(2A-2y 

-h3Ä»mj^co8(2A  — 2;ij) 

-3Ä»iffi4«»(2^  — 

-3*»mi^3sin  (2A-2/,) 

"3Ä»m,  ^^  cos  (2;. —  2/.,, 

2A,) 


22) 


J 


Ferner  ergiebt  sich  aus  13}  und  deu  aualogen  AusdrUckeu 
für  Y  und  Z: 


Digitized  by  Google 


390    8üMung  dtr  nuUhrjphißB,  CUmb  wm  7.  DeMember  1895, 

-2*»(»»^,-«)(i-*^-^-;+;;r') '^^^ 

_  2ifc»,„  ( 1  -  2it±^oi)  « .  ^J. 

\  mm^T*    /  r  dt 

23)  +  3i'»..(l-!ü^04)|i(r»-*4;.-i,|,.-«.) 

X  [« (a:  -     H- (y  -  y,)  +  y  (#  -  #,)] 

~ '  V ' "  (d'»  ~  rVi  L'/"!  (^^i  -  y^'^  +ti     -  '-^i^ 

24)  _*.„,(,-"'oi^'|i»),V:.<,-^,) 

4-  7 (1)1        «2^  /'  1  —  ^^0+»'o^4\  «  rr/y,  -  y<^X^ 
+  A   l^^'o  -  ''O  (^1  ii^-)   rff 

'  \  mm^r*    /  r*  dt 

+  /»(y-y,)  +  y(«-'.)] 
+  ^  ^  t*     — v«)  —  y  öt*  —  V*)] 
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^  •     '\       mntor-   jr^  dt 
V  mutor^    J  fi  dt 

\         mwor*    I  r^\dil 

X  [«(«-«.)+/'(*-».)+/(*-*,)] 
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U.  Die  Störungen  der  Planetenbewegung. 

In  den  DifiPerentialgleicbungen  20}  und  21)  treten  die 
Störangen  dr^  und  dX^  auf,  d.  die  von  der  endlichen  Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit der  Gravitation  herrflhrenden  Stö- 
rungen des  Abstandes  der  Sonne  von  dem  Schwerjuinkte  des 
Systems  Erde  -  Mond  und  der  uuf  diesen  Punkt  lie/.«'ir,  nen 
Sonnenlilnge.  Diese  rftörungen  sind  natürlich  identisch  mit 
denen  der  heliocentriachen  Coortlinaten  jenes  Schwerpunktes. 
Zur  Berechnung  dieser  lassen  sich  die  bereits  entwickelten 
Differentialgleichungen  nach  einer  entsprechenden  Verein- 
fachung benntzen.  Setzen  wir  nämlich  in  9)  und  10)  m,  0« 
80  erhalten  wir  die  Bewegung  der  Masse  m  in  Bezog  auf 
die  Oentralmasse  m^.  Ist  diese  Masse  ein  System  von  Massen- 
fMinktt'ii,  so  sind  diese  im  Schwerpunkt  vereinigt  /.u  denken. 

Für  die»  seteen  wir  ^  =.  a,  ^-^  =  ß,-^f^  f,  wo  o.  ß,  r 

constant  sind.  Hierbei  sind  offenbar  Glieder  von  der  Ord- 
nung der  Masse  m  voriiac  lilässigt,  welche  wir  als  au^^er- 
orut'iit  klein  im  V'erhältiiiss  zu  f//^  betracliten.  Wir 
wenlen  deshalb  überhaupt  Glieder  mit  dem  Factor  m  weg- 
lassen. 

Hiemach  wird 

dt  dt 

dt  dt 

Unter  Mitnahme  der  Hauptglieder  erhalten  wir  somit: 
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Unter  dem  Centralkörper  wollen  wir  jetzt  die  Sonne 
▼ersteben,  so  dass  Wq  =  1  gesetzt  werden  kann. 

Setzen  wir 


20) 


80  werden  die  Oiffereniialgleicliungen  der  heiiocentriseben 
Bewegimg: 


fi'  +  f  (i  +  «o^  =  i: 


27) 


Aa-i  dioieu  Uleiclitiiigen  folgt  in  iK-kauiiler  Weise,  weuu 
k2_\\_^m\        Int^^tionaooiMtente  bedeutet, 

wo  von  der  Oscnlationsepocbe  an  zu  integriren  ist. 

Ferner  folgt  aus  27) 

mitbin,  weil 

2   dt^  ~         di^  rfi*  "  * 
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«^d4    Siismig  dir  matiL»phy$,  Olawe  vom  7,  Jkgemiber  t995, 
ergeben  die  obigen  Gleichungen  durch  Addition 
■i^V  -  +  =  2  J(Xd^  +  Yäy  + 

Bezeicluicfc  ör  die  von  der  endlieheo  Fortpflanzrinir»- 
c^ei^chwindin^kcit  dtir  (iraTitation  li»?rrü Inende  Störung  des 
Uadiusvectors,  so  ergiebt  vorotebende  Gleichung: 

^  +        -r  m)        ^  2j(X./x'  +  r</y  +  Zdz) 

-^{xX^Yy^MZ).  28) 

Wir  siiclien  zweitens  eine  Gleicbun^,  welche  die  Störung 
der  in  der  a;*^- Kin  ne  gcjuibiten  wabren  Länge  X  giebL 
Man  bat  aus  27) 

also,  wenn  man  von  der  Ose  ulation  so  poche  an  integrirt  und 
für  «iie^e  Parmiieter  und  Neigung  der  Bahn  gegen  die  xy 
Ebene  mit  p  und  %  bezeichnet, 

Setzt  man  zur  AbkOrznng  die  Projection  von  r  auf  die 
d;^- Ebene  gleich      so  hat  man  also 

rfi  =  +      •      » -\-^{xY-^iiX)  dt. 

Fttr  die  Störung  dX  hat  man  demnach  die  Differential* 
gleichnog 

Da  nun  von  der  Ordnung  der  Grösse  tf  ist,  so  kann 
man  statt  ^  den  ungestörten  Werth 

  \    -0081 
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eiiwetmDt  so  daw 


 y^^.j::^co&t{Qdr)']-  -^j(xY'-'yX)dL  29) 

Da 
so  ist 

qÖQ  =  rrfr  —  sdg. 

Man  wird  demnach  auch  dß  zn  berechnen  haben.  Ans 

der  dritten  Gleichung  27)  ergiebt  »ich  sofort 

+  AMI  +  »")  ^4  =  3      1  +  »«) +  Z.  30) 

Wir  wenden  uns  zunächst  zu  der  Stürungsgleichung 
für  dr.    Man  findet 

Xdx  +  Yä y  ■\-  Zdz  =  —      [adx  4"  ^dy  ■\-  yds) 

-^-Xo^^dx-xd^j-^^izdy-ydxjl 

Nnn  ist,  wenn  ^  die  Knotenlänge,  i  die  Neigung  der 
Bahn  gegen  die  opy- Ebene,  p  den  Parameter  bedeutet, 

ydß     gdy  ^     äVjj(1  -h  »0  sinisinßdf 

^;(ia5  —  a;rf^  =  —  /c  y  //  ( i  "h  w*j  sin  *  cos  dt 

so  dass 

t  '^k^^iax  +  (iy  yjs)^ 

+  -  27*  L'ToSin^sinO-XoSmtcosß 
■j-  1/;^  cos  i]  d  t. 

2ö* 
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Bezeichnen  wir  dio  Kotationsgcsch windigkeit  der  Sonne 
mit  (Oq,  die  N»'i«,nti)<4  und  Knotenliinge  ilc-  Somieuäquat4Jrs 
iu  Bezug  auf  die  o;^- Ebene  mit  «T'o  und  ^ 

To  =        9m  eTo  sin  jSTo 

Xo=  —  -^0 

wodurch  die  letzte  Klammergrosse  wird 

[sin  Jq  sin  i  cus  {Kq  —  cos  J©      *J  —  '^o  -^o» 

wenn  Neigang  des  Sonaenaqaators  gegen  die  Planeten- 

bahn bezeichnet.   Hierdurch  wird 

Xdx  +  Ydy  -{-Zäjf^  —  ^  (adx  +  ßdy  + 

! 

Nun  ist 
mithin 

0 


wo  die  Integrale  als  untere  Grenze  die  Osculatiousepoche 
/  =  0  hüben,  und  Xq,  ^/q,  -?oi       l^"*  diese  Zeit  gelten. 

Ist  u  das  Argument  der  Breite,  so  findet  mau  leicht 

ax'\-  ßy  '\'  YM^r(a^  coRW^r  ß*  sin  u), 

wo  wie  in  A.  N.  2{io0 

8»  a  cos  sin  ^ 

/i?'  =>s  —  a  sin  ^  CO»  I  +    cos  n  cos  t  +  y  sin  i. 
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Da  femer  «  v  -|-  o»,  wenn  v  die  wahre  Anomalie,  oi 
den  Bogenabstand  des  Perihels  vom  Knoten  bedeutet,  so  ist 
anch 

"•^  -j-  /^^  4"     =    1""  cos  V     ß**  sin  v), 

wo 

ff"  SS     ff'  COS  fti  4-  i*^'  sin 

=  —  a'  sin  w  -j-  ß'  cos 

Demnach  ist 

+ + y^)  ^  « J<  OS  t  +  r  J«in  ü 

Diese  Integrationen  sind  leicht  aosznftlhren. 

Da  nämlich  «fr  « Ä csin rrf wo  e  die  Ex- 
centricitat  bedeutet,  so  ist 

Mithin 

J(a»+<^  y+y'^)%='-{^  («"€082  iz-H?"  sin  2  v  -2/?*'t' )H-Const. 

Endlich  ist 

-  -  -1=^.  fci  +    +  2eco«v  +  |'cos2  t)  dv 

kjj^  Y  l-\-m 

^  ^     - [( 1  -1-     V  +  2esin  V  +  ^ sin  2v\  +  Const. 


I 

4 
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Hiernach  wird 


4l> 


+  2^810  v-r  ^  sm2t;j 


31) 


4p 

 iV  +  i) 

+  2«  sin  to     -  sin  2 üq  I. 

In  28)  tritt  auch  die  Grösse  »X  +  9Y  +  bZ  auf.  Wir 

finden  leicht 


_  21^0  «*  cofl^  -H/^'  «<nt' 


32) 


Setzt  man  nnn  31)  und  32)  in  28)  ein,  so  ergiebt  sich 

2p 


H- +m) =  - K CO«  21; sin  21;  - 2^- r) 


+ — — Iv-^^h 


-f-  2e  sin  t"  +  r  sia  2v 


+  c. 


J 


wo 


C=2A:'<»''"'''''»y"'"-°+^'(a"coa2..,-t^"«D2t;o-2/<'f,) 


r.» 

Jjjroo  cos 


2P 
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Setzen  wir  ferner 

60  nimmt  die  DifFerentialgleichnng  fQr  <fr  folgende  Gestalt  an 

-h  *  (1  +  W) 

=  C  4"  -Dt-  -f-  £e  sin  t  -j-  /''e  öiu  2i;  4"      cos  2r. 

Der  Umstand,  dass  diese  Differentialgleichnng  anf  der 
rechten  Seite  nnr  die  Variable  v  enthfilt,  ist  ein  Fingerzeig, 
dass  man  diese  Tortheilbaft  als  unabhängige  Variable  ge- 
brauchen kann. 

Mit  Zugrundt  lepfung  der  für  die  uugestörte  Bewegung 
gelteuden  Gleichungen 


dv  kVp[l-\-m)  rf/  _  I  /  1^  m 
dt^        r«       *  dt  ' 


.  1  /l  -hm 


dh-  _  .  P  

erhält  man,  wenn  man  1  -\-  ui  ^  l  . ,  ,  setzt, 

(IHvör)     dir.     iC,<Jr'ldr.  d^^r 

'  ut^      di^^'^''dt  'JT'^*'  dfi 

k^ecwv  •    ,  2 A-^ f  Pin  »"^«5 r      / A 2 /> d'^ Ar  2 k'^eainv  r\ 

]^     <"'-h-     ,.2       dV^^yT*  dv'i      '    r«  dv] 

,•3  y         •      p        y       H  I?  / 

Setzt  man  dies  in  33)  ein,  so  ergiebfc  sich 
+  Fesin2r+  Öccoe2v)  =  ir. 


•iOO     SiUung  der  fMa(A.-|%«.  Claase  wm  7.  Vesember 

Daü  allgemeine  Integral  dieser  Gleichung  luiitet 

(Jr  =  c,  sin    +         v  -\-  sin  f  J* cos  v  Wdv 

—  cob  V  j*  sin  vWdv,  35) 

Die  Berechnung  dieses  Ausdruckes  erfordert  folgende 
Integrationen : 

Jr'  cos  v d  V  Jr^  sin  r  ff  v 

Jr^ f  cos  vdv  j f  sin  vdv 

j    fliQ  v  cos  vdv  j*r'  sin^  t;«^ v 

J*r'  sin  2v  cos  <?u  j*r'  sin  2  v  sin  »<f  ü 

Jr^  cos  2 1;  cos  t-<?t;  J*i-*  cos  2 1-  sin     f . 

Die.'äe  Integrale  lassen  sich  meist  ohne  grosse  Mühe  in 
geschlossener  Form  erhalten,  nämlich 

Jr^  cos  vdv  =  a^KH^  |     ~  0  ^sin  2-&-  |eiu<"J 

0« emittiere  Bawegoii^,  JB—exc.  Aoonalie.) 
J'r'  sin  v  cos  V(2 1;  s=     (1  —  c*)  j^c  cos  J5  —  j  cos  2ii  j 

J    sin  2v  cos  t;dv  =  ||  p>  log  nat  r  —  2pr  +  ^^J 

Jr»  cos  2v  cos  vdv^  '^^^  v  -  ~  VT^'^i— ü  ^  ^  Se^^E 


1  1  -  <?« 


2e 


r*  sin  vdv  =*  ^  *^ 


r'ü sin  i'rfi;  =  ^0^^  —    Vi  — c* •  /i 0 

siii^  r fit'  =  (2 —  sin  2  i^) 
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+  (1  — ^)8in£4-|siQ2^] 

J'r*  cos  2 1;  sin  r (/ 1  —     r*  cos  2  l ^     C08  JS^ -f    log  nat  r  j 

Die  Benutzung  dieser  Ausdrücke  würde  aber  eiue  wenig 
fibersicbtliehe  Form  für  die  Störung  dr  ergeben,  und  wir 
ziehen  es  deshalb  vor,  die  Integrale  nach  Potensm  von  e 
zu  entwickeln,  wobei  wir  nur  die  Änfangsglieder  xa  kennen 
brauchen. 

Da  r^=jp'(l  —  Secost-...)  ist,  so  findet  man  leicht 
^r^  cos  vdv  =  p3  j  —  I  ei/  4"  sin  »  —  «l  c  sin  2i; .  .| 
^r^v  cos  vdv  ^^p^^ sin  i;  -t-  coa  t;  - ^    -     sin  2v cos  2  v , .  J 
J'r'  sin  V  cos  vdv  =     —  ^  cos  2i;  +  +    * •] 

J*r'sin  2i; cos  vdv  =--2>'|  - 1  cos  u  -  i  cos  Sü+'I ccos  2«; +^  6C0e4  v . ,  j 

Jl  1  1  8 

r*  cos  2v  cos  vdv  =  p»  -  sin  v  +    sin  3t;  —  —  ev 


3      •  8  I 

—  ^-  e  sin  2v  —  —  e  sin  4v . .  I 


Jr*  sin  vdv  ^  p*  —  cos  v  +  ^  6  cos  2 v .  .j 

J*r't' sin  vdv  =  p*  j^sin      t?co8i;  —  |«8in2i  -h ^ev cos 2v . . | 

^r^s'm^vdv  =  JP*[—  ^sin2i;  +  —  ^esin  t;+  ^  csin^t.J 
J'r'sin  2 1  siu  idv=  p^j^^  «in  f — ^  sin  3 1;  —  |^  c  t;  -p  ^^siu  4  f . .  J 
J    cos  2 1/  sin  vdt;  =    j^i  cos  i;  —  ~  C06  3 V  -|-  ^  e  cos  4t; .  .J 


402    ^Mfi^  der  meUK-phyt,  CIoMe  vom  7,  December  1896, 

In  eiiiit^en  dieser  Intnijrale  tritt  ausserhalb  des  Sinus 
und  Cosinus  auf;  diese  tiiieder  sind  in  dem  zweiten  und 
siebenten  Integrale  allerdings  nicht  vollständig  ang^ebeo, 
jedoch  sind  sie  deshalb  nicht  von  Bedeutung,  weil  sie  mit 
höheren  Potenzien  yon  e  multiplicirt  sind  and  ausserdem 
periodische  Factoren  haben;  v  tritt  in  diesen  nur  in  der  ersten 
Potenz  auf.  Dagegen  tritt  v*  nur  in  dem  zweiten  Integrale 
auf,  und  zwar  ohne  periodischen  Factor.  Die  Vemach- 
liissiguug  von  ^f*,  .  .  .  ist  daher  berechtiirt,  da  die  wich- 
tigsteu  der  sacularen  Glieder  mitberücksichtigt  sind. 

Nun  ist 

d  r  —  Cj  sin  i;  -|-  c,  cos  V  4-     (sin  t'J*#-*  cos  idv  —  aos  v^r^  sin  v  d  t } 

+     {mi  rjr^fcos  vdv  -  cos  i-J  Hüsin  tdv) 

-hp^  {«in  V  jr*  sin  t;  cos  v^^i; 

—  cos  vjr*  sin*  vdv} 

{sin  t;  fr'  sin  2  t;  cos  vi^t; 

—  cos  V  Jr*  sin  2  &  sin  vdv) 

{sin  vir^  cos  2  v  cos  vdv 

—  cos  t^JH  cos  2t;sin  v<^t7 

d.  h.  mit  Vernachlässigung  von  ,  .  .  . 

or  =  c,  sin  V  -j-  f,  co^j  i  -\-       -f-  -p-  v  30) 

Die  Constanten  ü,  und     hat  man  gemäss  der  Bedingung 

zu  bestimmen,  dass  für  die  Osculationsepoche,  d.  1>.  für  ^  =  0, 

sowohl  dr  als  auch        verschwinden  mfissen.    Wenn  wir 


8  Ca^ 
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die  mit  e  multiplicirten  Glieder  bei  dieser  Bestimmung,  weiohe 
durchaus  nicht  die  äusserste  äcbärfe  beanf^prucht,  vernach- 
lässigen, so  haben  wir  mit  Rücksicht  auf  die  Relation 

dAr  _ddr  kVp 
dt  ~  dv  ' 

folgende  Bedingungsgleiehungen: 

<:^coBV^  —    sin        p  2>  »0, 

woraus 

=  -  jfiUC  +  Dv^  sin    +  Dcos 


Es  ist  zweckmässig,  an  dieser  Stelle  eine  kurze  Er- 
wägung über  die  Coefficienten  C,  D,  E,  G  anzustellen. 
In  diesen  tritt  neben  den  Grössen  a"  und  ß**  auch  der  Co* 

efficient  ^~  auf,  in  welchem  A(,  das  TrftgbeiismoDient  der 

Sonne,  ^'^  flio  Rotation sg^e-ch windigkeit  flcrsclhen,  p  den 
Paranietir  der  Planetenbahn  bedeutet.  Obgleich  nun  das 
Trägheitsmoment  des  Sonnenkörpera  unbekannt  ist,  so  können 


2 


wir  doch  annolmien,  dass  e>  kleiner  als  ^       ist,  wenn  li^ 


den  Radius  der  Sonne  bedeutet,  deren  Masse  wir,  wie  bereits 
früher  gesagt,  gleich  1  gesetzt  haben.  Hieraus  ergiebt  sich 

nun,  da.s*  ein  ausserordentlich  kleiner  Bruchtheil  der 

Geschwindigkeit  eines  Planeten,  z,  B.  der  £rde,  sein  muss, 
wahrend  a**  und  ß**  entweder  von  derselben  Ordnung  wie 
diese  Geschwindigkeit,  oder  doch  wenigstens  merkliche  Bruch* 
theile  derselben  sind.  Wir  werden  deshalb  mit  YoUem  Rechte 

alle  Glieder  mit  dem  Factor         vernachlässigen,  wodurch 
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404      SiUmn^  der  wKtih.-phtfi.  Clagse  vom  7.  Ikzemtber  1895. 

unsere  Constanten  werden,  wenn  nur  die  erste  Potenz  ron  r 
mitberucksichtigt  wird: 

C  =         a-  cos     4-     sin  i , )  -f  ^IV  («"  cos  2 1 , 


37) 


H-,-?-sin2r,-2r'o>''' 

D  =  —  f 
£=0 

Es  wird  übrigens  erlaubt  sein,  in  C  das  zweite  Glied 
gegen  das  erste  zu  vemach lässigen,  so  dass 

C  =- — (a"  cos     4- sin  rj.  38j 

Hiemach  erhält  man  für  die  soeben  bestimmten  Inte- 
gratioDsconstanten : 

'Infi  ia**  eois     -j-  ß'  sin  i^)  sin  \ 

=  -  «d(a-  sin  2r.  -      cos2to  -  ß**) 

39) 

r,  =  —  2a  ^  i a"  cos     -|-  i"  sin  r^,'^  cos  | 
=  -  aÖ(;a- C'>s2r^+i-sinr^+a-)  ) 

Setzt  man  diese  Werthe  in  den  Ausdruck  ^W)  für  dr 
ein,  so  erhält  man 

dr= 2(1  ö  •  a"  cos  iQ-^ß*'  sin » -  a  ö  (er  *  sin  '2t  ^-ß"  cos  210+.^*)  sin  r 

-  a  9(a' co>s2i  ^+^"  sin  2i  ,+o^)coö  r 

+  Iradß'e  sin  2i  +  1  adaV  cos  2r 
6  6 

40^  +aeß*'ei 


-  3aö  la"  cos  i  Jersinr 


-  j  a^i-f^r  cos  t- 
- 1  ««.i^e^i^sin  c. 
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Dieser  Ausdruck  ist  formell  vollständig^  ausreichend,  weau 
Buch  in  den  Coefficienteo  kleine  Glieder  den  Hauptgliedem 
gegenfiber  yernachlässigt  sind. 

Wir  wenden  uns  jetsst  zu  der  Gleichung  29),  welche 
die  Störung  der  L&nge  in  der  xy -Ebene  giebt.  Wir  setzen 

fest,  dass  für  die  Osculation.sepoche  die  Bahiiebene  mit  der 
icy  -  Ebene  zasammenfüllt ,  also  i'  =  0,  £f  =  0,  Q  =  r  ist. 
Allmählich  werden  i  und  js  von  0  verschiedene  Werthe 
annehmen,  deren  zweite  Potenzen  und  Producte  mit  Störungs- 
grossen  wir  jedoch  Ternachlössigen  wollen.  Wir  werden  des- 
halb durchweg  Q^r^  d^sssdr^  cos «  »  1  setzen,  und  Glei- 
chung 29)  wird,  wenn  man  die  Planetenmasse  der  Sonnen- 
masse gegenüber  yernachlässigt: 


1^/:  2kVp'^-t^'{xr-yX)dt. 


Da  aber 

(16?.        (löX  p 

SO  geht  diese  Gleichung  über  in 


41) 


Wir  haben  nach  26) 
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cos  t; 


tit 


«r— yX=  -      (— ö «in /I  + eo8  n)  ^ 
+      (a  cos  il  4-    sin  i2)  + 

Zur  Abkürzung  wollen  wir  schreiben 

a  cos  il  4*    sin  /7  a  a" 

—  a  sin  /7  +    cos  77  =  /?" 

Vernachlässigen  wir  wie  bei  der  Berechnung  von  dr  das 
Töliig  bedeutungslose  mit      mnitiplieirte  Glied,  so  ist 

Das  Integriil  /(o;  T  —  yX)  (2/  lässt  sich  »war  mit  Leich- 
tigkeit streng  berechnen,  da 

J    r  ek  \  co6<i'/ 

WO  <p  den  ExcentricitätBwinkel  bedeutet 

Wir  suehen  jedoch  auch  an  dieser  Stelle  eine  Eni* 
wiekelung  nach  den  Potenzen  von  e  Tor,  von  denen  wir 

übrigens,  mit  Vernachlässigung  unwesentlicher  Glieder,  uur 
die  erste  beibehalten. 

Wir  finden 

SixT—pX)  di^—kVäe       cos  v  -|-  ß"*9m  v) 

-H, 

WO 

if  r=  —  kVäß  («'"  CCS     4-  ß'"  sin  v^) 
+  kVae^  («'"  cos  2 t'o  +  ß'"  sin  2«,)  +  ife Yä0  ^  r«. 
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Eb  wird  aaeh  hier  genflgen«  nur  das  Hauptglied  zu  be- 
rticksicbtigeo,  d.  h.  za  setasen: 

H=  —  kVäe{a  "  C08  t;o  -p      sin  lo).  43) 

Fenier  findet  man  mit  analogen  Vernaehl&asigungeD 
ans  40): 

=-  2 Ö (a"  cosvo+i^ " «ni;«)  -  d  (a"  sin  2 üo-/^ "  cos  2 v^-^-ß")  dn r 

-  d(a''c<»2i'o+/?*'8in  2t  o+a")  cosv 

-|(a"co8  2io  +  rsin2i;o 

2 

+  -  a")  c  cos  2  t? 
-|(a-  8in2t'.-/J-co«2to 

-  3Ä(a"  cos  to  +  i^"  sin  t'p)    8in  V 

Q 

-  -  6{a**  cos  i'o + ß" sin  v©)  ^*  sin  2  v 
-|«/:^''e»t;»8ini;. 

Hiernach  ergiebt  sich  dann  nach  41) 

'd*/     -  «K^«"  -  «"')  cos  to  +  (4/^"  -  D  sin  lol 

-h  ö  [20*^  sin  2 t'o  -  2/^"  cos  2  tv>  "h  ^ß"  —  /^"']  sin  f 
H-  ö  [2«"  cos  2io  4  2,^"  sin  2io  -f-  2a''  -  costi 

+  e  j  a"c(i8  2t'^+     sin  2v^'\-  -^-a"  +  | |  ccos  2i; 

-i- ö  [a"8in2i?o-/?"cos2i;o-h|/i^"  +  j/:^"Jcsin2v 

-^W-ß'"]ev 

■j-  {jtf  la"  C06  Vq  +  ß"  sin  Vq]  ev  sin  f 


408    SUMimff  dtf  meah.-pf^8.  Gaue  vom  7.  DeMember  1896, 

-f  3 ö  [a^cos    4"  ß*^^n  fo]      sin  2v 
+  1  ö^cH»  öinv. 

Die  Integration  dieser  Gleichnng  giebt: 
dX  =  K—ei(Aa*'  —  a"  )  cos     +  i^ß"  —       «n  i;«]  v 

H-  Ö    («"      2  t-o  4-  /^''«in  2  Vo)  -f  2«*'  —  er"']  «in  c 

—  Ö  |_2  (a" am  2  +  Z'" cos  2t;o)  2ß''  —  /J?'"]  cos v 
4-  ^  [a''  cos  2  ^0  -h     «in  2  »  o  +  f     +  {  «'"]    ^in  2t 

- 1  [o"siu  2  i'o  -     cos  2  i'o  f  f     +  i        c  co:i  2 1 

—  6Ö  [«*cos  1^0  +  ß**sin  v©]  ev  cos  v 

—  -  Ö  [a"  cos  t'o  +  /i^ "  sin  t'oJ  e*v  cos  2 1* 

—  |ö/J"<!»i;»coev 

Für  K  findet  man  das  Hauptglied: 
jr=:  d[(4«"  —  a"')  cos    +        —  ß"*)  sin  v^] 

H-  ö  [2  («''sin  2v^-ß*' cos  2i;o)  +  2^''  —       cos  to 
oder  reducirt 

K    e[(4a'''a'"-ß'")eosv^'i'{4ß''+a"*-ß'")änvo}  45) 

Wenn  es  sich  um  eine  genaue  numerische  Berechnung 
von  ör  und  dX  handelte,  so  würde  der  Umstand,  dass  in  den 
tileichuiiL^rn  4()),  44).  45)  von  iillen  Coefficienten  nur  die 
Uaupttheiie  berücksichtigt  sind,  iu's  Gewicht  fallen.  Es 
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wäre  in  diesem  Falle  z.  B.  völlig  illusorisch,  rein  periodische 
Glieder  mit  sin  2i;  und  gos2v  noch  mitzunehmen,  da  diese 
mit  e  multiplicirt  sind,  w&hrend  in  den  Coefficienten  von 
sin  V  und  cos  sowie  in  den  constanten  Gliedern  e  vernach- 
lässigt ist.  Es  ist  aber  wohl  zu  beachten,  dass  es  sich  hier 
jg^ar  nicht  um  eine  zalilenniils.^ige  Suuiumtion  der  Störungs- 
glieder, -ondern  nur  uui  die  Feststellung  ilirer  Form  und 
eine  unc^efülire  Hestimmtnig  der  Fiinzel betrage  bandelt,  wes- 
halb die  hier  vorgenommenen  Vernachlässigungen  als  durch- 
aus zweckmässig  anzusehen  sind. 

Wttnscht  man  aus  irgend  welchem  Grunde  eine  weitere 
Kntwickelang  der  Coefficienten,  so  ist  dieselbe  nach  der  vor- 
getragenen Methode  mit  Leichtigkeit  zu  erlangen. 

Der  Vollständigkeit  wegen  wollen  wir  noch  die  Störung 
senkrecht  zur  Bahnebene  erörtern,  obgleich  dieselbe  im  Fol- 
genden keine  Berücksiclitigung  linden  wird.    Die  St(>rnngs- 
gröase  ist  hier  ^,  also,  wenn  wir  Glieder  von  der  Ordnung 
sowie  auch       vernachlässigen,  nach  2ü)  und  27) 

Diese  Gleichung  soll  in  ähnliclier  Weise  wie  die  Dif- 
ferentialgleichung 33)  umgeformt  werden.    Es  ist  nämlich 

rfe»       r»~  V  Uv'^         r       p  r'* 
mithin  wird  die  Gleichung,  wenn  man  zur  Abkürzung 

setzt, 

Das  allgemeine  Integral  dieser  Gleichung  lautet: 

s  -  c'sinv-j-c*  cos  t?—  ^sin  t;J*rcoei'rf«;-|"  ^  eosvjrainvdv, 

1895.  Malh.-phys.  Cl.  3.  27 


410    Sittung  der  wtotkr^t»  dam  wm  7,  Deßember  1895, 
Nun  ist 

Jr  cos  vdv  =  ^  (v  ^1 

J  r  sia  vrfü  =a  j  log  nat  r, 

mithin 

«  ~c'8int'  +  c"cosi;  -  — ^siiit'(t  — ^ W-''co8t;lot£  natr.  4Si 

e        \     co8^/  e 

Entwickelt  man  nach  Potenzen  von  so  lauten  die 
An&ngsglieder 

Ä  =  c'  sin  t;  -|-         V  —     +  ^ev  sin  t. 
Da  für  die  Oaculationsepoche  ^  s  0 
«8saO  und  'r  =0, 

av 

80  ergiebt  sich  genähert 

c'  s=5  Oy  sin  f^,,  c"  ~     cos  r^, 

also  mit  dem  melirtaeh  erörterten  beychränkteu  Genauigkeits- 
grade der  Coet'ticieutea : 

0" 

s  =  Öy  cos  {v  —      —  0/4"  ^  et/  sm  I".  4i»^ 

Ist  der  IMauet,  dessen  Störungen  hier  berechnet  sind, 
von  einem  Trabanten  begleitet,  so  gelten  die  Störangswerthe 
für  den  Schwerpunkt  des  Systems. 

Die  hier  berechneten  Störiingsgrössen  Ör  nnd  SX  werden 

in  dt  ii  tbljrenflen  Kiit wirkeluugen ,  in  denen  allerdings  nur 
die  Maupt^dieder  Berücksichtigung  tinden,  unter  der  bezeich- 
nung  dr^  und  dA,  auftreten. 
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in.  Die  Bewegung  des  Mondes. 

Wir  liftben  die  Gleichungen  20)  und  21)  zaerst  in  der 
Weise  zu  integrizen,  das«  wir  die  Glieder  von  der  Ordnung 
der  Excentricitaten ,  Neigungen  und  der  Sonnenstörungen 

de.s  Mondes  vernachlässigen.    Die  Differentialgleichung  20) 
wird  alsdann 

wo  <i|  die  halbe  groflw  Aze  der  von  der  Sonne  beschriebenen 
Elipse  ist,  und  a  die  mittlere  Entfernung  des  Mondes  Tom 
Erdmittelpunkt  bedeutet 

Gleichung  21)  wird  alsdann 

«.  ^  «  _  2a  1^  dr  +  J(a  Y  -  j/X)  dt, 
dX 

oder,  wenn  man  fUr  ^  die  mittlere  Winkelbewegung  n  des 

Mundes  setzt, 

a»      =  -  2andr  +J(«  Y  -  yX)  dt.  51) 

Ffir  die  auftretenden  Eraftcomponenten  sind  dann  natür- 
lich unter  demselben  Gesichtspunkte  nur  die  Hauptglieder 
auszuwählen. 

Man  findet,  wenn  l  und  /,  die  mittleren  Liingen  von 
Mond  und  Sonne,  »,  die  mittlere  Bewegung  der  Öonne  be- 
deutet, 

xX-^-y  Y-i-jgZ    Äa»|2«HöC08Z-i-p?«inO--|fii(aco8i,-f /Jsini,) 

-  I nlla  cos      —  «in  (21  - 1^)]  -j-  2n^n^a^ sin  (l^—l)] 

37* 
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4-  2        sin  (2Z  —  Z,)  —  /9  cos  (2^  —  ^,)]  +  n^rl^a^  (cos    —  l) 

+  [«sin (2J— IJ  — /?co8(2^  — +  nht^a^eoB{l^  -  /j 
wo 

A-2««»{i.«'«  +  ^'('*v'+^-^))  52,) 

C  =  -  2öaw  |  —  «  C«  cos  m  +  ßsin  1^^^)  +  |  «,  (a  cos 
+  1^810  P>)  - 1  -^i^  I «  cos  (2     —      +  /Jfflo  (2 itö>  —  i<?>)  I 

wenn  2^^^  und  l^^^  für  die  Oaculationsepoche  gelten. 

Einige  der  hier  auftretenden  Glieder,  die  eicli  nnmittel* 
bar  aus  den  Formeln  fOr  die  Eraftcomponenten  ergaben, 

könnten  übrigens  ihrer  Kleinheit  wegen  hier  fortgelassen 
werden. 

Setzen  wir  noch 

n»— 2;ii  =  >'\  53) 
80  erhalten  wir  ans  50) 
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-f  "'IE«;  t«coe(2<  -J.)  +  /»«n{2J-»,)] 
+        a,  sin +*«+£?. 

Um  diese  Glpichong  zu  integrireo,  beachten  wir,  dass 
die  Differentialgleichung 

57.4-  f'if  =«S  +  + drf) + 4-  C?, 

in  welcher  die  x^,      s^owie  /*  und  0  gegebene 

Gonstanten  bedeuten,  das  allgemeine  Integral  hat 

y  =    coe  1'  j?  -\-  c^smvx  -\-  >  . ^ ,       cos  (x< «  4" 

WO  f,  und      die  Integrationsconstanten  sind. 

Dies  auf  die  Differentialgleichnng  fttr  6r  angewandt 
giebt 

t)  r  =  Cj  cosy  /  4-    sin  1*  ^  +  3  6 a«,  ^*t2}^t     coe  Z|  +    sin  /j) 

- 1 «  « (a»-«;u!i iTsShiiT]   <=oH^  ^  -  g + «in  ^ -  h)] 
+  -  f     (Ä^ji^lr^J*] '»^  +  7i  +  ^  5« 

Um  die  Gonstanten  C|  und      zu  bestimmen  bedenke 

man,  dasa  für  die  Oscnlationsepoche  t  =  0  aach  dr  und  ^ 
Terschwinden.   Hieraus  erh&lt  man 

e,  3«on,  («eo»f«+/»aml?>) 


414    aUtmg  der  malh.'pksfs.  Clam  Mi»  7.  Deäemhtr  1696, 
C  -  8««n!  («  sin  ISf>-ßccV?) 

-2»'-.,-[;r:q^.jrjeos(i<"'-«r)-^ 


Den  gefundenen  Werth  54)  von  Sr  haben  wir  niiTi  in 
die  Gleichung  51)  einzusetzen.  Bei  der  hier  innegehaltenen 
Genauigkeit  ergab  sich 

so  dasä 

^  =  —        cos  y « —  -    sin  y  i  —  n  « («  C08  J  4- si  n  0 

-|  9 («cos J,) 

Die  Integration  ergiebt 
dA  =  — I^CjSiny^  +  l^c^coöi'i  —  ^(asini  —  ß  cos  l) 

-!^Ä4^:'S:T^";;::t«-(2K)-i»««(2l-yl 

—   \,,  ■  a,  cos  (Z.  —  Z) 

3n^  +  2»«     .>_g,  3n»4-2n« 

Die  neue  Intopfrationsconstante  Cg  ist  so  zu  bestimmen, 
dass  für  die  Oäcuiutionsepochc  ^  =  0  auch  dX=sO  wird. 
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Die  Gleichungen  54}  and  55)  fi^eben  eine  ungeföhre 
YoiHtellung  von  den  durch  die  endliche  Geschwindigkeit  der 
GraWtation  bedingten  Störungen  der  Mondbewegung.  Will 
man  die  Annäherung  weiter  treiben,  so  fragt  e»  sieb,  was 
für  Störungjäglieder  ein  derartiges  luteresse  beanspruchen, 
dass  ilire  schärfere  PCntwickelnnsr  der  Mühe  lohnt.  Offenbar 
ist  e-  nur  die  Säcularstöriin«^  (ier  Län^i^e,  dio,  falls  überhaupt 
vorhanden,  mit  der  Zeit  merklich  werden  könnte;  wir  wer- 
den uns  deshalb  auch  nur  angelegen  sein  lassen,  diese  ge- 
nauer kennen  zu  lernen. 

Die  für  Sr  und  dX  gefundenen  Wcrthe  54)  und  55) 
hüben  wir  nun  zur  Berechmuig  der  indirecten  Glieder  in 
den  vollständigen  Diüerentialgleichungen  20)  und  21)  zu 
verwendeu. 

Wir  haben  uns  schon  überzeugt,  dass  der  Unterschied 
der  geocentrischen  und  barycentrischen  Sonnencoordinaten 

für  uns  bedeutungslos  ist,  weshalb  wir,  um  nicht  jetzt  die 
liezeichnungen  zu  ändern,  statt  des  in  2(>)  und  21)  auf- 
tretenden Iudex  0  überall  den  Index  1  schreiben. 

Setzen  wir  fQr  den  Radiusvector  des  Mondes  den  Werth 

r  =  a  [1  4-  L  /.  cos  {kt  +  fc.)]  t  5Ö) 

80  wird 

r»     o»     o»  \,  r»/ 

Dies  haben  wir  in  die  rechte  Seite  ron  20)  einzusetzen; 

für  — genügt  es  aber  n]  zu  setzen,  da  (ilieder  mit  diesem 

kleinen  Factor,  welche  ausserdem  mit  der  Excentricität  der 
Erdbahn  multiplicirt  sind,  völlig  unbedeutend  sind. 
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Gleichung  20)  nimmt  hiernach  folgende  Gestalt  an 

*^W^  +  («»-2»!)  {rdr) = 2  J(Xrfa?+y<iiH-^d#)+ {xX+yY+eZ) 

+  P    ^  fi  cos  (A,  t  +  i.,) + 6  n\  cos  (2  i  -  2  /,)]  a  d  r 
57)  -  6fila»«in(2^2/,)dl-3fi;a»[l+8cos(2i-2I,)] 

+  0«;a»8in(2i~2/j)<5it, 

+  2      Jl^^  4-  3  cos  (2  i  -  2  ^,)]^*  —  3  «1   Jsin  (,2  /  -  2  Z,)  d)^ 

+  3mU  f[l+3cos(2i-2gj''''*(yr  -~9w;a'»  rsin(2i-2/j'i^'«5Ä 

—  G  n\  a» J[  1  +3  cos  (2 1-2  -f  9      Jsin  (2 1-2  c)a, 

—  ü  «;  a  Jsin  (2^  -  2^  dA,  Jr  -6«;a»Jcos(2i-2Z,)WÄjdA 

4-  9  "1  «*' Jsin  (2  i  —  2  i,)      ^      +6  iij   Jco6(2  i-2  /j  irfA^dx, 

Wie  man  sieht,  sind  in  dieser  Gleichung  die  i^roducte 
der  Coefficienten  /,  «^  r  Mondun^leicbheiten ,  sowie  deren 
Producte  mit  der  £rdbahnexentricität  sowie  Quadrat  etc. 
der  letzteren  zum  Theil  bereits  ▼emachlasBigt  In  den  mit 
n!  roultiplicirten  Gliedern  sollen  auch  die  ersten  Potenzen 
dieser  Grössen  vernachlässigt  werden,  soweit  dies  noch  nicht 
geschehen  ist. 

Auf  der  rechten  Seite  Ton  GL  21)  setzen  wir 

A  =  /  "i-  1j  ^,  cos  \li  t  bi), 

also 

wodurch,  wenn  man  noch  mit 

i-i[l-22/,co8(A,^  +  6,)J 

luultipücirt  ; 
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oder,  indem  man  in  den  Ton  i2  abhängigen  Gliedern  die  * 
Excentricit&im  ete.  Temachlässigt 

—  3«?  Jain  (2  i  —  2  Z,)  ^  —  3  «J  Jcos  (2J—  2i,)  a;i 

+  ~  wj  Jsin  (2  i    2  y  ^  +  3  «! Jcoe  (21-  2  ^  d 

Wir  betracliten  znent  die  Gleichong  58).    Um  die 

SScularglieder  in  SX  zu  erhalten ,  haben  wir  in  die 
nicht  periodischen  der  Zeit  t  proportionalen  Glieder  aufzu- 
suchen.  Ein  solches  Glied  tritt  zunächst  in  — '^iT^^)  ^^^t 
weshalb  die  Neubestimmung  dieser  GrOese  aus  57)  noth- 

wendig  ist.  In  den  anderen  Gliedern  von  58),  in  denen  die 
Grössen  dr.  JA,  Jtj,  d/.^  Hurchweg  mit  Verkleinerungs- 
factoren Gehaftet  sind,  kauu  Diau  die  üchou  bekannten  An- 
näherungen verwenden. 

Um  das  betreffende  Glied  aus 

—  2  ~  2  (^^'^  —  2n  /.^  cos  ^Ä, i  -i-  b,) 

zu  erhalten,  hat  man  in  6r  nur  die  Glieder  Ton  der  Form 
teosiXti-^-  Gonst.)  oder  t  sin  t  -f-  Const.)  zu  berücksichtigen. 
Da  derartige  Glieder  aber  in  54)  nicht  vorhanden  sind,  so 

ist  für  unsern  Zweck 


-  2    V] -  2««  coB  (i,«  +  W  =  0 

ZU  setzen. 

In  dem  Gliede 
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m\i«sen  zu»r>t  <lie  in  xY — anftreieudt-ii  constanten 
Glieder  bastinirnt  werden.  Bezeichnet  man  durch  /T  und  JTj 
die  Langen  des  Mond-  und  Sonnenperigiams,  so  sind  die 
hier  in  Betracht  kommenden  Werthe  von  Igt  +  6^,  d.  h.  die 
Argomente  der  bedeotendsten  Ungleichhaten  der  Mond* 
bewegung,  die  folgenden: 

l  —  TT  \ 

2J  — 2/1      j  (Mittelpunktsgleichung) 

l  —  2Zi+i7  (Evection) 
21  — 2\  (Variation) 

—  17,         (jährliche  Gleichung). 

Wird  der  der  jährlichen  Gleichung  entsprechende  Werth 
von  fi  mit  ^  bezeichnet,  so  erhält  man  nach  weitläufigen 
Rechnungen  als  constantes  Glied  in       —  yX.  den  Werth 

e  [&»wn  -  1  ^«         +  /,)  («  sin  ii,  -  ß  cos  iT,) 

*^  2  \  V  /  r 

in  welchem  freilich  das  mittelste  Glied,  da  es  von  der  Ord- 
nimg  nSei  resp.  f^tft  ist,  ausgelassen  wird. 

Glieder  von  der  Form  <  sin  (A^  <  +  Oonst)  oder 
*C08(A<^  +  Coüst.)»  welche  gleichfalls  in  j^J*(-pF  —  yij 

der  Zeit  t  proportionale  nnperiodiache  Glieder  erzeugen 
könnten,  sind  in  »Y — yX  nicht  vorhanden,  so  dass  f&r 
unsere  Zwecke 

},^{xY-yX)dl^6[^  -  l  'l^' (««n/I- /»cell) 
oder  genfigend  genau 

j5j  (a;l  -       dt-ß  I +  -  ^  -i  ^ j J  f. 
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Die  vier  letzten  in  58)  auftretenden  (llieder  ergeben  bei 
der  hier  festgesetzten  Genaaigkeitsgrenze  kein  säculares  Glied. 

Die  DifferentialgleicliUDg  fttr      lautet  demnach 

WO  für  (rSr)  nur  das  der  Zeit  proportionale  unperiodische 
Glied  einzusetzen  ist.  ' 

Wir  «wenden  uns  nunmehr  zu  der  Gleichung  57),  um 
das  soeben  genannte  Glied  zu  bestimmen.  Dasselbe  wird 
offenbar  hervorgebracht  durch  ein  analog  gestaltetes  Glied 
auf  der  rechten  Seite  Ton  57). 

Zunächst  i&t  das  constante  Glied  in  2  ^'^'^'^  Ythj-\-Zd$ 

at 

ZU  untersuchen.  Die  mühsame  und  langwierige  Entwtcke- 
lung,  welche  hier  nicht  vorgeführt  werden  soll,  ergab  als 
constanten  Theil 

+  2k'iiurO  +  A>a'ne/^coäJ+^°cosJ.  +  '^'cosJ,] 

wo  w,  Wq,  die  llütation.s<resch\vinditifkeiten  von  Mond,  Erde 
und  Sonne,  J,  f/^,  die  raittleron  Noi^^nng.-jwmkel  der  be- 
treffenden Aequatoren  gegen  die  Ebene  der  Mondbahn  be- 
deuten. Aus  bereits  erörterten  Gründen  kann  das  erste 
Glied  fortgelassen  werden. 

Mit  ausschliesslicher  Rficksicht  auf  das  entwickelte  GHed 
haben  wir  also 
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Tndes<?  lä<?st  sich  dieser  Ausdruck  mit  Kück^icht  auf  die 
Veräniieiiielikeit  der  Lape  der  Mondbahn  noch  vereiufacheu. 
Eis  ist  nämlich  leicht  zu  erkennen,  dass  die  mittleren  Nei- 
gungen der  Aequatoren  gegen  die  Mondbahn  wenig  von  den 
Neigungen  der  Aeqaatojren  gegen  die  Ekliptik  abweichen;  die 
Cosinnsse  werden  von  den  Gosinnssen  der  znletsi  genannten 
Neigungen  nnr  um  Grössen  yon  der  Ordnung  des  Qaadrates 
der  Neigung  der  Mondbahn  gegen  die  Ekliptik  TerBchieden 
sein.    Hiernach  ist  zu  setzeu : 

w cos        ip,  Wj, cos c/^  SS  cos  Jj  =  »/', , 

woraus 

Hinsichtlich  eines  der  Zeit  proportionalen  Gliedes  ist  femer 

xX  +  yr-f-^z=o. 

Desgleichen  mit  Hfilfe  der  gefundenen  angenäherten 
Storungswerthe 

[3«»  £  /i  cos  iX(t  +  6r)  +  OnJ  cos  (21  -  21,)]  aör  =  0 

Giila^sin(2J-2/,)d;.  =  0 

3ft!a»  [l  +  3  cos  (2 Z  -  2Z,)]     «  0 
öffla*  sin  (2^  —  2/,)  dA,  =  0. 

In  57)  folgen  nun  zehu  Integrale,  von  denen  wir  sofort 
diejenigen  vier,  welche  dr^  enthalten,  fortlassen  dürfen,  da 
sie  nur  Glieder  von  der  Ordnung  ergeben.  Es  ist  dem- 
nach zn  untersuchen,  ob  die  Übrig  bleibenden  sechs  Integrale 
unter  dem  Integralzeichen  Constanten  enthalten,  welche 
innerhalb  unserer  Genauigkeitsgrenze  liegen.  Das  ist,  wie 
man  leicht  erkennt,  nicht  der  Fallf  weshalb  diese  Integrale 
sämmtlich  =:  0  zu  set/.en  sind. 
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Die  Gleichung  57)  lautet  demuach: 

also  mit  ausschliesslicher  Rücksicht  auf  das  säculare  Glied: 

n»— a«;    L  2  \      a*  Ol*  /J 

Setzt  man  dies  iu  59)  ein,  so  erhält  luau 

df'^      n'  —  2n\     l  2  \       a*  «t*  /J 

mithin 

Dies  ist  also  die  Säcularstörung  der  Mondlänge,  deren 
Werth  sich,  wie  der  Vergleich  mit  52  a)  und  55)  seigt,  durch 
eine  erste  Berficksichtigung  der  indirecten  Glieder  auf  den 
rechten  Seiten  der  Diflferentialgleichungen  nicht  geändert 
hat.  Wie  das  Vorzeichen  von  SX  zeigt,  hat  man  es  nicht 
mit  einer  Bosclileuiugun;^,  sondern  luit  einer  Verzögerung  der 
Bewe^ning  des  Mondes  thun,  und  diesem  Reisultat  würde 
auch  Bestand  behalten,  wenn  man  durch  weiter  getriebene 
Approximationen,  die  auf  Grund  des  Vorhergehenden  prin- 
cipiell  einfach,  in  der  Ausführung  aber  äusserst  conipHcirt 
sein  werden,  den  Werth  von  dX  noch  schärfer  bestimmen 
wollte. 

Die  genaue  numerische  Berechnung  von  6  ?.  ist  auch 
abt^esehen  von  dem  unbekannten  Factor  6  wegen  der  Unbe- 
kanntscliafb  mit  den  Trägheitsmomenten  Ä^^  nicht 
möglich. 

Nennen  wir  die  Etadien  von  Mond,  Erde  und  Sonne 
Qo^  Qv  ^  kennen  wir  setzen 
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Gl; 


WO  die  Faetoren      e^,      yenontblich  aclite  Brüche  and, 

da  die  betreffenden  Körper  böclist  wahrscheinlich  nach  dem 
Mittelpunkte  zu  an  Dichtigkeit  zunehmen. 

Mao  kaDD  hiernach  dX  unter  folgender  Form  datstellea: 

=  _  i  i±ii'^l"  -  .  +  1 /.py  V  .  e 

_i- 1  iüs .        «  1  '"o'^"* .  .  / V-*y  £ 

Nehmen  wir  an,  dass  die  Geschwindigkeit  der  Gravi- 
tation das  (t- fache  der  Lichtgeschwindigkeit  ist,  welche  für 
die  Zeiteinheit  des  mittleren  Sonnentages  in  planetriscber 

86400 

LUngenoiiiheit  ausgedrückt  beträgt,  so  ergiebt  sich  für 

t  tropische  Jahrhunderte 

=  — |l  +  0.000004« +  0.U18£o-0.0008€,]  i\ 

oder,  wenn  mau  die  ganz  unmerklichen  Glieder  vernach- 
lässigt, 

Si  [1+0.11 18^]  <«. 

Um  die  Säcularstörung  der  Lange  dee  Mondes  anf  ein 
erträgh'ches  Maass  herabzudrücken,  mQsste  man  daher  der 

Geschwindigkeit  der  Gravitation  einen  immensen  Werth  bei- 
legen, vielleicht  das  Millionfaclie  der  Lichtgeschwindigkeit 
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Ueber  gewisse  Systeme  Pfafischer  Gleiclittugen. 

Von  B.  T«  W«b«r. 

(&iigtia«f«n  7.  Datmbtr.) 

Die  Tlieorie  der  besonderen  Systeme  Pfaffscher  Glei- 
chuni^en,  welche  in  der  vorliej^endpn  Mitteilung  untersurbt 
werden,  umfasst  diejenige  der  partiellen  Ditiereutialgleichun|(en 
in  drei  Yeränderlicheu  als  einen  speciellen  Fall,  und  bildet 
gleichzeitig  die  Grundlage  einer  allgemeinen  Integrations- 
theorie der  letzteren;  es  gelingt  nämlich  auf  Grund  der  nach- 
folgenden Entwicklungen,  die  Darhouz*8che  Integrations* 
theorie  der  Gleichungen  2.  0.^)  nicht  nur  zu  TervolIetSndigen 
und  nach  L  i  e  ^schen  Principien  geometrisch  zu  interpretieren, 
sondern  ;inch  auf  Gleicbungen  und  Gleichungssysteme  be- 
liebiger Ordnung  7X\  iibertia^ani.'*) 

Im  ersten  Abschnitt  entwickeln  wir  die  notwendigen  und  hin- 
reichenden Bedin<^nngeu  dafür,  dass  die  genannten  PfafTscIieii 
Systeme  Integraliiäcken  der  grösstmüglichen  Mannigfaltigkeit 
besitzen  und  charakteriaieren  hierdurch  eine  Klasse  TOn  Inte- 


1)  Ann.  de  r£c.  Norm.  VII,  1670;  vgl.  auch  KOnig,  Math. 
Ann.  24. 

3)  Ansfttseindieser  Richtung  finden  sich  bereits  in  drn  ßäcklond** 
scben  AhhandloDgen  Math.  Ann.  11  und  13;  der  zuletzt  genannte 
Aufsatz  enthalt  auch  schon  z,  T.  die  Resultate,  welche  ich  in  einer 
früheren  Mitteilung  (Sitzungsber.  der  k.  bayer.  Ak.,  1895,  Bd.  XXV, 
Heft  I)  unter  Iii  gegeben  habe. 
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gradonsproblemen,  welche  die  partiellen  Diflferentialgleichiingen 
beliebiger  Ordoung  in  3  Variabeln  und  die  Systeme  solcher 
Gleichungen  umfasst;  im  zweiten  Abschnitt  wexden  hinreichende 
(aber  im  allgemeinen  nicht  notwendige)  Bedingungen  daför 
angegeben,  dass  sich  die  im  I.  Teil  studierten  Integrations* 
Probleme  auf  gewöhnliche  Ditferentialgleichuugeu  zurück- 
ftlhren  lassen. 

I.  Abschnitt. 

1.  Sind  o;,  y  unabhängige,  ß  eine  abhängige  Variable, 

so  sei: 

Verstehen  wir  unter  /'  eine  Fnnktion  von 
*  •  •        unter  da;,  äx^ , .  da^^  beliebige  Incremente,  so 
setzen  wir: 


V  » 


•sU  rsO 


^  ^'    du  ^  '-^^  a>> 


also  z.  B*: 

(1)  (^==0,  1,  ...  Ä:;  ^  =  0,1,..  n— 1). 

Ist  femer  stets: 

so  folgt  aus  (1) 
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während  wir  die  Ausdrücke 

^{dd)^;^  (»=1,2,.,«)») 

setzen  wollen.   Kotieren  wir  noch  die  Identität: 


(2)  rfW-aw-ü.^ 

2.  Betrachten  wir  nun  die  k  Pfaff^schen  Ausdrücke: 

(3)  (<5).--Jf,<Jx  +  JV;<5y  +  2]'<^/«J" 

«ssU 

(t«l,2,...Ä:;  k>l  und  <«) 

worin  die  M,-,  iVi,  J,,  ,•  Funktionen  von  jr,  ^r,  ö^'^..  aJJ") 
bedeuten.  Wir  nehmen  an,  dass  aus  dem  Gleichungasystem: 

(4)  (d),==0(t«l,2,..Ar) 

keine  Relation  zwi-eheii  dx,  d //  allein  folgt,  SO  dasä  nicht 
alle  /c-gliedrigen  DetertuinauLeu  der  Matrix 


(5) 


Aojg,  ... 


identisch  verschwinden,  dass  dagegen  alle  A;H~^*gli^ngen 
Determinanten  der  aus  2  k  Zeilen  und  n  +  3  Oolonnen  be- 
stehenden Matrix 


(0 


^l-.<,  0 

•    •  •  Am,i 


^)  V(^l.  den  §  4  ineinpr  Arl.t  it:    ,  Die  Charakteristiken  der 
partiellen  I >ifrerpntiLi!;^'leicbungen*,  Math.  Ann.  47. 
l»95.  Mftth.-phys.  Cl.  3.  28 
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identisch  Null  sind,  ohne  dass  dies  bei  allen  /:-f-l-gliedrif^en 
Determinanten  der  Fall  ist. 

Aus  dem  Verschwinden  aller  2-gliedrigen  Determi- 
nanten der  Matrix,  die  aus  (6)  durch  Streichung  der  ersten 
Colonne  hervorgeht,  und  aus  dem  Umstände,  dass  nicht  alle 
Ä:-gliedrigen  Determinanten  (5)  Null  sind,  lässt  sich  beweisen, 
dass  die  k  Gleichungen  mit  der  Unbekannten  // : 

M 

(7)  (h)  -  S  ^s. .        =  0  (i  =  1,  2, . .  k) 

»  =  ü 

genau  n  —  k-\-\  Wurzeln  gemein  haben.  Seien  dieselben 
durch  die  Gleichung 

rs=ü 

definiert,  so  kann  man  also  setzen: 

»-1 


i=zO 


Die  A,.,,  ()i  sind  rational  durch  die  Agj  ausdrückbar: 
umgekehrt  hat  man : 

s 

rrsU 

3.  Aus  unseren  Voraussetzungen  über  die  Ausdrücke  (3) 
folgt  ferner,  dass  sich  die  2  k  Gleichungen 


(0) 


((•=  1.2,../t) 

auf  genjui  k -\- \    in  den  unabhängige  Gleichungen 

redueieren.  Diese  köuneu  nun  auf  folgende  Form  gebracht 
werden : 


Digitized  by  Google 


V,  Wther:  Pfaifadie  SytUm.  427 

(10)    K,  =^  XI  e.  "iS "  +        (•  =  0. 1.  •  •  *)• 

In  der  That  kann  man  die  Funktionen  x,  eindeutig  80 
bestimmen,  «Uu»  fttr  jeden  Wert  der  a<"+^>  die  Besiehangen 
gelten : 

(U)       u,=J^x„K,,  y,~^K,K^,'^ 

«SV  <aU 

denn  die  Goefficienten  der  «("+1)  sind  wegen  (8)  auf  beiden 
Seiten  gleicbf  nnd  die  Vergleicbung  der  von  aj*+i)  freien 

Glieder  liefert  für  die  Uubekauuteu      die  2  k  Bedingungen: 

daas  aber  alle  üe-l' 2-gliedrigen  Determinanten  der  zu  diesen 
Oleicbnngen  gehörigen  Matrix  Yerschwinden,  obne  das»  dies 
alle  Ar+l-RUedrigen  thun,  folgt  aus  den  Voraussetzungen 
der  N.  2,  wenn  man  fSr  die  Ä»f  ibre  Werte  (8)  in  (G)  sub- 

stituirt  und  beachtet,  dass  als  nicht  identisch  verschwin- 
dend augenoiuuien  werden  kann. 

Da  man  aus  denselben  Gründen  die  7C  vermöge  (11) 
als  lineare  homogene  Funktionen  der  Ui^  F,  ausdrücken 
kann,  so  sind  die  Systeme  (9)  und  (10)  völlig  äquivalent. 

4.  Als  «Charakteristik  n.  O."  des  Pfaff  sehen  Systems 
(4)  bezeichnen  wir  jeden  Streifen  n.  0.,  der  einem  der 
n—k-Yl  folgenden  Gleicbungssjäteme  genügt: 

(12)  dy  =M  yt,  dx 

(13)  da^;^={a^;+'^ +^^a'^^^)dxii^O,..r;  r«0,..«-l) 
(U)  da[^'  =  {a^;+'^  +  (i  =  0, 1, . .  «), 

nnter         A^^.,  A^^u+i  die  Wurzeln  der  Gleichung 
(15)  X{-A)^Q, 

28» 
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unter  den  o("+'>  Funktionen  yon  o;. .  a^^  Terstanden,  die  (10) 

befriei]ig»  n.  Die  Eliminaiton  der  a}"+**  ans  (10)  (14)  flßhri 
wegen  (15)  auf  die  folgenden  Gleichungen,  die  (14)  ersetzeii 
können : 

06)       S^..»''"S.  +  \''*  =  0  (.  =  0,1,..^), 

Aus  unserer  Delinition  folgt,  da-s  alle  co*  Flachen- 
elemeiite  n  -f- 1.  0.,  die  sich  an  eine  Charakteristik  anacklieseeo, 
den  Qleicfaungen  (10)  genflgen. 

5.  Ein  mit  dem  Pfarschen  System  (12)  (13)  (lö) 
äquivalentes  System  erhält  man  auch,  wenn  man  in  jeder 
der  Identitäten 

(17)  (•=1.2...*) 

fssl 

die  Coefficienten  der  dx^  d.i/,  ^a[**^  auf  lieideii  Soiten  i^lcicb- 
setzt,  und  hierauf  die  o^,  eliminiert.  Zur  Veritication  dieser 
Thatsache  bemerken  wir,  dass  aus  der  einzelnen  Identität 

(17)  durch  die  geschilderte  Operation  ausser  den  Relationen 
(12)  (15)  zwei  Gleichungen  für  die  dof^^  hervorgehen,  die 
andererseits  auch  erhalten  werden,  wenn  man  aus  dem  ent^ 
sprechenden  Qleichungspaar  (9)  und  aus  (14)  die  a^H-t)  eli- 
miniert. Unsere  Behauptung  folgt  dann  aus  der  Aequivaieni 
von  (9)  und  (10). 

6.  Ist  nun  8  ein  «gemeinsamer  Streifen  n.  O.  der 
Pfaifschen  Gleichungen  (4)*,  d.  h.  genügt  s  den  Gleichun- 
gen (4),  so  folgt  aus  (17),  daas  die  n  Gleichungen 

(18)  (d6)f^0  (t«l,2,.n) 
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sich  aaf  genaa  fi — k  QDabhingige  reducieren,  wenn  die 

dx,  dy,  dd*^  den  Relationen  (12)  (lü)  genügen;  es  können 
näiulicli  nicht  alle  A:-gliedrigen  Determinanten  der  Matrix 

identisch  verschwinden,  da  sich  sonst  entgegen  unserer  Voraus- 
setzung über  die  Ausdrücke  (3)  für  dieselben  eine  lineare 
Identität  ergäbe.   Wenn  nun  keine  der  Relationen 

(19)  öy  =  uiy  öx  {y  =  1, 2,..  w— 1) 

erflillt  ist,  so  kann  man  aus  (12)  (16)  (18)  die  Grössen 
dx,  d ij.  da^**"^  eindeutig  bestimmen,  wie  nus  der  Form  dieser 
Gleicliungeii  leicht  hervorgeht.  Bezeichnen  wir  mit  dyX^dvy^ 
dya^**i  dieses  Lösungssjstem,  mit  c.  c\  c"  auccessive  Ele- 
mente n.  0.  von  5,  so  gibt  es  n — k-^-X  zu  c  benachbarte, 
mit  ihm  Yereinigt  liegende  Elemente  e,  (a;  +  •  •  •  ''^i^ 
4"  cc(|*)) ;  ans  der  geometrischen  Bedeutung  der  Gleichun- 
gen (18)  folgt  dann^),  dass  diese  Elemente  mit  e,  zu* 
sammen  auf  demselben  Element  ti-|-l*0.  B  gelegen  sind, 
(Iiis  mich  der  Schlussbemerkimg  der  vorigen  K.  die  Rela- 
tionen (10)  belriedigt.  Desgleichen  gibt  es  n  —  Ä:+l  zu  e* 
benachbarte  Elemente  {x  -\-  d^  x  dx  '\-  dyöx y  .  .  .  .) ^  die 
mit  c'  e"  zusammen  ein  den  Itelationen  (10)  genügendes 
Element  n-|-  1*  O.J?'  bestimmen;  die  Incremente  dydx..d^da^^ 
berechnen  sieh  ans  (12)  (16)  (18),  nachdem  man  darin  unter 
Berücksichtigung  der  N.  1  die  x,*  a^*)  durch  x  +  dx  etc. 
ersetzt  hat.  Durch  s  geht  mithin  ein  und  nur  ein  Streifen 
n  +  1.0.  5,  dessen  Elemente  E,E'..  den  Gleichungen  (10) 
genügen*),  und  die  Elemente  c^,  Cy...  erfüllen  für  »'ssl,.. 


^)  Vgl.  meiiie  pag.  425  citierte  Arbeit  §  4. 
Datselbe  folgt  küraer  daranSf  das«  die  Elimination  der  oj' 
aus  (10)  nnd: 
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II  — /f-f-l  eiuen  und  densalbeo,  auf  8  gelegenen,  zu  s  be- 
nachbarten und  mit  ihm  Tereinigt  liegenden  Streifen  Sy, 

7.  Verlangen  wir  nun,  dass  s,  wieder  ein  Streifen 
des  Pfaff'sclien  Systems  (4)  sei,  so  müssen  vermöge 
unserer  Anuahnaen  über  s  die  Beziehungen  gelten: 

wie  auch  e  auf  s  gewählt  sein  mag.  Da  nun  aus  (17),  in- 
dem man  darin  d  und  d  durch      ersetst,  die  Beziehungen 

folgen,  80  hat  man  auch  d(d^)^^0,  da  doch  e'  und  e'^ 
ebenso  wie  e  und  e,  Elemente  einer  Charakteristik  sind. 

Mithin  setsst  dch  unsere  Forderung  in  die  andere  um, 
dass  die  (von  den  sweiten  Differentialen  tmm}  Anadrfieke 

(20)  ä^(^,-d(d;^^ 

identisch  verschwinden,  wenn  die  d^x^  dytf,  d^a^!*^  den  Re- 
lationen (12)  (16),  die  dx  .  .  den  Gleichungen  (Idj  genügen. 
Nun  sind  aber  die  d^  x  etc.  auch  durch  (12)  und  (14)  de- 
finiert, unter  den  aj^+i^  Grössen  verstanden,  die  (10)  be- 
friedigen, und  das  allgemeinste  Incrementensystem  da<">,  das 
(18)  erfüllt,  ist  demftufolge  durch 

(21)  oi"+"d*  +  a^'>dy 

gegeben,  worin  die  af/*"^^^  dieselbe  Bedeutung  haben,  wie  in 
(Ii),  während  die  Sz,  dy  ganz  willkOrlich  bleiben.^) 

Führt  man  jetzt  die  Ihtierentiationen  in  (20)  nach  N.  1 
aus  und  ersetzt  hinterlier  die  Incrt  nif  iite  durch  ihre  Werte 
(14)  (21),  so  erhält  man  nach  kurzer  Rechnung  als  not- 

auf  die  Hedingungeu  (i)  führt,  und  das.s ,  wenn  lio'^e  erfüllt  .sind, 
aus  den  genannten  Oleiehnn^jen  die  o^"*^^^  sich  eindeutig  berechnen 
lasaen,  wenn  keine  der  Relationen  (19)  erftUlt  ist. 

1)  Vgl.  das  Citat  auf  pag.  429. 
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wendige  und  hinretchende  Bedingangen  dafSr,  dass  5,  wieder 
ein  Streifen  des  Pfaff 'sehen  Systems  (4)  sei,  die  folgenden: 
Man  rnnss  TermOge  der  Gleichungen  (9)  oder  (10) 

iiieotiäch  haben: 

(22)  i)^'(r)  =  2)*"(o;)  (<«i,2,..*), 

oder,  wiu  wegen  (11)  daoeibe  iat: 

(23)  (Ä-^, )  .  IT  \K,)     («  =  0,  1 .  .  .  Ä  -  1). 

8.  Da  somit,  wenn  diese  Bedingungen  erfüllt  sind,  auf 

5,  als  einen  genitiDsamen  Streifen  der  Pfaff'schen  Glei- 
chungen (4)  wieder  diesrllien  Schlüsse  angewendet  werden 
kiumMi],  wie  auf  .s,  so  kommt  man  durch  unbegrt'iizte  WitMler- 
holuug  dieser  ächiussweise  zu  dem  iiesultat,  dass  durch  9 
eine  und  nur  eine  Flüche  v  hindurchgeht,  die  den  Glei- 
chungen (4)  sowohl  als  auch  den  A  -f"  1  partiellen  Differential- 
gleichungen II  1. 0.  (10)  identisch  genfigt.  Bemerken  wir 
nämlich,  dass  die  Fläche  sofern  sie  Oberhaupt  existiert, 
schon  durch  die  Forderung,  5  (and  S)  zu  enthalten  und 
irgend  einer  der  Gliidumgen  (10)  zu  genügen,  völlig  be- 
stiuitiit  sein  muss,  .m>  iulgt  die  Existenz  dieser  Fläche  aus 
den  bekannten  Fundamentaltiieurejiien*),  wenn  wir  gewisse 
CootiDuitätsbedingungen  als  erfdllt  ansehen ;  aibo : 

„Bestehen  die  Relationen  (23),  so  geht  durch  jeden  ge- 
memsamen  Streifen  n.  0.  ron  (4),  der  keine  der  Gleichungen 

(19)  befriedigt,  eine  und  nur  eine  liitHgnilfläche*  des  PfaflT- 
schen  Systems  (4),  welche  aus  je  cx*^  Charakteristiken  eiiiea» 
jeden  der  «  —  Ä;  -f-  1  verschiedenen  Sv>teme  aufgebaut  ist." 

Das  so  erhaltene  Integral  (4)  hängt  offenbar  ab  yon 
II  —  k-^l  arbiträren  Funktionen  je  eines  Arguments.^) 


1)  Oenflgt  8  ausser  den  Relationen  (4)  auch  einer  der  Glei- 
chuniireB  (19),  ohne  indes  eine  Ghaiakten'stik  sa  sein,  io  geht  dnreh 
ihn  eine  Integialfl&ehe  von  (4),  die  flun  entlang  eine  Bilckkebr- 
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9.  Sind  die  VoraussetasangeD  der  NN.  2  und  8  in  Betreff 
der  Ausdrucke  (3)  erfQHt,  so  neDiieii  wir  die  GeMmihett  der 
n  —  k+l  CharakteristikeiiBysteme  der  Qleicliangen  (4)  ein 
^unbeschränkt  iutegfables  Streifensystem*  und  be- 

zeicben  es  mit  dem  Symbol  S^^l^.    Je  nachdem  nun  die 

Ausdrücke  (3)  keine,  oder  1,  2,  .  .  Je  uimhh'Ansrige  lineare 
Conil)iii;itionen  der  Form  gestatten  (unter  den  0^  Fiink- 
tiunen  von  x  .  .  ö^"^  verstanden),  ergiebt  sich  eine  wichtige 
Einteilung  der  Sjrsteme  SJjJ^  in  Ä -|-  1  Arten,  die  wir  mit 
dem  Symbol 

24)  S^:l,(l~.o,^,..k) 

bezeichnen  wollen.*)  Beson<leres  Interesse  bietet  der  Fall 
l  =  k;  man  kann  dann  die  {()),  durch  die  60i  ersetzen  und 
demzufolge  den  Ausdrücken  J/^,  Ni^  Ä^i  der  N.  2  bez.  die 
Bedeutungen 

beilegen.  Die  Hedinf^ungen  (23)  sind  jetzt  eine  Folir«'  der- 
jenigen der  N.  2;  man  erkennt  dies  entweder  tiach  N.  7 
aus  (2),  indem  man  /'durch  die  (P|  ersetzt,  oder  direkt  daraus, 
dass  die  Relationen  (22)  nunmehr  identisch,  nicht  nur  ver- 
kante n.  0.  besitzt  (vgl.  meine  pa|f.  42fi  cttierte  Arbeit,  §7);  darch 
eine  Charakteristik  ^ehi  eine  Schaar  von  Integral  flächen ,  die 
noch  von  einer  arbiträren  Funktion  einet  Aiguments  alih&ngt.  Die 
Integral  flächen  des  Textes  sind,  als  Schaaren  von  Flächenelemenien 
aufgefas.st,  die  allgemeinsten  „Integraläquivalente"  de*i  rf.ifTt^fheTi 
S3'ntem8,  das  aus  der  ersten  Qruppe  der  üleicbongen  (1)  and  aus  (4) 
gebildet  wird. 

1)  Die  in  meiner  früheren  Note  und  in  meiner  Arbeit  Math. 
Ann,  47  betrac  hteten  Systeme  sind  demnach  mit  <Sq"|  (/-  0, 1. . .  m), 

tl.is  Charakteristikensysteui  einer  (41etchnng  n.  (>.  mit  ^^^}^\  \  xa  be- 

/♦^lehnen;  den  Fnll  betrachtet  gelegentlich  Herr  Bäcklund 

(Math.  Ann.  13);  Heispiele  für  die  Fälle  und  iS^^,  finden  neb 
in  meiner  oben  citierien  Arbeite 
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möge  (9),  erf&ilt  siad.  Die  k  in  Bezug  auf  die  aj.")  unab- 
hängigen GleicbuDgen  n.  0.: 

(25)  a>,=  CUi-l,2,  ..^), 

in  denen  die  C,  willkürliche  Constante  bedeuten  und  die  vrir 
als  ein  Involutionssystem  bezeichnen,  besitzen  dann  ein 
gemeinsames  Integral  mit  n  — 1  arbiträren  Funktionen,  in 
dem  Sinne,  dass  durch  jeden  ihrer  gemeinsamen  Streifen  n.  0. 

im  allgemeinen  eine  und  nur  eine  gemeinsame  Integralfläche 
biudurcbgebt. 

10.  Die  vorstehenden  Bemerkungen  gelten  auch,  wenn 
einige  der  etwa  die  m  ersten  (0<m^&),  durch  Null 
ersetzt  werden;  die  Bedingungen  der  N.  2  mtlssen  jetzt  Ter- 
muge  der  Gleichungen  * 

0),  =  0. . .  </>,«  =  0 

bestehen,  und  auf  eben  diese  Relationen  ist  auch  bei  der 
Wahl  des  Ausgangsstreifens  s  (N.  6)  Rücksicht  zu  nehmen. 

11.  Die  Bedingungen  (23)  drücken  ans,  dass  die  Glei- 
chungen « -|-  1.0.  (10)  im  Sinne  der  vorigen  N.  ein  In- 
volutionssystem biUlüu.  Ist  umgekehrt  ein  S}'ötLMn  von  Ä;  l 
involutorischen,  in  Bezug  iiut  <lie  a[."+^^  linearen  und  unab- 
hängigen Gleichungen  n  -\-  1.0.  vorgelegt,  so  kann  mau 
dasselbe,  wie  leicht  zu  sehen,  auf  die  Form  (10)  bringen, 
worauf  durch  (3)  und  (17)  ein  System  S^^ij^i  definiert  ist, 
wenn  man  setzt: 

»— I  ik-l  * 

rsO  rsO  rsO 

unter  den  Ar/  irgend  welche  Funktionen  von  x  . ,  a^^^  mit 
nicht  identisch  yersch windender  Determinante  verstanden. 

Der   ( 'hatciktL'r  /  des  Systems  <S^"'.,   bestimmt  sich  (iiinn 

M— ff,  I 

durch  algebraische  Operationen,  die  l  integrabein  Combina- 
tiouen  (5(Z>,  der  Ausdrücke  (d),  durch  Integration  gewöhu- 
lieber  Differentialgleichungssysteme. 
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II.  Abschnitt 

1.  Wir  betrachten  ein  i*tkü'e!ches  System 

(1)  W^«0  (t«l,2..fc) 

Yon  der  in  I,  NN.  2  und  7  geschilderten  Beschaffeuheit  und 
das  dcizu  gehörige  System  von  k  l  linearen  partielleo 
Differentialgleicbuiigen  n l.  0.  (vgl.  I,  (10)): 

(2)  Ä^  =  o  (i=o,  1,...;^). 

Aus  den  Beziehungen  I  (23)  folgt  dann  leicht:  Difle- 

rentiirt  man  die  Delationen  (2)  /-mal  partiell  nach  x  Mv.d  //, 
\vul>pi  dit»  Grö»en  a'^.^^  als  Funktionen  von  x  und  v  I>t— 
trachtet  werden  ,  so  reducieren  sich  die  resultierenden 
Gleichungen  vermöge  aller  vorhergehenden  auf  ^-^y-^l 
der  Form: 

(3)  if;"s2]<»«i+r^'*+»l*=o  (i-o,i,..i+», 

worin  zur  Abkürzung  m^n — k  gesetzt  ist^). 

2,  I  nter  einer  , Charakteristik  >j-j-r.  0."  des  Pfaff'scben 
Systems  (1)  verstehen  wir  einen  Streifen  tt  +  ^*0>i  die 
folgenden  Differentialgleichungen  befriedigt: 

(4)  dy  =  ^^dx; 

(5)  du['^  =  (a;  ' '  +  ui^  «;'^+' ^)     (i  =  0. 1 . .  Ä ;  Ä  =  0, 1 , . . 

..n-i-r — 1); 

(0)    <*oJ-+"=«-^'»  +      C"')«»« « - 0. 1 «  +r). 

unter  ^/i  eine  der  m-}*  1  Wurzeln  . .  ^»fi  der  Gleichung 
(7)  x(-^^o 
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(vgl.  I  (15)),  unter  den  Ordnen         • . .  «J*^^*  irgendwelche 

Fuuktionen  von  x y  e  u'^^K ,  a^^'>  verstanden,  die  den  Gleichungen 

(8)  äJ*>«0(i  =  0,1...ä  +  ä;  Ä  =  OJ,,.r— I) 

(9)  JS:J'*=0(t==0,l...Ä:-fr) 

identisch  genügen;  die  Systeme  (8)  (9)  sollen  auch  von  den 
Integrationsconstanten  af ö[*|+''\  mithin  von  allen  Flücheu- 

elementen  des  Streifens  erfüllt  werden.  Eine  solche  Charak- 
teristik beseiclinen  wir  generell  mit  C^^^,  Die  m-^X 
Cfaarakteristikensysteme  n-^r^O.  bilden  snsammen  ein  un- 
beselirSnkt  integrables  Streifensystem  aS|,;'+^)^). 

Die  KliniiMiition  der  ans        und  (9)  führt  auf 

die       r4~l  totalen  Diö'erentialgleichuugeu 

ni 

(10)  :.[d].^  ^J^B,.^  rfCt"  +  rf*-0(<=0,l,..*+r) 

die  wir  mit  (4)  (5)  zusammen  als  die  Definitionsgleichungen 
der  bezeichnen  wollen.   Ist  jif^  keine  mehrfach  zäh- 

lende Wurzel  von  (7)^),  so  sind  längs  jedes  Streifens  C^)qo^ 
Cj*^^'  bestimmt,  deren  einzelner  durch  Angabe  eines  seiner 

Elemente  n-j-l.Ü.  festgelegt  ist;  ebenso  gehen  durch  jede 
an^i)  ooi  C};+2)  etc. 

3.  Wir  verstehen  unter  F  eine  Funktion  der  Grössen 
*'  *  '^jir^  setzen 

A 

Vgl.  I,  N.  9;  doch  dmoludeht  diesM  Sjstem  nicht  den  gansen 
Baum  X. .«4^^ ,  sondern  nur  die  durch  (8)  definierte  Mttmiglhltigkeit. 
*)  Vgl.  S  1  meiaer  Arbeit  in  den  Math.  Ann.  Bd.  47. 
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ferner,  wie  in  I,  N.  1: 

und  nehmen  an,  diiss  dF  eine  integrable  Combinaiion  der 

Deliüitiüu.sgleicliun<4en  der  C5"+*'^  sei,  d.  h.  dass  man  für  alle 
Werte  der  Incremente  dx,  dy,  doJ^'H')  vermöge  (8)  identisch 
habe: 

(11)  ü  (dy  -  A  dx)  4-  2  ^  i-^X/*  = 

unter  ir,     nicht  näher  bestimmte  Funktionen  Tun 

yerfitanden.  Solche  integrable  Gombinationen  sind  z.  B.  die 
Ausdrucke  dK^''-^^;  doch  setsen  wir  Toraus,  dass  aus  den 

Gleichungen 

(12)  dF«0,  dJr}'-»)  =  0(f«0,l...Jt  +  r— 1) 

vermöge  (8)  keine  Relation  zwischen  dx,  dy  allein  folgt  ^), 
insbesondere  also  auch,  dass  zwischen  den  linken  Seiten 
dieser  Relationen  keine  lineare  Identität  besteht;  dF  sei 
dann  eine  eigentliche  integrable  Combination  der  CJf+'* 

genannt.  Kür  F  erhält  nuiii  aus  (11),  indem  ma,u  darin 
die  Coenicit'üten  dor  d.r .  .  .  auf  beiden  Seiten  gleichsetzt 
und  die  a,  tf,  eli initiiert,  ein  System  homogener  linearer 
partieller  Differentialgleichungen  1,  0.,  worin  die  Variabeiu 
a?.. a<y  den  Relationen  (8)  zu  genügen  haben,  und  sich 

die  Zahl  der  unabhängigen  Variabein  demgemaas  reduciert 
Alle  etwa  vorhandenen  integrabeln  Gombinationen  der  CJf+^* 

■werden  aUu  dureh  Inte^'rution  gewöhnlicher  Differential« 
gleichungssysteme  gefunden, 

^)  iiu  Falle  r  =  0  soll  dasselbe  lür  diu  Gleichungea 
dl -0,  (d)^»»0(i=l,a,...*) 

gelten. 
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4.  Unsere  Annahme  in  Bezug  auf  F  iat  mit  der  andern 
äquivalent,  dasä  der  Ausdruck 

vermöge  (8)  (9)  verschwinde,  d.  h.  dus  Termöge  (8)  ^ne 
IdentiHt  der  Form 

(13)     S'i,<'Hne(i>i"+"(F)  + 

h=0 

bestehe,  unter  ^,  Xi  Funktionen  von  x  .  .  öjj*lj!^^  verstanden. 
Also  venscb winden  vermtfge  (8)  alle  k r  •\' S-gMederigen 
Determinanten  der  Matrix 


(14) 


4' 


1  Qnn  Qtn 


0 
0 


0 
0 


„0) 


D^;-^'-'\Fu  0,  .1,, 


1  ^«H-i 
,  0 


was  ftir  F  wieder  ein  System  partieller  Differentialgleichnngen 

1.  0.  darstellt,  dessen  gemeinsame  Integrale  aber  nunmehr 
die  etwaigen  integrabelii  Combiuationen  alier  >»  +  lC(«+r)- 
systeme  liefern. 

Es  möge  umgekehrt  F  obigen  Bedingungen  genfigen, 
aber  nicht  alle  k  -\-  r  -\-  2- gliedrigen  Determinanten  der 
Matrix  (14),  insbeeondere  aber  auch  nicht  alle  aus  den  letzten 
n-fr+S  Colonnen  gebildeten/)  zum  Verschwinden  bringen; 
dann  besitzen  die  Gleichungen  (7)  und : 

A=0 


I)  Sonst  würde  aus  (12)  eine  Relation  iür  dx,  dy  l'oigen. 
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wie  leicht  ersichtlich,  genau  m  gemeinsame  Wiirzeln, 
mit  ^1  .  .  .  Jif-i  yif^i  . .  yim-^x  bezeichnet  und  darch  die 
Gleichung: 

(15)  XI  «.l- 

gegeben  seien.  Man  verificiert  nnnmehr  leicht,  daes  eine 
Identität  der  Form  (1:3)  besteht,  sowie  daasdie  ^  +  r-|-2  in 
den  a[.*'+^)  unabhängigen  Relationen,  auf  die  sich  demnaeh 
die  Gleichungen  (9)  und; 

2)(«+r)  (TT)      0,  P""^^  (F)  »  0 
reducieren,  die  folgende  Form  erhalten  können: 

(16)  =-  2  e,  +  l'p  =  0  (i  =  0,  1, .  H-  r  +  1). 

Durch  malige  DiflFerentiation  dieser  Gleichungen,  die 
vermöge  (8)  ein  Inyolutionssystem  bilden  (I,  N.  N.  10,  11), 
erhält  man  vermdge  (8)  nnd  der  vorhergehenden  Differen- 
tiationsgleichnngen  k  +  r-\-j  +  2  Gleichungen 

(17)  L^'^^Q     (i«o,l..Ä  +  r+i+l). 

Die  .Charakteristiken  des  InvoluUoussjstems 

(lt>)  sind  definiert  durch  die  Gleichungen: 

dif  -^,tic;daf  -.-(ai*+'V>^,,öi!5J'^)d«  (Ä    0,  l, .  .Ä+r-fr') 

worin  jfy  eine  Wurzel  von  (15)  bedeutet  und  die  aJ."-H)  die 

Relationen  (8)  (17)  (18)  identisch  erfüllen,  und  bilden  ein 
unheHchränkt  integrables  Sfcreifensystera  Äjjlj'''"'"^*) ;  die  Glei- 
chung 

(18)  C 


Ij  Vgl.  die  Anni.  X'üg-  435. 
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hat  also  mit  (1)  ein  Integral  gemein,  das  von  m  willkür- 
lichen Funktionen  je  eines  Arguments  abhängt,  indem  durch 
jeden  gemeinsamen  Streifen  n  4*  0.  von  (1)^)  und  (18)  eine 
und  nur  eine  Fläche  hindurchgeht,  die  den  Gleichungen 

(1)  (18)  genügt. 

5.  Man  entnimmt  dem  Vorhergebenden  leicht  den  fol- 
genden allgemeinen  Satz: 

.Ist  r'>r,  F'  eine  Funktion  von  .  .  a^"+^'^  und  be- 
sitxen  die  Defioitionsgleichungen  der  C^"^'^  ron  (1)  die  inte- 
grahele  Gombination  dF*^  so  ist  auch  df  eine  solche,  unter  f 
irgend  eine  Funktion  von  F  und  F*  yentanden.* 

6.  Sei  die  ganze  Zahl «  ^  r,  ferner  y  ^ /<,  <P  eine  Funk- 
tion von  X . .  f>^l!^^<,  d0  eine  eigentliche  integrable  Gombi- 
nation der  Definitionsgleichungen  der  CS"+")  von  (1),  so  ist 
({0  uÜeubui  auch  eine  eigentliche  integrable  Gombination 
tbr  dea  Involntionssysteuis  (Iii);  also  reducieren  sich 
die  k     s  -\-  i  Gleichungen; 

auf  k-^rS-^-S  in  den  oCH^i)  unabhängige,  die  TermSge 
der  vorhergehenden  Gleichungen  (17)  und  Termöge  (8)  ein 

Involutionssystem  Ijildeii,  und  die  Gloichuiigen  (1)  (18)  nnd 
0  =  C  lial>»'n  somit  ein  Iiitc^rral  uüt  tn — 1  willkürlichen 
Funktionen  gemein;  durch  Wiederholung  dieser  Schlussweise 
erhält  man  schliesslich  folgendes  Theorem: 

«Ist  die  ganze  Zahl  sind  die  partiellen  Dif- 

ferentialgleichungen 

(19)  i^,«C',,  F^  =  Ö^.,.  Fx^'Ci 

I)  Ein  Streifen  n  +  '^.O.  von  (1)  ist  ein  solcher,  dessen  Ele- 
mente n.  0.  den  Oleicliusgen  (1),  dessen  Elemente  n-f-LO.  den  Re- 
lationen (2)  etc.  genügen. 
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bezw.  von  der  Ordnung  n -pr^,  •  -  n-^  )\  uud  iüt  )i-\-r  die 
grüäste  dieser  Zahien,  besitzen  ferner  die  DefiBitäouBgleich- 
UDgen  der  Charakteristiken  Cj'^«\  - .  C^^l^  des  PfaTseben 
Systems  (1)  bez.  die  eigentlichen  inte^rabeln  Gombinationen 
dF^ . . .  dFi,  so  definieren  das  System  (1)  nnd  die  Gleich- 
ungen (19)  durch  ihre  gemeinsamen  Charakteristiken  n-^-r.O, 
ein  unbeschränkt  integrables  Streifensy^tem  'S'jj+J^  un«!  be- 
sitzen daher  ein  gemeinsames  Integral  mit  w — arbi* 
trären  Funktionen,  indem  durch  jeden  ihrer  gemeinsamen 
Streifen  n-j-r^O»,  der  keine  Charakteristik  des  Systems  S^l^ 

ist,  eine  und  nur  eine  gemeinsame  IntegralfiSche  hindurch- 
geht. • 

7.  Wir  nehmen  endlich  an,  dass  die  Fanktionen 
F^. Fm^  ^1 ..  F'm  bez.  die  Ordnung  «  +  r,,  ...  n-\-rm^ 

n'\-r{,  ...n-\-rln  liesitzen,  daas  man  habe  r,>rr(t=l,2,...tM), 

und  dass  r  die  grosste  der  Zahlen  r,  sei.  Es  sei  ferner  für 
i  =  1,  2, . .  m  -F,-  eine  eigentliche  integrahle  Comltiuütion 
der  C'(''+'-.>,  (iF:   eine  solche  der  <les  Pfatrschen 

Systems  (1);  im  Falle  r^  =  r^  setzen  wir  überdies  voraos, 
dass  zwischen  den  Ausdrücken 

(20)  dFf,  dF',^  dK^r'^  (/*  =  0.  l Ä-f  r^  —  1) 

bez.  im  Falte     =  0,  zwischen  den  Ausdrücken 

(21)  dFi,  dFU  (d)j  U  =  l,  2, . .  ty) 

keine  lineare  Identität  bestehe« 

Tst  jetzt  Ä^"*  ein  genieinsanier  Streifen  n.  0.  der  Gleich- 
ungen (1),  der  keiner  der  m -j- 1  Relationen  (4)  genügt,  so 
ist  ihm  entlang  ein  und  nur  ein  Streifen  s^**"^^  bestimmt, 
dessen  Elemente  n  H'  ^-  0.  die  Keiationen  (8)  befriedigen 


')  Vgl,  die  Anmerkung,  pag.  436. 
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(I,  N.  8).  Drücken  wir  die  zu  «("-H)  gehörigen  Grössen 
^'"^ii^^  als  Funktionen  eines  Parameters  aus  und  substi- 
tuieren diese  Werte  in  die  m  Funktionspaare  Pi«  Fi,  so 
kann  man  die  m  Funktionen  q^t  auf  eine  und  wesentlich 

nur  eine  Weise  so  bestimmen,  dass  man  für  jeden  Wert 
des  Parametern  identisch  hat; 

r/>,(F,  Fi-eO  (i  =  l,2,..m). 

Diese  Bestimmung  wäre  nur  dann  unausführbar,  wenn 
sich  die  beiden  Funktionen  eines  Paars  vermöge  unserer 
Substitution  auf  Constante  reducierten,  dann  aber  wäre,  wie 
leicht  zu  sehen,  s<"*  eine  Charakteristik  von  (1),  was  aus- 

gH.sclilü->f'n  wurde.  Ist  so  die  Form  der  Fuiictiuiicii  y,  gu- 
fiuiden,  SU  ist  5^»'+'^)  ein  gemeinsamer  Streifen  der  Gleich- 
ungen (1)  und: 

9,iF^.F,)  =  0  (»=1,2,...«). 

welche  nach  N.  5  nnd  6  mit  (!)  zusammen  ein  unbeschi^kt 

integrables  Streifensystem  ^^''+*')  bestimmen.  Das  Letztere 
wäre  nur  dann  nicht  der  Fall,  wenn  einer  der  Ausdrucke 
dq'i  keine  eigeutliche  iutegnilile  Combiuation  des  zuge- 
hörigen C^"*^«^ -Systems  wäre;  dann  aber  hätte  man  not- 
wendig rt^r't,  und  genügte  einer  der  Relationen  (4) 
oder  es  bestände  zwischen  den  Ausdrücken  (20)  bezw.  (21) 
eine  lineare  Identität,  was  unseren  Annahmen  gleichfalls 
widerspricht.  Da  nun  die  Integralflächen  eines  Systems 
sich  durch  Integration  eines  Systems  gewöhnlicher 
Differentialgleichungen  bestiunuen  lassen .  da  ausserdem 
auch  die  Fuiiktionf'iij)aare  i^'  als  integrale  solcher  Glei- 
chungen erhalten  werden  (N.  3),  so  können  wir  schliesslich 
den  Sati&  aussprechen: 

, Unter  den  zu  Anfang  dieser  N.  gemachten  Voraus- 
setzungen kann  die  Aufsuchung  der  allgemeinsten  Integral- 

mb.  Mütb.-pby«.  Cl.  3.  29 
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fläche  Yon  (1)  darch  Integration  gewöhnlicher  Differeniiai- 
gleiohungSBysteme  geleistet  werden.*^) 

Existirt  nicht  für  sondern  nur  für  X  der  wi  +  1 
Charakteristikensvsteme  von  (1)  je  ein  Funktionen  paar  1^,-,  1^7 
der  geschiKierten  Be.sciuitienbeit ,  so  vereinfacht  sich  di*« 
Integration  von  (I)  iosoferne,  als  sie  auf  die  Auf^juchung 
der  Integralflächen  gewisaer  Systeme  S^tji^  zurückkommt. 

1)  Ersetzt  man  im  Yoittehendea  dat  System  (1)  durch  die 
etnsige  Qleiohnag 

(I,  K.  1),  00  erhält  man  die  Integrationstheorie  der  part.  DifTerenttal* 
gleichungen  n.  0.  in  8  Variabein,  im  Falle  n  =  2  eine  Erweiterung 
der  Darboux'ächen  Theorie,  indem  die  derselben  anhaftende  Be- 
schränkung auf  Funktioiienpaare  gleicher  Ordaong  aufgehoben 
erscheint. 
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Ueber  denEiweissumsatz  beiZufahr  von  Antipepton. 

Von  Gm:!  Y«it. 
{BütgtlattflM  88.  JtmMar  1898.) 

Herr  Dr.  Alexander  Ellinger  hat  in  meinem  Labora- 
torium Yersudhe  über  den  Eiweissameatz  bei  Znfulir  von 
Antipepton  am  Hunde  angestellt. 

Zu  einer  Zeit  als  man  glaubte,  die  Acifnalime  der  Stoffe 
aus  dem  Veidauuiig^Kschlauche  in  die  Siifte  erfolge  einfach 
durch  Osmose,  nahm  man  an,  tiaa  Eiweiss  müsae,  h^vor  es 
in  die  Säfte  übergehen  könne,  durch  die  Verdauung  unter 
Eintritt  von  Wasser  in  leicht  osmirende  Stoffe,  in  »Peptone* 
verwandelt  werden,  da  man  bei  oerootischen  Versuchen  das 
gewöhnliche  Eiweies  nicht  oder  nur  in  minimaler  Menge 
doreh  eine  Membran  hindtirch  geben  eah. 

Wenn  aber  das  gewöhnliche  Ei  weiss  nur  als  »Pepton" 
resorbirt  werden  kann,  dann  muss  man  annehmen,  dass  das 
resorbirte  Pepton  irgendwo  im  Körper  wieder  in  gewöhn- 
liches Ei  weiss  unter  Abspaltung  von  Wasser  zurückver- 
wandelt wird. 

Ist  dies  Alles  so,  so  muss  das  Pepton  voUständig  und 
in  allen  Stficken  die  Bolle  des  £i weisses  übernehmen,  und 
man  muss  im  Stande  sein  mit  Pepton  unter  Zusatz  Ton 
siiekstoffireien  Nahrungsstoffen  nicht  nur  den  Organismus 
auf  seinem  Bestände  an  Eiweiss  zu  erhalten,  sondern  auch 
einen  Ansatz  von  Eiweii>s  zu  bewirken.    £s  könnte  aber 

29* 
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aucli  sein,  dass  duä  Pepton  nur  als  ein  sehr  guter  Eiweiss- 
scliützer  wirkt,  ähnlich  oder  vielleicht  nocli  hesser  alä  der 
Leim;  in  diesem  Falle  würde  der  Körper  stets,  trotz  reich- 
licher Peptonfütterung,  noch  etwas  Eiweiss  von  sich  Tcr^ 
Heren,  nnd  es  dürfte  kein  Stickütoffgleicbge wicht  der  Ein- 
nahmen und  Ausgaben  sowie  kein  Ansatz  yoq  Eiweiss 
eintreten. 

Es  ist  selbstverständliehf  dass  man  zar  Lösung  dieser 

Frage  zu  dem  Pepton  kein  anderes  eiweisshaltige^i  Nahrungs- 
mittel geben  «liirl';  tleiiii  in  diesem  Falle  konnte  der  Ansatz 
von  Eiweib«  aus  dem  Eiwei^s  dieses  Nahruuyäinittels  erfolgt 
sein ;  u\xr  wenn  der  Ansatz  von  Eiweiss  grösser  ist  ak  der 
Eiweissgebait  jenes  Nahrungsmittels,  könnte  ein  sicherer 
Schluss  gezogen  werden. 

Nach  den  ersten  ErnährungSTersuchen  mit  «Pepton* 
verschob  sich  bekanntlich,  namentlich  durch  die  Unter- 
suchungen Ton  Kfibne,  der  Begriff  dieses  Stoffes.  Man  be- 
zeichnete mit  diesem  Namen  anfangs  das  Produkt  der  Ver- 
dauung des  Eiweisses  durch  verdünnte  Salzsäure  und  Pepsin. 
Man  lernte  aber  später  Zwischenprodukte  zwischen  dem 
Öäureeiweiss  und  dem  letzten  Produkt  der  Magenverdauung, 
dem  eigentlichen  Pepton  (Amphopepton)  kennen,  nämlich 
die  sogenannten  Albumosen;  ebenso  Zwischenprodukte  zwi* 
sehen  dem  Globulin  und  den  letzten  Verdauungsprodukten 
der  PankreasTerdauung,  dem  Antipepton  und  dem  Hemi- 
pepton,  welches  letztere  bei  der  weiteren  Verdauung  zer- 
setzt wird. 

Es  war  also  nüthig  mit  allen  diesen  Produkten  Eruäh- 
rangsversuche  anzustellen. 

Adamkiewicz  hat  mit  dem  sogenannten  Witte'schen 
Pepton,  einem  Gemenge  von  vit  l  Albumosen  und  wenig 
Amphopepton,  gearbeitet  und  bei  Zugabe  von  Fett  einen 
geringen  Stickstoffansatz  beobachtet.  Leider  erstreckt  sich 
sein  Versuch  nur  auf  einen  einzigen  Tag. 
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Dann  hat  Pollitzer  Venucbe  mit  Amphopepton  und 
raifc  zwei  Albamosen,  der  Protalbumose  nnd  der  Hetero- 

albumose,  angestellt  und  mit  allen  drei  Stoffen  einen  i^iweiss- 
ansatz  erhalten;  allerdings  ist  dab^i  der  Harn  nicht  in  ein- 
wandfreipr  W  eise  aufp^esammelt  worden. 

Endlich  hat  V.  Gerlach  mit  den  Albumosen  in  dem 
Witte'schen  Präparat  und  mit  dem  durch  Pankreaererdauung 
beigestellten  Antipepton  Versuche  gemacht;  bei  ersterem 
zeigte  sich  ein  Ansatz  yod  Eiweiss;  bei  letzterem  erhielt  er 
kein  Resultat,  da  der  Hund  nach  Einnahme  des  Antipeptons 
erkrankte.  Auch  hier  wurde  der  Harn  nicht  direkt  aufgefangen. 

Alle  übrigen  Beobachter  gal)en  die  verschiedenen  IV'pton- 
präparate  des  Handels  mit  anderen  stickstolThaltigen  Nahrungs- 
mitteln z.  B.  mit  Keia  etc.,  grösstentheils  bei  Versuchen  am 
Menschen.  Sie  entschieden  daher  nur,  ob  der  Körper  bei 
Zufuhr  von  Eiweiss  in  anderen  Nahrungsmitteln  und  Zusatz 
Ton  Pepton  sich  auf  seinem  Eiweissgleichgewicht  zu  erhalten 
vermag  und  Ansatz  tou  Eiweiss  stattfindet  Diese  Versuche 
sind  Yon  hohem  Werthe  fttr  die  Ernährung  Kranker,  aber 
sie  entscheiden  nicht,  ob  die  Peptone  vollständig  für  das 
Eiweiss  eintreten  oder  nur  als  ausgezeichnete  Eiweissscliützer 
gewirkt  haben. 

Nach  den  angegebenen  Versuchen  erscheint  es  im 
höchsten  Grade  wahrscheinlich«  dass  die  Albumosen  einen 
Ansatz  von  Eiweiss  bewirken,  auch  wohl  das  Amphopepton; 
aber  wie  das  Antipepton  wirkt,  das  ist  noch  nicht  entschieden. 

Diese  Frage  hat  Herr  Dr.  Etlinger  zu  beantworten  ge- 
sucht, da  uns  Ton  Seiten  der  Farbwerke  Yon  Meister,  Lucius 
und  Brüning  in  Höchst  in  dankenswerthester  Weise  das 
kostbare  Material  (sogenanntes  Drüsenpepton)  zur  Verfügung 
gestellt  worden  war. 

Es  wurde  in  den  entscheidenden  Versuchen  bei  dem 
gleichen  Hunde  das  Drüsenpepton  in  «  iner  Wirkung  mit 
dem  EiweissrQckstand   des  mittelst  Wasser  ausgelaugten 
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Fleisches,  mit  der  Somatose  (Albutnoee),  die  wir  tob  der 
Fabrik  Bayer  and  Comp,  in  Biberfeld  bereitwilligst  erbalteo 
hatten,  und  mit  Witte'schen  Albumosen  verglichen. 

Es  ergab  sich  bei  einem  Ueberscbuss  des  Eiweisses  des 
Fleisch pulvers  und  den  Witte'schen  Albumosen  ein  Ansatz 
▼on  Eiweiss  am  Korper.  Von  der  Somatose  wurde  viel  mit 
dem  Eoth  entleert,  so  dass  eine  dritte  Vergleichung  nicht 
möglich  war;  jedoch  wurde  so  viel  gesehen,  dass  de  eben- 
falls das  Eiweiss  ersetzt.  Bei  dem  Drfiaenpepton  (Anti- 
pepton)  trat  kein  Ansatz  von  Eiweiss,  sondern  ein  betrikht- 
lieber  Verlost  von  Eiweiss  rom  Körper  ein,  so  dass  das  Anti- 
pepton  nur  eiweissschützend  wirkt  und  für  das  Eiweiss  nicht 
vollständig  eintritt. 

Das  Antipepton  ist  also  wohl  schon  weiter  zersetzt,  so 
dass  es  im  Organismus  nicht  mehr  in  Eiweiss  zuröckver- 
wandelt  werden  kann.  Dieses  Resultat  steht  auch  in  Ueber- 
einstimmnng  mit  der  Angabe  Yon  Siegfried  fiber  die  Fleisch- 
saure,  welche  wahrscheinlich  identisch  ist  mit  dem  Antipepton, 
sowie  anch  mit  den  Moleknlargewichtsbestimmnngen  Ton 
0.  Paals,  nach  denen  das  Molekulargewicht  des  Antipepton*s 
nicht  grösser  ist  als  das  des  Tr;iubenzuckers,  während  die 
Albumosen  und  das  Eienilbumin  ein  viel  höheres  Molekular- 
gewicht ergaben.  Dr.  Ellingor  hat  für  das  von  ihm  ange- 
wendete DrHsenpepton  ebenfalls  ein  sehr  niederes  Moleknlar- 
gewicht  erhalten. 


\ 
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Beiträge  zur  FotentialUieorie.O 

Von  Wallher  Dyck. 

IL 

Die  Gauss'sche  Formel  ft&r  die  gegenseitige  Ürnwindmig 

zweier  Raumcurveu  und  ihre  Ausdehnung  auf  höhere 
Mannigfaltigkeiten.    Darstellung   der  Windungszahl 
zweier  Mannigfaltii^keitou  durch  Kronecker'sch©  Gha- 
rakteriatiken  gewisser  Fanctionensysteme. 

Der  vorhegende  zweite  Tbeil  der  , Beiträge  zur  Potential- 
theorie'' behandelt  zunächst  aasführiicb  die  Theorie  der 
Umsehlingang  zweier  geschlossener,  sich  nicht  schneidender 
Linien  im  Räume,  gieht  sodann  die  Definition  der  Um- 
schUngung  für  Mannigfaltigkeiten  höherer  Dimensionen  in 
einem  n-dimensionalen  Gebiete  und  entwickelt  die  zugehörigen 
anal V tischen  F'ormuiuungen  in  Erweiterung'  der  für  zwei 
Curven  im  Räume  gewonnenen  Dunsteilungeu. 

Im  ersten  Abschnitte  handelt  es  sich  um  die  genaue 
Darlegung  der  Beziehungen  des  Qauss'schen  Integrals 
fttr  die  Anzahl  der  Umschlingungen  zweier  Raum- 
curven  zu  den  im  ersten  Theile  dieser  Beiträge  (diese 


1)  Vorgetragen  in  der  Sitzung  vom  6.  JoU  lfid5. 
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Sitzungsberichte  1895,  paj^.  261  ff.^)  entwickelten  For- 
tneln  für  die  Kronecker'sche  Charakteristik  gewisser 
Fimctionensysteme. 

Indem  wir  die  Raamcarven  anf  zwei  verecbiedene  Arten« 
in  Parameterform  (§  2)  und  als  Schnitte  je  zweier  Flächen 
(§  3),  analytisch  festlegen,  ergeben  sich  zwei  wesentlich  ver- 
schiedene Functionensysteme  mit  zwei,  beziehungsweise  mit 
drei  Variabein,  deren  Kronecker'sche  Charakteristik  mit  der 
Gaiiss'schen  Windungszabl  übereinstimmt.  Die  verschiedenen 
Integral-  und  Summenformeln  für  die  Charakteristik,  die  wir 
in  den  «Beiträgen  I*  aufgestellt  haben,  führen  zu  einer  Reihe, 
zum  Theil  neuer  Methoden  für  die  Herleitong  der  Windungs- 
zahl. Dabei  sind  die  für  die  Parameterdarstelluug  gewonnenen 
Formeln,  die  sich  unmittelbar  an  die  Ganss^scbe  Darstel- 
lung ,  anknüpfen  lassen,  nicht  überführbar  iu  die  Formeln, 
welche  nuter  Zagrnndcles^nng  der  Raumcarven  als  Schnitt 
jn  zweier  Flächen  aui/.ustellen  sind.  Die  §§  4  und  5  sind 
deshalb  dem  Beweise  der  Uebereinstimmung  der  auf  die  eine 
und  andere  Weise  gewonnenen  Zahlen  gewidmet. 

Im  zweiten  Abschnitte  wird  zuvörderst  (in  §  0)  die 
Definition  der  Anzahl  der  Windungen  einer  fachen 
Mannigfaltigkeit  um  eine  n — h  —  1-fache  innerhalb 
eines  Gebietes  von  n  unabhängigen  Yariabeln  („im 
linearen  Räume  von  n  Dimensionen*  nach  der  aus  der  Geo- 
metrie übertragenen  liede weise)  in  diroeter  Aualogie  mit  den 
durch  die  analytischen  l'ormulirungeu  des  ersten  Abschnittes 
gewonnenen  Formeln  aufgestellt.^) 

1)  Der  I.  Theil  der  vorliegenden  „Beiträge  vor  Fotentialtheorie* 
ist  im  Folgenden  kurz  durch  «Beiträge  l*  bezeichnet. 

2)  Es  ist  mir  nicht  bekannt,  das«  die  Frage  nach  der  Um- 
sehlingnng  von  bdheren  Hannigfiütigkeiten  schon  hehandelt  worden 
ist.  Herr  II.  Brunn  hat  (1887)  in  einer  anlftsslich  seiner  Promotion 
aufgesstellten  Thesis  auf  die  Möglichkeit,  »wei  /wpidiinensionale  Ge- 
bilde (speciell  „Kugelflächen*)  im  Banme  von  fiinf  Pimensionen  in 
einander  eu  schlingen  hingewieien» 
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Indem  wir  auch  hier  fttr  unsere  Mannigfaltigkeiten  von 
%wei,  den  obigen  analogen,  Darstellungen  (in  Parameterform 
(g  7)  nnd  direet  darch  Gleichungssysteme  zwischen  den  Go- 
ordinaten  (§  8))  ausgehen,  erscheint  die  Windnngaaahl  als 

Kronecker'sche  Charakteristik  für  zwei  wesentlich  verschie- 
dene Systeme  von  Functionen  von  n  —  1 ,  beziehungsweise 
TOn  n  \'iiriabein.  Die  Teben^instimmung  der  auf  den  beiden 
Wegen  gewonnenen  Zahlen  wird  (in  §  8)  in  analoger  Weise 
wie  im  ersten  Abschnitte  bewiesen.  Ohne  auf  die  verschie- 
denen  Formeln  für  die  Darstellung  der  Windungszahl,  wie 
sie  nnnmehr  aus  den  Entwicklungen  des  ersten  Theiles  dieser 
Beiträge  sich  ergeben,  naher  einzugehen,  hezeiebnen  wir  zum 
Schlüsse  (in  §  9)  noch  eine  merkwQrdige  gegenseitige  Lagen« 
beziehung  ganzer  Classen  von  Mannigfaltigkeiten.  Mit  der 
Darsitellnncf  der  Ä'-dimensionalen  und  der  n  k  1-dimensio- 
nalen  MannigFaltigkoit  durch  (iieichungssy.-tt'nie  zwischen  den 
Ooordinaten  des  n-dimensionalen  Haume«;  ist  nätnlich  ^deich- 
zeitig  je  ein  ganzes  System  von  Mannigfaltigkeiten  0^*^  und 
n—  und  «—  2*«,  2*^  und  n  — 3*"  u.  s.  w.  Ordnung 

gegeben,  denen  sftmmtHch  ein  und  dieselbe  Windungs- 
zahl zugehört.  Diese  Beziehung  scheint  mir  besonders  ge- 
eignet, die  Bedeutung  der  Kronecker'schen  Charakteristik  fÖr 
die  Lagenverhiiltnisse  der  verschiedenen  durch  ein  solches 
Functioneusystem  zu  dehnirenden  Gebilde  hervortreten  zu 
lassen. 
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Erster  Abschnitt. 


Theorie  der  gegenseitigeiitJmwiDdvDg  iweierRavMeanreB. 


Gauss  hat  in  einer  Vjekannten  Notiz  vom  Jahre  1833 
(Werke,  Band  V,  Nachlass,  Zur  £iektrodynamik,  pag.  605), 
die  Anzahl  der  Umschlingungen  zweier  geschlossener,  sich 
nicht  schneidender  Linien  JtfS  und  Ml  durch  das  folgende 
Doppelintegral  dargestellt: 


hierbei  bezeichnen  z'z^  beziehungsweise  g\y3%yM\y  die 

rechtwinkligen  Ooordinaten  eines  Punktes  der  ersten,  be- 
ziehungsweise der  zweiten,  Linie  und  ist  die  Integntioa 
ttber  beide  Linien  auagedehnt. 

Der  Ausdruck  unter  dem  Integralzeichen  besitzt  eine 
sehr  einfache  geometrische  Bedeutung,  auf  welche  Schering, 
von  welchem  auch  die  erste  Ableitung  der  Gauss'^schen 
Formel  berrütirt^),  aufmerksam  gemacht  hat.     Es  stellt 


^)  M  m  vergleiche  bezüglich  des  hier  gew&hlten  Voneicheni  der 
Detenninaute  die  am  Schlus^o  dieae."  r!ira£r^"?ip^**n  foltj-ende  Bemerkang. 

2)  Man  vergleinlie:  0.  Böddicker,  ,ErvveittM  un^'-  der  (»auäs'schon 
Theorie  der  Verschliaguiigen  mit  Anwendnn;_'i  n  m  der  Elektro- 
dyti:iraik*.  Ausführung  der  Gf5ttinger  Inaagoraiäiasertation  Büddickers, 
erschienen  1876  bei  Spemaun  in  Stuttgart. 
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nämlich  der  Zihler  den  secbsfachen  Inhalt  dar  des  von  zwei 
Linienelementen  ifol  besiehnnji^Bweise  do]  der  beiden  Onnren 

bestimmten  Tetraeders,  oder  den  Inhalt  eines  Parallelepipeds, 
von  welchem  drei  Seiten  durch  rföi,  do]  und  durch  die  Ver- 
bindungslinie der  Anfangspunkte  beider  Linienelemente  ge- 
bildet sind;  der  Nenner  ist  gleich  der  dritten  Potenz  der 
Entfernung  der  beiden  Linienelemente  von  einander. 

FQr  die  AuBfährong  der  Integration  ist  m  beachten, 
dasa  htebei  jede  der  Oarren  in  bestimmter  Richtnng  sa 
dnrchlaofen  ist.  Wir  setxen  diese  dadurch  fest,  dass  wir  in 
beiden  Cnrven  je  einen  (übrigens  willkürlichen)  Punkt  heraos- 
greifen,  in  diesem  die  eine  der  beiden  entgegengesetzten 
Hiebtungen  der  Tangente  als  positive  Fortschreitungsrichtung 
auszeichnen  (was  durch  die  Wahl  des  Vorzeichens  der  Rich- 
tungacosinus  an  dieser  Stelle  geschieht)  und  nun  in  dieser 
Richtung  die  Bogenlängen  zahlen.  Wir  haben  dann  um 
die  Richtnng  beizubehalten  stets  im  Sinne  der  wachsenden 
Bogen  fortzuschreiten,  d.  h.  die  Bogenelemente : 

und 

2')  dol  =  ^dal  *  -i-  (iPa »  +  djsh^ 

sind  ffir  die  ganze  Integration  poeitiT  zn  nehmen. 

Restchen  die  Cnrven  ans  nielireren  getrennten,  in  sich 
gesclilossenen  Thailen,  so  führt  unter  Voraussetzung  einer  ge- 
meinsamen analytischen  Definition  für  die  einzelnen  Zweige, 
die  Bestimmung  der  Fortschreitungsrichtung  auf  einem 
dieser  Zflge  deren  Fiximng  anch  auf  den  Übrigen  Zügen 
mit  sieb. 

Der  Nenner  des  Ausdruckes  unter  dem  Integralzeichen 

=  V  \ß[  -        4-  {^l  -  ek)''  +  i-^a  -  4)'  ' 
ist  positiv  zu  nehmen. 
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Es  sei  hier  erwähnt,  dass  wir  alle  in  der  Folge  auf- 
tretenden Quadratwurzelausdrücke  positiv  annehmen;  es  ist 
dies  gestattet,  weil  dieselben  unter  dem  Wurzelzeichen  stete 
eine  Summe  von  Quadraten  enthalten,  welche  im  AUgemeineD 
nicht  sammtlich  gleichzeitig  in  den  betrachteten  Gkbieten 
▼erschwindenf  so  dass  also  die  Wurzel  innerhalb  des  Ge- 
bietes ihr  Vorzeichen  nicht  wechselt. 

Rechnen  wir  nun  in   unserem  Goordinatensystem  die 
Richtung  der  Axe      nach  Osten,  die  von      nach  Norden, 
die  von  jr,  nach  dem  Zenith,  so  gibt  das  Yorzeichen  der  • 
Inhaltsdeterminante  die  folgende  Unterscheidung  fttr  die 
gegenseitige  Richtung  der  Elemente  do{  und  dcl: 

Stellt  man  sich  in  die  positive  Richtung  des  Elements 
do'i  dvr  ersten  Curve  und  blickt  auf  das  Element  do'i  der 
zweiten  Curve,  so  dreht  dieses  im  entgegengesetzten  Sinne 
des  Uhrzeigers  um  dol,  wenn  die  Determinante 


positiv  ist  (vergl.  Fig.  1),  im  Sinne  des  Uhrzeigers,  wenn 
diese  Determinante  negativ  ist  (Fig.  2).    Dieselben  Be- 


£fl — s{    — da'i  djs'i 


*5 — *i    — dsg  dsi 


^8 — — dsk  dßl 


Fisr.  1. 


Fig.  2. 


+ 
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Ziehungen  ergeben  «cb  dabei,  wenn  wir  von  dol  nach  doi 
blicken 


§  2. 

Formeln  für  die  Windungszahl  unter  der  Voraus- 
Setzung,  dass  die  beiden  Raumcurven  in  Parameter- 
darstellung gegeben  sind. 

a)  Da*  QaujM'Mlie  DoppeUniegral. 

Der  Gauss'sche  Ausdruck  für  die  Windungszalil  V  Uissfc 
sich  direct  ausführen,  wenn  luau  die  beiden  Linien  in  Para- 
lueterdarsteliuug  gegeben  annimmt.    Es  seien  durch 

4')        £2-^<riW  und  4')  Jfi^thM 

die  Coonlinaten  der  Punkte  unserer  beiden  Rauuicurven 
dargestellt,  al)hängig  von  den  Parametern  bes.  X^. 
VV'ir  setzen  dabei,  der  präcisen  Ausdnieksweise  wegen,  die 
Functionen  q>i  und  ^^  ab  eindeutige,  reelle  Functionen  der 
reellen  unbeschränkt  yeranderlichen  Grössen     bez.  yoraus; 


1)  Es  schien  für  die  vorliegenden  Untersuchungen  zweckmSatig, 
durch  die  eben  gegebene  Auszeichnung  des  einen  der  beiden  su 
einander  symmetrischen  Coordinatensysteme  die  Vorzeichen  -\-  und  — 
der  Determinante  in  die  bestimmte  Beziehunnf  zu  den  Figuren  1 
und  2  zu  bringen.  Diilici  liabe  ich,  um  für  die  in  der  Kei?pl  als 
,]ic.>!tiv'  be/.pichn»»te  Drehung,'  Fif».  1  auch  eine  positive  Wiudun^^s- 
•zahl  üii  erhalten,  die  Gatiss'ai  li«*  I »»■ttTininante  noch  mit  einem  MiiiUis- 
zeichen  veruehea,  welches  übrigeas  bei  der  Ableitung  der  zweiten 
und  diittoi  Coloaue  dar  Zfthlwdetenainiate  dnrdi  Differeatiatioa  der 
ersten  Golonne  naturgemftai  in  die  Formel  eintritt. 
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die  (p,  und  »iv  seien  ferner  stetig  und  tiberall  endlich,*)  und 
narh  den  l*arameterri  Aj,  beziehungsweise  Ä,,  ditiereiitiirbiir. 
Die  Kauiiicurven  sollen  keinen  Punkt  mit  einander  gemein 
haben,  d.  h.  «/'j— ffji  % — g^j,  i/'s — niemals  zugleich 
für  dieselben  Werthe  der  ä  verschwinden.  Ferner  sollen  nie- 
mals gleichseitig  die  drei  Ableitangen  g>ut  9m  der 
Fnoctionen  nach  X^  Tersch winden  und  gleiches  för  die 
Ableiitingen  tpi2^  tpn  der  Functionen  fi  (1^)  nach  it 
gelten. 

ergiebt  sich  dann  unmittelbar  für  die  Windungszahl  V 
das  Doppelintegral: 

5)  I  ^t-Vt  -9m 

1  r  r  I  ^»~9>B  -9si 

-    'dX,dX^, 

'    JJ    V(^t  -  9|)'  +  (^.-9.)*+ («^8  -  9,)*  ' 

bei  welchem  den  obigen  Voraussetzungen  xufolge  die  Inte- 
gration über  die  l  an  eine  Grenzbedingung  nicht  mehr  ge- 
bunden ist. 

Uni  die  Uichtung  für  die  Integration  auf  beiden  Linien 
nach  den  in  §  1  gegebenen  Bestimmungen  fe?t  zulegen,  wühlen 
wir  an  einer  bestimmten  (iiIxt  übrigens  willkürlichen)  Stelle 
jeder  der  beiden  Gurven  diejenige  Richtung  för  die  Zahlung 
der  Bogenlängen,  fQr  welche  die  dem  Linienelemente  do't 
(bez.  d€t)  an  dieser  Stelle  entsprechende  Aenderung  di, 
(bez.  X^)  positiT  ist.  Da  nun  fttr  die  Elemente  der  beiden 
Curveo 


1)  So  dass  wir  hier,  was  indes«  die  Allgemeinheit  der  Betrach" 
tungen  nioht  westntlich  besobrüiikt,  nur  von  gans  im  Kadliehea 
gelegen«!  Curveo  reden. 
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6*)  ^o'^=V9>l-^9'u-i-g>l'dÄ, 
bezieliangsweise 

ist,  80  folgt,  da  wir  die  Qaadratwarzeln  ponÜT  annehmen, 
dass  wir  fÖr  die  Integration  im  ganzen  Gebiete  die  Ele- 
mente dl^  bez.  (IX^  positiv  zu  nehmen  haben,  also,  kurz 
ausgedrückt,  da^s  wir  im  Sinn*   (it  r  wachsendeu  VVerthe 
und      Uber  die  Curven  zu  integriren  haben. ^) 

Aua  Formel  (5)  für  V  ist  nun  die  Bedeutong  der  Win- 
dangszahl  als  Eronecker*scher  Charakteristik  direct  zu  er- 
schlieesen.  Die  Entwicklangen  der  §§  1  und  2  der  »Bei- 
träge I"  (Formel  (12)  auf  Seite  266)  ergeben  nämlich  un- 
mittelbar den  Satz: 

Stellt  man  das  Crauss'sche  Integral  für  die  Um* 
achlingung  zweier  Raumcurven  mit  Hfllfe  einer 
Parameterdarstellung  (4)  der  Curven  dar,  so  ist  die 
Windnngszah!  V  gleich  der  Kronecker*8chen  Cha- 

rakteristik  des  Systems  der  drei  Functionen: 

7)  n'M-g^ti^i  ^^K^■i^—Vf(^l)^  v^»(y-9^(^t)» 

der  zwei  Variabein  A^,  X^, 

Deuten  wir  nach  Formel  (2)  der  ,  Beiträge  I*  die  drei 
F'unctiüueo  im  Haume  der  CiHüiiiiiateu       js^y  <f,,*) 


1)  Die  Darstellung  ist  in  dieser  weitl&nfigea  Form  mit  Rttcksicbt 
auf  die  im  Folgenden  enthaltenen  Aasf&hrongen  gegeben. 

2)  Es  ist  absichtlich  mit  Rflcksicht  auf  die  folgenden  For* 
mein  die  Bezeichnung  der  Coordinaten  durch  /,  beibehalten;  diese 
treten  hier  an  die  Stelle  der  ■>■.  der  Pormel  (2)  in  den  „Beiträgen  I", 
während  die  in  jener  Formel  mit  beseicbneten  Parameter  hier 
durch  die     eraetst  sind. 
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8)  '.=  «^.(^)-9>,a,), 

so  folgt  der  Satz: 

Die  Zahl  der  gegenseitigen  Umwindungen  der 
iu  (4)  dargestellten  Ranmcnrven  ist  gleich  der  Zahl 
der  Windungen  der  Fläche  (8j  um  den  Nullpunkt. 

Die  Fläche  (8)  iat  dabei  oaf  die  einfachste  Weise  geo- 
metrisch ans  den  beiden  Cnrven  absaleiten.  Legt  man  näm- 
lich durch  den  Nullpunkt  des  Goordinatenajstems  Strahlen 

parallel  zu  den  zweifach  unendlich  vielen  zwischen  beiden 

Rauniciu  viMi  /u  ziehenden  Sehnen  und  schneidet  auf  dit-eii 
Stralileji  je  die  Längen  dieser  Sehnen  (gemessen  in  der  iiieh- 
iung  von  der  erbten  zur  zweiten  Curve)  ab,  so  bilden  die 
Endpunkte  dieser  Strahlen  eben  die  Fläche  (8)J) 

Die  Formeln  (8)  ergeben  weiter,  dass  die  Gestalt  der 
Fläche  Ton  einer  gegenseitigen  durch  ParalleWersc hie- 
bung der  beiden  Curren  hervorgerufenen  Lagenveränderung 

1)  Man  kann  sich  auch  einn  aoscbaaliche  Vorstellung  von 

UDi^eren  Flilchen  dadurch  venchaffen,  dasa  man  sie  a1.«  »Trans- 
lationsflächen*  auffaaät,  die  sich  auf  eine  zur  ^l[-^^—y>^{^ 

congroente  ond  anf  eine  aweite  aas  der  M'^  durch  «Spietgelong  am 
Nallpunkt*  entstandene  Carve  =  ~  vA^^  ^  Leitcorven  bexieben. 
Herr  Finiterwalder  hat  mehrere  Modelle  soloher  FÜchen  eon- 
strnirt,  die  im  Briirschen  Verlage  erschienen  sind.  Eines  derselben  be- 

/if'ht  sich  Bpeciell  aaf  zwei  in  orthogonalen  Eb^en  gelegenen  Kreise 
als  Leitlinien,  veisinnlicht  also  gerade  den  für  unsere  Betracbtnngen 

elf^iiH  ntarsten  Fall  der  gegenseitinfen  Umschlingung  zweier  Kreide. 
Auch  L  i  (' ,  der  die  Theorie  der  Translationsflüchrn  in  Verbindung  mit 
elün  cnt'^iirechcnden  parti<»llen  I )itl'erentialLjleichun^'en  zweiter  Ord- 
nung auegebaut  hat  (V<M-f:!.  neben  iilteron  Untersuchungen  die  ru- 
sanmienfHfiSPntlen  Darntcllun^en  in  den  Berichten  der  Leip^iffer  Ge- 
sellschaft d.  W.  Bd.  44),  vcranla-iäte  im  Leipziger  mathematischen 
Institut  die  Herstellung  von  Modellen  gewisser  Traaslationelliehlfi. 
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unabhängig  ist  and  dabei  nur  die  Lage  der  FlSehe  gegen 
den  Goordinaten-Anfangspunkt  geändert  wird ;  die  Windungs- 

zahlen,  welche  die  Fläche  mit  Bezuj^  auf  die  verschiedenen 
Punkte  des  IJaumes  aufweist,  ^eben  also  zugleich  die  Wiii- 
dungszahlen  der  beiden  Curven  für  alle  möglichen  durch 
ParalleUerschiebung  entstehende  Lagen. 

Die  Entwicklungen  in  den  .Beiträgen  P  zeigen  nun- 
mehr, dasB  wir  sofort  noch  zwei  weitere  Darstellangen 
f&r  die  Windungszahl  V  bilden  können,  nftmlich  mit  Hülfe 
eines  einfachen  Integrals  und  durch  eine  Summen- 
formel.  Wir  betrachten  noch  kurz  diese  Darstellungen  und 
ihre  geometrische  Bedeutung. 

b)  DarsteUang  yon  V  durch  ein  einfaches  Integral. 

Die  Windungszahl  lässt  sich  (nach  Formel  (26)  der  «Bei- 
träge P,  fDr  ^  a  0)  darstellen  durch  das  einfache  Integral : 

9)  j  "Pn 


1      f    1  %■  „. 


ausgedehnt  über 

welches  die  Windungszahl  der  Sehnittcurve  der  Fläche  (8) 
mit  der  Ebene 

=  ^'i  — ri  =  Ö 

um  den  Nullpunkt  darstellt  und  in  welchem  do,  ein  stets 
positir  zu  nehmendes  Element  bedeutet,  welches  den  beiden 

Gleichungen : 

10')  ,.,=  »(^!l±^..,;t. 

18».  MMXh.'^f^  CL9.  80 
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beziehungsweise 
10') 


entsprechend  für  die  Ausffihrung  der  Integration  za  ?er- 
wenden  ist^)  Es  ergiebt  sifih  dann  (mdeni  man  die  Determi* 
nante  naeh  der  ersten  Horizontalreihe  auflöst  und  die  oben 
genannten  Formen  fSr  dO|  benützt}  folgende  Form  des  da- 

fachen  lutegralä: 

0       -di^  dX^ 


11) 


Führen  wir  hier  die  Coordinaten  z't^  ^3  i)e/.iehiings- 
weise  -el,  s'i,  z\  der  beiden  Ltaunicurveu  (4)  ein,  so  kÖQDeo 
wir  auch  schreiben: 

0-11 


12) 


s\ — *8    — dM%  dM\ 


das  integral  erstreckt  über  z\  —js[  =  0. 


1)  Deutet  man  die  ParatiiettT  .  in  als  rechtwinkli^'e  Coordi- 
naten einer  Ebene»  so  ist  äoi  nichta  anderes  als  das  LinieneiemeDt 
der  CoTTe 

dargestellt  durch  seine  Projectionen  </^|,  äX^  aut  die  Axen.  —  üeKer 
diese  Deutung  der  A,  die  ich  hier  nicht  weiter  verfolge,  vergleiche 
mau  die  Schlutisbemerkungen  des  §  9. 
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In  dieser  Form  lasst  sich  die  geometrische  Bedeutung 
dieses  einfachen  Integrals  am  leichtesten  übersehen: 

Man  denke  sich  nämlich  eine  Gerade,  stets  pa- 
raliei  zur  Kbene  bleibend,  an  den  beiden  Curven 
entlang  gleiten,  so  misst  die  Anzahl  der  vollen  Um- 
drehungen, die  diese  Gerade  im  entgegengesetzten 
Sinne  des  Uhrzeigers  bei  dieser  Bewegung  beschreibt, 
die  Anxahl  der  gegenseitigen  Umwindungen  beider 
CurTen, 

Mm  überzeugt  sich  von  der  Richtigkeit  dieses  Satzes 
sofort  durch  Aufstellung  des  die  Umdrehungszahl  darstellen- 
den Integrals.  Für  die  auschauungsmässige  Verfolgung  der 
Bewegung  der  (ieraden  ist  dabei  noch  folgendes  zu  beachten: 
Denkt  man  sich  durch  die  gleiteade  Gerade  eine  Ebene 
parallel  zur  Ebene  m^m^  gelegt,  so  erfährt  die  Gerade  in 
dieser  Ebene  die  zu  messende,  drehende  Bewegung  und 
gleichzeitig  wird  die  Ebene  selbst  in  Richtung  der  Axe 
parallel  Tersehoben.  Besondere  Stellen  der  Bewegung  sind 
nun :  Erstens  diejenigen,  in  welchen  der  Sinn  jener  Drehung 
umkehrt;  diese  sind  durch  das  Ver^^chwinden  der  Zähler- 
detenuiuanfe  unseres  Integrals  gelv»  unzeiclinet.  (Vergl.  die 
beiden  durcli  x  x  bezeichneten  Stellen  in  nebenstehender 
Figur  4.)  Zweitens  diejenigen,  in  welchen  die  Richtung  der 
Parallelverschiebung  der  Ebene  umkehrt.  Die  letsteren  Stellen 
sind  durch  das  Verschwinden  von  beziehungsweise  von  9,1 
gegeben,  d.  h.  durch  diejenigen  Lagen  der  sich  Terschieben- 
den  Ebene,  in  welchen  sie  eine  der  beiden  Gurren  berflhrt 
Berührt  dabei  die  Ebene  die  zweite  Ourve  (ist  also  ip^^  0), 
so  gleitet  die  bewegliche  Gerade  auf  dieser  1111  Sinne  ihrer 
augenblicklichen  Bewegung  fort,  waiiit-nd  die  Bewegung  auf 
der  ersten  Curve  direct  umkehrt  (vergl.  die  beiden  durch 
00  bezeichneten  Stellen  in  den  nebenstehenden  Figuren  3 
und  4).  Dem  entspricht  analytisch,  dass  aus  der  Formel  (10*) 
ftlr  das  positiv  zu  nehmende  Element  (fOg: 
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«Ol  ax, 

Vit 

folgt,  dass  mit  j/'j^  t^leichzeitig  dX^  sein  Zeichen  wechselt. 
Ein  Gleiche»  erj/iebt  üich  bezüglich  des  gleichzeitigen  Zeichen- 
wechsels von  und  dX^.  Die  beiden  Curven  werden  also 
im  gegenwärtigen  Falle  nicht  (wie  im  Falle  des  Doppel- 
integrals (5))  im  Sinne  der  wachsenden  Parameter  und 
darchlaufen,  sondern  im  Sinne  des  positiYen  Elementes  <l0|. 
Die  nebenstehenden  Figuren  dienen  noch  znr  Versinn- 
lichung  des  ümstandes,  dass  nach  dem  -Gesagten  bei  der 
Bewegung  der  gleitenden  Geraden  im  Allgemeinen  ein- 
zelne Theile  der  beiden  Curven  luehilach  in  verschiedener 
Ikichtung,  andere  gar  nicht  von  der  Geraden  überstrichen 
werden  können. 


Fig.  3. 


Fig.  4. 


S2 


Weiter  aber  zeigen  sie,  dass  der  Verlauf  dieser  Bewegung 
sich  auch  aus  mehreren  getrennten  Cyklen  zosammensetsen 
kann,  ohne  dass  darum  die  fraglichen  Garren  ans  mehreren 
Zfigen  zu  bestehen  brauchen.  Der  Sinn,  in  welchem  in 
diesem  Falle  die  einzelnen  Theilbewegnngen  zu  addiren  sind, 
wird  festgelegt  durch  den  an  einer  Änfangsstelle  der  Be- 


I 
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wegoDg  auf  beiden  Raumcorven  (gemäss  §  2,  pag.  454)  ein- 
getragenen Iticbtangadnn,  dareh  welcben  auch  die  Rieh* 
tung  beim  Beginne  jeder  in  sich  geschlossenen  Tbeilbewegang 
der  Geraden  festgelegt  wird. 


c)  DarsteUang  von  V  durch  eine  (Eronedcer'sciie) 

S  umme  u  l'or  m  ei. 

Aus  Formel  (13)  und  (14)  der  .Beiträge  l*  ergeben 
sich  für  V  sofort  die  beiden  Summenformeln : 


13a) 
und 


=  Ssign.j 


1 


13b)  F-i'22Mg«-{(V's-9>5)! 

wobei  die  erste  Summe  sich  erstreckt  auf  alle  Pankte,  für 
welche 

ist,  die  letztere  auf  alle  Pankte 

Schreiben  wir  anch  diese  Formeln  direct  in  den  Co- 
ordinaten  und  e'i  der  beiden  Raamcurven,  so  lauten  sie, 
wenn  man  rechts  noch  mit  dX^'dX^  luultiplicirt : 


14a) 

and 
14b) 


F«  Lsign. 


K  =  2       sign.  |( 


—djs'i  djsl 


*3 


ddt   dal  I 


!■ 
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die  Summen  ausgedehnt  über 

js"i  —  e'i  =  0,    z\  —  jpis=0,   jerj  — ^3>0, 
besdehungsweise  Uber: 

^1  —  ^1  =  0,    iT,  — ir,«0; 

dabei  ist  zu  beachten,  dass  hier  äs}  und  de^  diejenigen 
Aenderungen  der  Coordinaten  bezeichnen,  weiche  positiven 
und  dX^  entsprechen. 

Die  geometrische  Bedeutung  dieser  Fonuelo  ist  ua- 
mittelbar  ersiehüich: 

Es  wird  die  Windungszahl  V  bestimmt  durch 

die  Punktcharakteristiken  der  scheinbaren  Doppel- 
punkte, welche  das  System  der  ])eiden  Raumeurven 
vom  Zenith  aus  gesehen  (vergl.  beite  452)  darbiet  rt. 

Dabei  ergiebt  sich  folgende  aDscbanliche  Deutuog  für 
das  Yorzeicben  der  beiden  in  der  »weiten  Summenformel 
enthaltenen  Factoren: 

Der  erste  Factor  e'i  —  z\  entscheidet  durch  sein  Vor- 
zeichen, ob  im  scheinbaren  Doppelpunkt  die  erste  der  Curven 
unterhalb  oder  oberhalb  der  zweiten  Curve  verlauft. 

Dae  Vorzeichen  des  zweiten  Factors,  der  Determinante: 


dXx  •  — 

dM\ 

trennt  die  scheinbaren  Doppelpunkte  in  zwei  /.u  einander 
symmetrische  Gattungen  in  folgender  Weise:  Man  projicire 
die  beiden  Ganren  in  der  Richtung  vom  Zenith  aus  auf 
die  Ebene  #i  und  trage  in  der  Projection  die  auf  der 
Gurre  festgesetzte  Fortschreitnngsrichtung  ein.  üntencbeidet 
man  dann  die  beiden  Gurren  wie  in  den  obigen  beiden  De- 
terminanten als  erste  und  zweite,  so  entsprechen  einem  poei* 
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tiven,  beziehoDgBweiae  einem  negatiyen  WerÜie  der  Deiermi- 
nanten  in  den  scheinbaren  Doppelpunkten  die  darcb  Fig.  5  nnd  6 

Fig.  5.  Fig.  6. 


z 

4- 


X 


gekennzeiebneten  beiden  F^e.  Die  Determinante  giebt  n&m- 
lich  den  mit  dem  bekannten  Möbitia*8chen  Vorzeichen  ver^ 
sehenen  doppelten  Inhalt  des  Dreiecke,  welches  durch  die 
beiden  vom  scheinbaren  Doppelpunkt  (im  positiven  Richtungs- 

äioue)  auslaufenden  Bogeneleiuente  bestimmt  ist. 

Die  Formeln  (14a,  14b)  zählen  also  die  Windungszabl  V 
ab  gemäss  der  durch  die  folgende  Figur  7  gegebenen  Unter- 
scheidung der  scheinbaren  Doppelpunkte,  die  wir  in  ihrer 
Ansicht  in  Richtung  vom  Zenith  aus  darstellen  und  wobei  die 
stark  gezeichnete  Gurre  dem  Beschauer  näher  Hegen  soll: 


Fig.  7. 


dal 

>o 

^dß't 

dsi 

z 
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Die  Formel  (14  a)  erstreckt  sich  uur  über  die  Punkte, 
fbr  welche  ^'J  —  <?'3  >  0  ist.  Dabei  lasst  sich  diese  Formel 
nnmittelbar  in  die  andere  (14  b)  OberüQhren,  wenn  wir  be- 
achten, dass 


r  -^11  r  -dst    dSi  \ 

16)    £  sign.  '  1'^  =  £  sign.  ==  0 


-^11  j 

!  -ds\ 

dsl 

=  ü  sign. 

i 

-de, 

djSf 

1 

I 

I 

ist,  falls  wir  die  Summation  über  alle  scheinbaren  Doppel* 

punkte  (die  Unterschiede  im  Sinne  der  Figuren  5  und  6  ge- 
nommen) erstrecken.  Ks  entspricht  di«ie  hier  unmittelbar 
geonietri.se Ii  einleuchi t  n']*/  l>L'z,iehung  der  allgerneuieti  Formel, 
welche  Kronecker  für  die  Vorzeicheusumme  aller  Punkt- 
Charakteristiken  eines  Functionensystems  aufgestellt  hat 
(?gL  »Beitrage  1%  pag.  268). 

8  3. 

Formeln  für  die  Windiingszahl  nnter  der  Voraus- 
setzung, dass  die  beiden  llaumcar?en  als  Schnitt* 
linien  je  zweier  Flächen  gegeben  sind. 

Nimmt  man  die  beiden  Raumcurven  il/,'  und  J/J  je 
durch  zwei  Gleichungen  z\Nnschen  den  Variabein  £^ 
gegeben  an  und  zwar  die  Mi  durch: 

F,(#j,ir„jf,)=.0, 

die  Ml  analog  durch: 

*»)  =  o, 

so  lässt  sich  das  Gauss 'sehe  Doppelintegral  für  die  Win- 
dungszahl nicht  allgemein  aufstellen.  Dagegen  treten  hier 
direct  die  Formeln  für  die  Kronecker'sche  Charak- 
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terisfcik  JTdes  Systems  der  Tier  Fnnctionen  (mit  drei 
Yariabeln) 


£2b  ISsst  sich  aus  den  geometrischen  Entwicklnn^enf  die 
Eronecker  insbesondere  in  den  Abschnitten  II  und  V  seiner 
Abhandlung  Aber  Functionensysteme  vom  Mirz  1869  gegeben 
bat  und  in  welchen  die  Charakteristik  als  Windungszahl 
einer  gewissen  ebenen  Curve  um  den  Nullpunkt  erscheint 
(vgl.  liiozu  ,Beiträfjp  T",  5^  die  fiedentnng  der  Krooecker'- 
schen  Charakteristik;  als  Zahl  der  gegenseitij^en  Windungen 
zweier  RÄumcurven  (im  Falle  von  drei  Variabein)  herleiten. 
Wir  gehen  indess  auf  diese  Form  der  Herleitung  nicht  näher 
ein,  beweisen  ?ielmehr  in  den  folgenden  §§  4  und  5  die  lieber- 
einstimmnng  der  in  den  §S  1  und  2  gegebenen  6auss*8chen 
Zahl  V  mit  der  im  gegenwärtigen  §  definirten  Eronecker*- 
schen  Charakteristik  K  durch  eine  directe  Yergieichung 
der  fttr  V  abgeleiteten  Summenformel  (13a)  und  der  ent- 
sprechenden, sogleich  zu  erwähnenden  i>ununenformeI  für  K 
(Formel  (26a)). 

Aus  den  in  den  „Beiträgen  1*  entwickelten  Formeln 
(12),  (26)  und  (13),  (14)  ergiebt  sich  die  Darstellung  der 
Zahl  K  durch  ein  dreifaches,  durch  ein  zweifaches  und  durch 
ein  ein&ches  Integral,  sowie  durch  den  Eronecker^schen 
Summenausdruck,  Formeln,  die  wir  der  Vollständigkeit  halber 
in  Etirze  hierher  setssen. 

a)  Das  dreifache  Integral  für  K  lautet: 


18) 


F    F    F  F 

-^0'  ■'•1'      8'  S 


ein. 


F     jFoi  Fn 


» 


19) 


Ft   r„    Fn  Fn 
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hier  ui 

20)  do^  =  rf^j  •  dz^  de^ 

das  positiT  m  nehmende  Element  der  Ibfcef^ration  die 

Integration  über  die  Gesammtheit  der  reellen  WcrtLe  -j, 
zu  eiBtreckeD. 

b)  üm  die  Darstellung  durch  ein  zweifaches  Intei£rai 
zu  erhalten,  zeichnen  wir  eine  der  Fonctionen  JF*,  st.  B.  -F, 
auä  und  es  folgt  dann 

0     .Fall     J'm     Fm  i 


21) 


Fx  Fu  Fn  Ftt  I 
Ft   Fu    Fn   Fn  \ 


_  1 
I     I  Ft  F^   Fn  F^  { 

^=--  -j — ^  rfg,, 

wo  dot  das  stets  positiv  zu  nehmende  Element  der  Flache 
Fo="Of  fiber  welche  die  Integration  ko  erstrecken  ist,  be- 
zeichnet. FOr  die  Integration  ist  es  zweckmassig,  dog  in  den 
drei  Terschiedenen  Formen 


22) 


dOi 


Vfi+fu+fi 


d0^-d£j 


Jk,  I  =»  1,  2,  3 


anzunehmen. 


c)  DiLs  einfache  Integral  erstreckt  sich  über  eine 
der  in  Betracht  komnienden  Curven,  z.  B.  über  -F»=0,  J\  -  0, 
in  welchem  Falle  wir  erhalten: 
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0     Fn    Fn  Fn 

Ft    Fn    Fn  F^ 

JPm  Fm 


467 


(Ol  I  

J  Vfi+t^' 


]/\Fn   F„  F^f 

V   '1^,    F„  Fnl 


wobei  do,  das  stets  positiv  zu  nehmende  Linienelement  der 
Curve  Fo  =  0,  2^,  =  0  bezeichnet,  welches  für  die  Integration 
(beim  Auflösen  der  Zählerdetertuinante  nach  den  Uuter- 
determinantezi  der  Afatriz  der  ersten  beiden  Reiben)  sweck- 
mässig  in  den  Formen 


24)  (To, 


F^i  Fn  Fn 

F„   Fii   l\t  ^ 


Fqu  F^i 

Fik  Fti 


dMi  f,jb,{-»l,2,3 


anzanehmen  ist 

Die  Paetoren  lUi,  co,,  u)^  der  drei  IntegralanedrQcke  sind 

beziehungsweise : 

25)  fu^     2n\      ci»s  =  4^,      et»,  =  2l/r. 

d)  Ab  Summenformel  zur  Darstellong  von  K  end- 
lich ergeben  sich»  wenn  wir  die  Functionen  ^t«  -^n  Ft  yor 
der  letzten      auszeichnen,  die  Formebi: 

II?        7?        1?  1 

'  -tu 


iL  =  —  ü  sign.  I  i^i,    i^,a  Ft» 


Fn   Fn  Fj 
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und 


I  0    F.,  F, 


26  b) 


—  ^  •  sign. 


0  Fn  F,n  F» 
0     Fn    Fn  F» 

; 

;  Ft    Fit    Fn    Fu  I 


die  entere  Samme  erstreckt  fiber  die  Piiokte,  för  welcbe 

l?;«o,     F,  =  o,     i^,  =  u,  i';>u 

Ist,  die  letztere  ausgedehnt  über  die  Pankte 
HaD  bat  dabei  die  Relation 

\  jr      f  y 


27) 


£  sigu. 


Fn    F,,  Fn 


=  0, 


Fu    F„  Fn\^ 
fails  die  Samme  fiber  alle  Punkte 

2.;  =  o,     JP,  =  0,     /,  =  u 

erstreckt  wird. 

Bezüglich  der  geometrischen  Bedeutung  der  Torstebenden 
Integralformeln  sei  auf  die  £ntwieklungen  der  .Beitrige  1* 
yerwiesen.  Auf  die  Discuasion  der  Summenfbrmeln  haben 
wir  sogleich  einsogehen. 

§  4. 

Ableitung  einer  neuen  Formel  für  die  Bestimmung 

der  Charakteristik  JT. 

Es  handelt  sich  nunmehr  in  den  folgenden  §§  4  nnd  5 
darum,  die  XTebminstimmung  der  Zahl  V  (der  §§  1  nnd  2) 

mit  der  jetzt  {in  §  3)  betracliteten  Zuiii  K  m  erweisen. 
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Zanäcbst  stehen,  wie  schon  die  geometrische  Bedeutnng 
der  Terschiedenen  AnedrOcke  erkennen  ISast,  die  ftlr  beide 
gewonnenen  Formeln  in  keiner  directen  Beziehung  zu  ein- 
ander. Vm  sie  mit  einaiuler  in  Verbindung  zu  bringen  und 
ilne  gegenseitige  Stellung  zu  keouzeicbueQ,  verfahren  wir 
folgenderinassen : 

Wir  knüpfen  an  die  beiden  Sammenformeln  (13a)  nnd 
(26  a)  fQr  V  und  K  an  nnd  «eigen»  dass  die  in  diesen  For- 
meln dargestellten  Zahlen  an  denselben  Stellen  nnd  in  glei- 
chem Sinne  sich  ändern,  wenn  wir  die  gegenseitige  Lage  der 
Curven  Ml  und  311  durch  Bewegung  derselben  abündern. 
Nunnielir  bringen  wir  beide  Curvrn,  uhiie  sie  zn  deformiren, 
in  eine  solclie  Lage,  dass  sie  keinerlei  gegenseitige  Ver- 
ächliugung  mehr  besitzen  (was  unter  Voraussetzung  von  ganz 
im  Endlichen  gelegenen  Curvon  stets  müglicb  ist);  für  diese 
Lage  ist  V  sowohl  wie  K  gleich  Noll.  Bewegen  wir  Yon 
dieser  Ansgangslage  der  Z&hlnng  aus  die  Onrren  in  ihre 
ursprfingliche  Lage  znrflck,  so  ändern  sich  die  beiden  Zahlen 
in  gleicher  Weise  und  damit  folgt  schliesslich  för  die  End- 
läge: 

28)  V  =  iL. 

Gleichzeitig  aber  gewinnen  wir  in  dieser  Ab- 

zählung  der  A en derungen  der  Zaiilen  F,  be/.ieii  n ugs- 
weise  Ä'  im  Laufe  der  Bewegung  der  Curveu  Ml  und 
M[  gegen  einander  eine  neue  Methode  zur  Bestim- 
mung unserer  Windungszahl.') 


1)  Die  hier  aagewendete  Kethode  der  Ahtählmig  einer  Charak- 
teristik hat  Kroaecker  gaas  allgeineia  formnlirt  mittekt  der  EinfiiliniBg 
willkarlieher  Parameter  in  die  Fonetionen  des  Sjstems;  er  hat  bei 
dieser  Gelegenheit  anf  die  dnreh  die  ESnfdhning  eines  Parameter* 
gegebene  Möglichkeit  eiaer  Abzäblung  der  Charakteristik  mit  Hillfe 
des  Stunn*8cbeD  Verfahrens  hingewiesen.  VergL  Berliner  Monate- 
berichte  vom  81.  Febr.  1878,  pag.  147,  148. 
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Zur  recbneriBelieiL  Darlegozig  wfthlen  wir  speeieU  fttr 
die  YerSBderang  der  gegmeitigen  Lage  der  beiden  Carren 
eine  Vencbiebniig  der  Ciir?e  Ml  in  Richtung  der  Aze  ^«i 
bei  feetgehaltoner  Gur?e  Ml, 

Wir  betrachten  zunächst  die  Summenformel  (i3a) 

r, 

die  Summe  ausgedehnt  tiber: 

«^i  — ^i  — 0,         — ?p*  =  0,      V'«  — ^,>0. 

Die  Cur?e  Jlfi  sei  um  die  Strecke  0  in  Hichtuag  der 
negativen  Äze  St  verschoben,  so  daas  also  fQr  die  ver- 
schobene Curve 

29)  B^^%, 

ist  Wählen  wir  nun  C  so  gross,  gleich  (7«,  dass  für  alle 
scheinbaren  Doppelpunkte  V'»~9'i  =  ^»  — fb**0  der 
beiden  Gurven  stets 

(*i-Co)-^Pb<0 

ist,  so  wird  die  einer  .solchen  Lage  der  beiden  Curven  ent- 
sprechende Zahl  Vc^  =  0  sein,  weil  alle  .scheinbareü  Doppel- 
punkte aus  dem  Bereich  der  Abzahlung  gerückt  sind.  Von 
hier  ab  also  als  Ausgangslage  haben  wir  die  Zfthlung  zn 
beginnen  und  nunmehr  C  von  bis  0  abnehmen  za  lassen. 
Passiren  wir  nun,  die  Curve  Ml  iu  der  positiven  Hich- 
tung  der  Aze  #»  an  die  feste  Curve  Ml  henuischiebend,  mit 
einem  Zweige  der  Ml  die        so  tritt  an  einer  sdcfaen 

Stelle  C7=sC7,  für  welche  also 
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i^,  — ^,«0,  — qpt«0,       («p,  — C)  — y,  =  0 

ist,  der  betrefifende  scheiubure  Doppelpunkt  in  den  Bereich 
unserer  Abzahlung  ein,  weil  hier  die  Function  (i//,  —  C)  — 
Tou  einem  negativen  zu  einem  positiven  Zahlwerth  übergebt. 
Der  Wertb  von  V  wird  aluo  an  einer  solchen  Stelle : 


um  1  vermehrt, 

um  1  vermindert, 


wenn  für  diesen  Punkt 


—  9»  ^it 


>0 
<0 


ist.  Die  iiu  Laufe  der  Bewegung  von  C=Co  niit  abnehmen- 
dem 6'  bis  (7=0  an  den  Durchk'angspunkten  der  beweg- 
lichen Curve  durch  die  feöte  Curve  eingetretenen  Äenderungen 
ergeben  also  für  die  Endlage  der  beiden  Curven  die  Zahl  V 
ausgedrückt  genau  durch  die  obige  Summenformel  (13  a). 

Zu  einer  neuen  Summenformel  werden  wir  dagegen 

geführt,  wenn  wir  dieselbe  Betrachtung  unter  der  Voraus- 
setzung der  Detiüition  unserer  Curven  durch  die  Gleichungen 
jFi  =  0  durchführen. 

Eb  handelt  eich  hier  um  die  Snmmenformel  (26  a) 


26  a) 


Ksss  —  £  sign. 


Fn  Fn  Fn 
Ftt    Fu  Fn 


i  ^«  F„  Fft 
die  Summe  ausgedehnt  über 

Ft  =  0,      1^,  =  0,      ^a  =  0,  F»>0. 

Die  Yerscbiebung  der  Ourre  M\  in  iüchtung  der  nega- 
tiven Äxe  um  den  Betrag  C  giebt  für  die  verschobene 
Curve  die  Gleichungen : 


30) 


FAß^,0t.'»  +  C)^O, 

Fl  (ifi,  ^8,  i;,  -f-  C)  »  0. 
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Wiililt  man  also,  alle  Flächen  Fi—0  als  ganz  im  End- 
lichea  liegend  vorausgesetzt,  nur  ü  gross  genug,  gleich  C«. 
so  werden  säramtliche  Puakte  der  verschobenen  Curvo  311 
kleinere  Ordinaten  besitsen^  als  die  Punkte  der  festen  Flache 
Ft^O  und  damit  auch  kleinere,  als  die  Punkte  der  auf  ihr 
liegenden  festen  Gurre  Ml,  Dann  ergiebt  sich  ftbr  einen 
solchen  Werth  Ct  von  C  die  Zahl  JCe^sO,  weil  die  Qlei- 
chungeu 

keine  reellen  gemeinsamen  Lösungen  mehr  besitzen. 

Von  (lieber  Lage  G=Co  als  Anfangslage  aus  verscbiebon 
wir  nun  wieder  die  Curve  Ml  in  der  Richtung  der  posttiven 
Axc  z^;  es  handelt  sich  (huiii  darum,  zu  bestimmen,  an 
welchen  Stellen  Ü  die  durch  die  folgende  Formel  gegebene 
Zahl  Kc  sich  ändert. 

31)  JF^ii^xy^i^^i+C)  F^i^i.js.^.'i-C)  FJig,^,,£^i-C)^ 

^c=-ii8igu.|,i'u(-e^i,^i,*^«+C)  FuiJSit^tyifhC)  F^Ji^g^^t^t+C/^  - 

\Fti{ei,0tf^»)       Fu(jSir»t^t)       Fuißi^t^^  I 

die  Summe  ausgedehnt  über  alle  Werthe 

F,  (-e-,,  2,,  Zs)  =  0,  F,  (^Ti,     z,)  >  0. 

Zunächst  treten  von  0 «  (7«  an  je  paarweise  gemein- 
same Lösungen  der  Gleichungen 

auf  an  den  Berührungsstellen  der  sich  rerschiebenden  Ourre 
MI  mit  der  festen  Fläche  JPiasO,  bedehnngsweise  yer- 
schwinden  je  zwei  solche  Punkte,  die  im  Laufe  der  Bewegung 
der  Curve  M"  entstanden  sind,  wieder.  An  diesen  Stellen 
ist  die  Determinante  in  der  obigen  Formel  (31)  für  Kq  gleich 
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Null,  während  sie  für  die  beiden  im  Berührungspunkte  zu- 
sammenrückenden Schnittpunkte  der  Carve  mit  der  Fläche 

0  (wenn  wir  von  singulären  Vorkommnissen,  wie  dies  hier 
stets  geschieht,  absehen)  je  verschiedenes  Vorzeichen  aufweist. 
Diese  Stellen  tiben  also  keinen  Einfluss  auf  die  Zahl  Kc  ans. 

Wenn  d .^en  ein  Zweig  der  Curve  3/7  die  feste  Curve 
M'x  paiSäirt,  d.  h.  an  den  Stellen,  für  welche  die  Gleichungen 


gemeinsame  Losongen  besitzen,  tritt  eine  Aendemng  in  der 
Abzahlung  ein,  insofeme  ein  Punkt,  fflr  welchen  die  drei 
ersten  Gleichungen  erftlllt  sind,  entweder  aus  einem  Gebiete, 

in  welchen  JPj  <  0  ist,  in  das  Gebiet  JF^j  >  0  eintritt  und  da- 
durch bei  der  Alt/ülilung  gemäss  FdhiuI  (31)  neu  hinzu- 
kommt, oder  niugj'kolirt  aus  F  'X)  in  das  Gebiet  jP,  <C  0 
eintritt  und  dadurch  iür  die  Abzahlung  in  Wegfall  kommt. 
Eine  solche  Stelle  ist  also  im  ersten  Falle  mit  ^  1  für  die 
Bildung  der  Zahl  K  in  Rechnung  zu  setzen  je  naclidem  die 
Determinante  in  der  Formel  fUr  Kq  an  dieser  Stelle  ^  0  ist,  im 
zweiten  Falle  dagegen  mit  Hh  1 . 

Nun  seien  jP,  ,  e-i,  die  CourUinaten,  ('  der  Parameter 
in  einem  solchen  Durchgangspunkt  der  bewegliohpn  Curve  MI 
durch  die  feste  Curve  M[\  vor  dieser  Lage  kommt  der  be- 
weglichen Curve  der  Parameter  C  -J-  c2(7,  nach  derselben  der 
Parameter  G — dG  zu,  wo  nach  unserer  Annahme  fiber  die 
Richtung  der  Verschiebung  (von  C=sC»  bis  C»0),  dC 
eine  positive  Aenderung  bezeichnet.  Die  Coordinaten,  bez. 
der  Parameter  für  den  gemeinschaftlichen  Schnittpunkt  der 
drei  Fiächtti  F^=^0,  -Fi  =  0,  F^  =  0  vor  und  nach  dem  Üurcli- 
gang  durcli  die  singulare  Stelle  sind 

1695.  MaUi.-j>liyi.  GL  3.  01 


32) 


^.(#.,Jt,#.  +  O)«0 

(Äf,.  jfu  ^i)  —  0 

Fn  {^^i,     et)  =  0 


Digrtized  by  Google 


474  NadUrag  s.  aUaung  der  math.-]^,  Cla$u  wm  6.  1895. 


JPi±<^'n       h±dßt^       ^»±dg,,  C'+rfC 

wobei,  wie  äich  direct  ergiebt: 

'  Fn    -F«    -F«    Fn  ' 

33)       det  ids^xdetidC^   F„   F.,   F„  F„ .  . 

Fu  F..  0  i 

Der  Unterschied,  ob  beim  Dorebgang  durch  die  siogn- 
läre  Stelle  der  Schnittpunkt  der  drei  Flächen  ^»«^0,  F|»0, 
Fs  0  ans  einem  Gebi^  jP.  <  0  in  ein  Gebiet  >  0  rficht 
oder  ob  das  nmgekehrte  statthat,  wird  durch  das  poeitife 

oder  negative  Vorzeichen  des  Werthes  vou 


34) 


—  (F.,  #,  +  F„  dtt  +  F„  (Ja)  , 


(die  ( — d^t)  als  die  Aeuderungen  der  z,  nach  deui  Durch- 
gang durch  die  aingulfire  Stelle  gerocliiiut),  entschieden,  al.<o 
mit  BerOcksicbtigung  der  obigen  Werthe  für  die  ätt  dotcb 
das  Vorzeichen  des  Detanoinantenquotienteo: 


311)  — 


F., 

F„ 


Fn  0 

F„  0 

Fu  Fu 

Fn  Fu 


"I 


F, 

Fn 

0 
0 


F^ 

Fn  -F» 
Fn  Fn 


I 


F„ 
F» 


Nun  ist  ftber  nacli  Seite  473  fCir  die  Abzäiilung  der 
Durchgiingspunkte  4^  1  in  Ueuhnimg  zu  setzen,  je  nachdem 
der  Ausdruck  (35)  und  die  Determinante  in  (31),  d.  i.  die 
Nennerdeterminante  von  (35),  gleiches  oder  ungleiches  Vor- 
zeichen haben.  Die  an  einer  solchen  Stelle  erfolgende  Aen- 
derung  der  Zahl  Ko  ergiebt  sich  also  zu  + 1,  je  nachdem  die 
Zählerdeterminante  «nen  positiven  oder  negatiTeii  Werth 
besitzt. 
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475 


Danach  ergiebt  sich  also  für  die  Abzahlung  der 
Zahl  K  dnrch  die  Snmmation  sämmtlicber  Aende- 
ruBgen,  welche  die  Zahl  Ke  von  C^Ct  bis  C=0 
erleidet,  die  folgende  neue  Formel: 


36)  K^üslgn. 


Fft   Fn   Fu  0 


Fn    Fn    Fu  0 

die  Samrae  erstreckfc  über  alle  Punkte,  fflr  welche 

Fo  (ir„     ir.  +  0)  «  0,   F,{ß,,g,,r^+C)  =  0, 

Ft  (j?„  s,,  ^3)  =  0,  Ft  (4r„  £r„  e^)  =  0 

und 

00 

ist. 

Man  erkennt  dabei  sofort,  dass  K  sich  durch  diese 
Formel  darstellt  als  Kronecker'äche  Charakteristik  des  Sy- 
stems der  fünf  Functionen 


37) 


F^  (i?M  -e-Ji     +  0)y      F,  (xr„  £r„  if,  4-  0), 
-F,  (jBP,,  Mt,  #,),  1;  (*„  et^  «i).  0 


mit  den  vier  Variab*  in    j,  C,  und  kann  sieh,  davon 

ausgehend,  auch  direcL  von  der  Uebereinbiiiiuniing  der  in  den 
ForuLelu  (26  a)  und  (36)  gewonnenen  Zahlen  überzeugen. 

Man  hat  m  dem  Ende  nur  die  Eronecker'sche  Summen- 
formel  zu  bilden  für  die  Functionen: 

if;«o,      i-'i^O,      F,«0,      C«0,  i^,>0, 

um  unmittelbar  Fonuel  (20 aj  zu  erhalten.  Dabei  ist  für 
die  Bestünmung  des  Vorzeichens  die  \'ertauschung  der  Reihen- 
folge der  Functionen  F^  und  V  iM  berücksichtigen. 

81* 
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8  5. 

Beweis  der  Uebereiostimmang  der  Zahlen  V  und  K, 

Mit  Hülfe  der  neuen  Formel  für  die  Bestiminung  der 
Zahl  K  ist  mm  der  Tebergang  von  dieser  zu  der  aus  dem 
System  der  Functionen  — «/,.  r's  —  (p^^  ip^ — abgeleiteten 
Zahl  V  gegeben.   Das  Vorzeichen  der  Determmante 


38) 


F 

F^ 

0 

F 

F» 

0 

F.. 

F 

F 

0 

F 

F 

0 

unterscheidet  n&mlich  die  scheinbaren  Doppelpunkte  der  bei- 
den Curren  M[  und  M\  (genommen  in  der  Richtung  der 
Axe  ^3)  in  demselben  Sinne»  wie  das  Vorzeichen  der  De- 
terminante 

39) 

von  dessen  Bedeutung  wir  in  §  2  (pag.  462)  gehandelt  haben. 

Die  letztere  Deiti  niiiuiute  trennt  iiäuilich  die  scheinbaren 
Düppel(Jüiikte  iiucli  dem  Vorzeichen  des  kleinen  Fläclien- 
eiements,  welches  bei  Projection  der  auf  den  beiden  Curven 
im  scheinbaren  Doppelpunkt  angenommenen  Linienelemente 
dol  und  dol  auf  die  £bene  0^  entsteht.  Dabei  sind  beide 
Gurren  im  Sinne  der  wachsenden  Parameter  durchlaufen  an* 
genommen.  Sind  nun  die  beiden  Raumcurven  *  durch  die 
Gleichungen  J^^-  =  0  gegeben,  so  hat  man  für  die  ä8\y  <2r^,  äg\ 
der  ersten  Gurre 


40) 


i^«  dz\  4-  F^dB, + F„  dz.  =  0, 
dz\  +  F^,  dz,  +  F^  dz,  =  0. 


Digrtized  by  Google 


H^.  Dyck:  BeUräge  zur  Putcntialtheoric,  II.  477 

QDd  für  die  zweite  Garre  analog: 

Fflhii  man  diese  Beadefaangen  ein,  so  folgt  nach  kurzer 
Umrechnang  ffir  den  Inhalt  jenes  kleinen  Elementes : 


40") 


41) 


—  dg\ 

dsi 

—  ^11 

—  dßf 

djsl 

— 

dX^  dX^ 


0 
0 


^«    Fn  Fn 


^«    ^s»  ^aa 


0  , 
0 


dgl 


dz\ 


F  F 


F  F 


Nun  gitt  aber  für  die  positiv  su  nehmenden  Linien- 
elemente  beider  Corren: 


42) 

rfoj  =  1/  if>U  +  fpU  -Y  y»i  •  dk^ 


-^st    ^ti  -^ss 


42') 


F 

-^31  as 


TT     r     jr  * 


jP.,  F. 


IS 


— •dfjC, 


Nelinien  wir  also  (wie  stets)  die  Qnrul ratwurzeln  aus 
den  yuadratsummen  positiv,  so  sind  für  die  Öiunmation 
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Kugtdch  mit  dX^,  beziehungBwdae  di^  auch  liie  beiden  Aue- 
drOcke: 

d£t  ,  d^l 


uud 


43) 


F  F 


F  F 


I  ,  ! 


positiv  zunehmen*),  d.  h.  für  alle  Elemente  der  Sum« 
mation  ist: 


44)     sign.  I 


—  dz'i  dg\ 

—  dg\  de't 


1- 


8Jgn. 


I  \ 


^01  ^« 


0 


=  sign. 


/'  0 

21         22  sS 


F      F  0 

'  Sl      ^58      -'38  " 


I 


Ks  kommen  somit  für  die  Abzahlung  der  Zahlen  V  und  K 
durch  die  Formeln  (I3a)  und  (86)  dieselben  Punkte, 


1)  Ifen  bemerkt  unmittelbar,  da«  dieee  VoneiehenbettimmQBg 
genau  Obereinatimmt  mit  der  durch  dat  Knmeeker'iebe  «Fortgaogv 
prinoip**  (Berichte  der  Bt  rÜDer  Akademie  vom  M&rz  1869,  pag.  160) 
gegebenen.  Nach  der  Kronecker^schen  Regel  ist  die  Fortgangi- 
richtnag  auf  den  beiden  Curven  so  in  wählen,  dase  die  Anadrücke 


n 


Fm     Fta  Fm 


*    TP        V  V 


d0  besiehungaweiN 


08 


^^11  Fn  Fi 


» 


d« 


^1     ^  ^ 


atet«  iKMittv  aind;  eraetst  man  fQr  die  beiden  Anadrflcke  die  will'- 
kflrlicbe  Function  ^  ('i,  ^)  dnreh  ^,  ao  ergeben  eich  die  obigen 
Bedingungen. 
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iKimlich  die  bei  der  Bewegung  Yon  Ml  gegen  3f[  auftreten- 
deD  wirklichen  Doppelpunkte,  genommen  beiderseits  mit 
denselben  Vorzeichen  in  Beehnang.  Damit  ist  aber  die 
Identität  der  nach  den  Formeln  (Ida),  (26a)  und  (36)  ge- 
wonnenen Zahlen  V  und  K  bewiesen. 

Wir  fassen  das  Resultat  der  vorliegeudea  Untersuchung 
zusammen  in  dem  Satze: 

Die  Zahl  der  gegenseitigen  Umschlingnngen 
zweier  Ranmcurven  im  Gauss'schen  Sinne  ist  iden- 
tisch mit  der  Kronecker*schen  charakteristischen 
Zahl  des  Fnnctionensjstems: 

7)  *t(M-y,W. 
beziehungsweise  des  Fnnctionensjstems: 

18)     ^o(*P'^*''^«)»     ^'U*!!*!«*^!)»     ^»i^vh^^i)*  -^•(*li'^Ji'^l)» 

wenn 

beziehungsweise 

und 

('^'i.     h)  =  Ö .  ^8  (-11  -''s»  h)  =  Ö 

die  zur  analytischen  Darstellung  der  beiden  OurTen 
dienenden  Gleichungen  sind. 
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Zweiter  AbschBitt. 

Theorie  der  gegenseitigen  Umwindaiig  Ib-dinieiisionaler 
nndn — Xß— l*dimensioDaier  Hannigfaltigkelteii  Im  line- 
aren Gebiete  Yon  n  Dimensionen. 

§  6. 

Yerallgemeinerung  des  Gauss'sclien  Integrals  fQr 

Gebiete  von  n  Dimeasionen. 

Die  Oanss'sche  Formel  für  die  Zahl  der  gegerLseitigtii 
Umwind ungen  zweier  Raumcurven  und  ilire  Darstellung  als 
Kroneck' r'^che  Charakteristik  eines  zugehörigen  Functionen- 
systenis  lässt  nun  die  nachfolgende  Erweiterung  fQr  höhere 
Mannigfaltigkeiten  natargemSss  erscheiDen: 

Es  seien  im  Gebiete  von  n  reellen  Variabein  z^,  r^.  ... 
ilit»  wir  (711  kurzer  Sprechweise)  als  reclitwinklijje  Coordi- 
naten  des  linearen  Uaumes  von  n  Dimf^n^i  men  bezeicbnen 
und  deuten  wollen,  je  zwei  geschloesene  Mannigfaltigkf  iten 
Mt  und  Mn^k-}  von  beziehungsweise  von  n — k — 1  Di- 
mensionen gegeben;  so  definiren  wir  als  gegenseitige 
Windungszahl  Fder  beiden  Mannigfaltigkeiten  den 
Werth  des  Integrals: 
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45) 


»  1 

-ajf| ... 

-dz\ 

(/*+iJ)  {H-\) 

(h'i ...  (Zi^I 

(1) 

m 

-ds't ... 

(H-i) 

düf ...  (ifft 

• 

(i) 

• 

—  dMn  . . . 

•         •  •  I 

(*) 

-dg; 

• 

• 

(ii-i) 

•    .  •  •  . 

1     1  1 

« 
« 

« 

0) 

•         •  •  i 

»         •  «  4 

0) 

■ 

(*) 

-dK 

• 

.    ...  • 
.    ...  . 

(*+2) 

rf«;...  dßn 

J  J  K  (»;-'.•)»+(«;-«  )»+«-*; 

Die  Integration  erstreckt  sieb  dabei  f&r  die  Yariftbelii 

Zi . zl,  über  die  Manniß^faltigkeit  Ml .  für  die  Variabein 
*[...^»"  über  die  Mannigfultigkeit  M,',^k-\-  (o„-]  l)ezeichnet 
die  w  —  1-dimeusionale  Oberfläche  der  »Kugei*  vom  Kadius  1 

Bbe  wir  zeigen,  dass  dnreb  dieses  Integral,  ausgedebnt 

über  zwei  geschlossene  Mannigfaltigkeiten,  eine  ganze  Zahl 
dargestellt  winl,  betrachten  wir  die  Bedeutung  des  unter  dem 
Integralzeichen  stehenden  Ausdruckes. 
Ausgehend  vom  Punkte 

der  Mk  sind  auf  dieser  Mannigfaltigkeit  in  bestimmter  Reihen- 

t-'ige  k  Nachbarpunkte: 

(0  W  »  (0 

z\  -\-  del ,   Mi  H- dz'i    z;-\rdgl  •  • .  im  +  dz»   i « 1, 2, . . . 
angenommen.    Ebenso,  vom  Punkte 


"Ii  1      ~  .1  1 


der  M^-k-\  ausgehend,  auf  dieser  n — k — 1  Nachbarpunkte 

z\  -\-  d^x    H  -t  dz's    zl     ä/i  ...    z"^-\-  dä^   j  =  k'\-ly...n  —  l. 
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Diese  ti-f  1  Punkte  bilden  die  Eckpunkte  eines  dem 
Tetraeder  im  dreidimensionalen  Räume  analoja^en  Körpers 
im  //„,  welchen  wir  analog  wie  das  Tetraeder  z,um  Purallel- 
epiped  zu  einem  parallelepipedischen  Element  rfo,  dessen 
Eckpunkte  sich  aas  den  oben  gegebenen  durch  Addition  der 
Coordinaten  ergeben,  ergänzen  können.  Der  Inhalt  dieses 
Körpers  ist  durch  die  Zählerdeterminante  des  nnter  dem 
Integralaeichen  stehenden  Ansdrackes  dargestellt  Die  in  der 
Mif  liegende  Gruppe  von  Punkten  hestimmt  dabei  ein 
parallelepipedisches  Element  der  Ml,  do'k,  und  ebenso  die  in 
der  Jlt^^k-i  liegende  Gruppe  von  n  —  Ä;  Punkten  ein  solches 
Element  do,'-k  i  dieser  Maiinii<t;iltigkeit.  Im  Neuuer  Jc> 
Ausdruckes  steht  die  (^absolut  zu  nehmende)  Potenz  der 
Entfernung  r  der  beiden  Elemente  do'k  und  don^k^i  von  ein- 
ander, die  wir  auch  als  den  Inhalt  des  dimensionalen 
Wfirfels*  Ton  der  Eantenlänge  r  deuten  können. 

Für  die  Integration  über  die  beiden  Mannigfaltigkeiten 
setzen  wir  in  Analotrie  mit  der  für  das  Gauss'sche  Integral 
zu  beachtenden  Beätimuiuug  lest,  dass  die  Element« 

(1)  * 

.  .  .     dz'n  i| 

I 

(21 

•  •  •  d  f 
« •  •     ■  > 

(*)  ; 

...    d£n  ■ 


(»+!)  ,a 
dz'  ' 

(*+2)  1 

. . .  de^  I 


(n-\)  , 

. . .  ds^ 


/  dz\ 

0) 
dz'^ 

(1) 
dz'i 

46')  rfo;=| 

d^[ 

/  . 

d^\ 

• 

dz'i 
« 

■  (*) 
Ii  dz\ 

dji't 

(k) 

d4 

und 

/  "  dA 

dxt 

dzt 

/  ; 

dß^ 

• 

dZf 

• 

.1  dM\ 

dz't 

d0l 
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der  Mk  bezw.  MÜ-it-i  va,  unserem  ganzen  Gebiete  niemab 
yerscbwinden  sollen,  dass  also  niemals  gleicbzeitig  die  sammt- 

liehen  Unterdetermiiiaiiten  einer  der  MatricesNull  sein  sollen.^) 
(Vergl.  die  Bemerkung  auf  452). 

Das  Vorzeichen  der  Detenninante  im  Zähler  unsere 
Integrals  unterscheidet  dann  in  analoger  Weise  wie  im  Ge- 
biete von  drei  Dimensionen  zwei  wesentlich  yerschiedene 
Lagen  der  Elemente  dai  nnd  do^^k-i  gegen  einander,  die 
wir  in  Analogie  mit  der  dort  gegebenen  geometrischen  Vor- 
stellung als  ,im  entgegengesetzten  Sinne  windend'  bezeichnen 
woIJen.  Wesentlich  ist  dabei  der  dnrch  die  Reihenfolge  der 

k  bezw.  n  —  k—l  Fortschreituiigsrichtungen  (die  durch  die 

(0  (;J 

dz'  bezw.  dz  definirt  sind)  in  die  Elemente  doi  nnd  dai^^k-'i 
gelegte  Sinn.  Dieser  Richtungssinn  ergiebt  sich  fftr  die 
ganze  Mannigfaltigkeit  üfi  bezw.  JCt-i  in  eindeutig  be* 
stimmter  Weise,  wenn  er  für  ein  bestimmtes,  aber  fibrigens 

beliebiges  Element  von  M'k  bezw.  Ma,-k-i  festgelegt  ist.  Man 
vergleiche  f(ir  die^e  Festlegung  die  Formeln  (49)  nnd  (64). 

Durch  unsere  Annahmen  über  die  Mügiiciikeit  der  ein- 
deutigen Festlegung  des  Kichtungssinnes  scb Hessen  wir  die 
sogenannten  sDoppelmannigfaltigkeiten",  bei  welchen 
man  in  dem  hier  entwickelten  Sinne  von  einer  Windnngs- 
zahl  nicht  sprechen  kann,  von  der  gegenwärtigen  Betracht 
tnng  aus. 

Es  ist  noch  folgender  Umstand  bemerkenswerth :  Wir 

konnten  dem  positiven  und  negativen  Vor/eichen  der  Deter- 
minante in  Formel  (45)  im  Falle  zweier  Raumcurven  eine 
ganz  bestimmte  Lagenbe/ieljung  der  beiden  gerichteten  Ele- 
mente do'i  und  do'i  der  Raumcurven  an  die  Seite  stellen 


1)  Es  gttifigt  fihrigens  sehon,  ansonebmen,  dam  die  Uatsr^ 
detsfininanten  je  einer  der  beiden  Mafarieei  in  (46')  and  (46*)  iiieht 
lämmtlich  zugleich  fOr  Qebiete  von  k—l  htmw.  von  « — Xi-SDl&en- 
sionen  auf  M'^  besw.  verBchwinden. 
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(Fig.  l  und  2,  pag.  452)|  welche  gegenseitig  amkehr- 
bar  war» 

Im  Falle  zweier  Mannigfaltigkeiten  Yon  k  besw. 
n  —  k—l  Dimensionen  ist  diese  Beziehung  nicht 
mehr  in  allen  Fällen  eine  gegenseitig  umkehrbare. 

Vertausflicn  wir  iiiitiilich  in  der  Formel  (45)  die  beiden 
ManniqfalLi^keiteu  Mi,  und  3f'  «-i  Huteiiiander,  «o  erhält, 
wenn  wir  die  Reihenfolge  der  Lioienelemente  auf  beiden 
festhalten,  die  Determinante  das  Vorzeichen 

die  Determinante  behält  also  bei  der  Vertauschung  das  Vor- 
zeichen, wenn 

n  gerade,     k  gerade  oder  ungerade 
II  ungerade,  X;  ungerade 

ist;  d.  h.  in  diesen  Fällen  ist  die  Winilun;^^  des  Elemente* 
doi,  gegen  das  Element  do'n^k-i  dieselbe,  wie  die  Windung 
des  Elementes  don-t-i  gsgen  dok*    Dagegen  wechselt  für 

fi  ungerade,  k  gerade 

die  Determinante  ihr  Vorzeichen,  d.  h.  die  Windung  des 
Elementes  do'k  i^piron  dol-t^i  ist  entgegengesetzt  gleich 
der  Windung  des  Elementes  dOn^k-i  gegen  do^.  Die  Win- 
dungszafal  der  geschlossenen  Mannigfaltigkeiten 
selbst  wechselt  also  für  ungerades  n  und  gerades  k 
bei  der  Yertauschung  derselben  ihr  Vorzeichen. 

§  7. 

Formeln  für  die  Windungszahl  unter  Voraussetzung 
einer  Parameterdarstellung  für  die  beiden  Mannig- 
faltigkeiten. 

Wir  legen  analo<^  wie  ffir  die  beiden  liaumcurven  jetzt 
für  unsere  Mannigfaltigkeiten  und  31'^^^  eine  Para- 
meterdarstellung zu  Grunde  durch  die  Gieichuagssjrsteme : 


Digrtized  by  Google 


47) 


W,  Dgek:  Beiträge  gur  PoUnHaUheorie.  II, 


485 


9        «  • 


bessiehaugsweise : 


47-) 


I 


•    •    •  • 


in  welchen  die  Functionen  q>  bez.  wieder  als  eindeutige 
reelle  Functionen  der  reellen,  yon  einander  unabb&ngigen 

Veränderlichen  ^,      •  ••  ^»J  K^i^  ^«-i  ▼orau^ge- 

gesctzt  sind. 

Wählen  wir  jetzt  zum  Punkte  r.,  auf  M.  gerade  die 

(0  ' 
k  Nachbarpunkte  Je'^^  -|-  de'^^  welche  entstehen,  wenn  wir  nur 

je  einen  der  Parameter  um  den  positiven  Betrag  dX^ 
ändern  und  verfahren  in  gleicher  Weise  im  Punkte  auf 

so  setzt  sich  uii»er  obiges  Integral  (45)  direct  um 
iu  die  Form : 


48) 


V  - 

O) 


•••  • 


»-1 


in  welcher  die  den  ^  bez.  angefügton  zweiten  Indices  die 
nach  dem  entsprechenden  Parameter  X  genommenen  Dif- 
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ferentialquotienten  bezeichnen.  Die  Integration  erstreckt  sich 
dabei  über  die  sämmtlichen  absolut  zu  nehmenden  Elemente 
der  beiden  Mamiigialtigkeiteii  If]^  und  M\^_^^  für  welche 
die  Formeln  gelten: 


49)  do: 


■r  •  •  >  • 


9*1»  9»a 


49 


wir  verfügen  dabei  über  die  Richtung  der  Elemente  für  die 
Integration  so,  daes  wir  im  Sinne  der  wachsenden  k  inte- 
griren;  die  dl  eind  also  stets  positiv.  Die  Integnition 
ist  an  Orenzbedingungen  nicht  geknüpft. 

Formel  (48)  kennzeichnet  somit,  nach  den  im 
T.  Theil  der  Beiträge  gegebenen  Entwicklungen 
(Formel  (12)  auf  pag.  266)  die  Zahl  V  als  Kron- 
ecker'sche  Charakteristik  des  Systems  der  n  Func- 
tionen: 


50) 


der  tt  —  1  Yariabein  Xy^  ...  A^,  il^^j  . . ,  X^^y.  V  ist  da- 
her auch  stets  eine  ganze  Zahl,  die  wir  eben  als 
Windungszahl  bezeichnen. 

Führen  wir  nun  in  Analt  l'^k»  mit  unseren  früheren  For- 
meln (8)  die  durch  die  Uieichungen 
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definirte  n — 1  dimeasionale  Mannigfaltigkeit  ein,^)  so  folgt 
auch  hier  der  Satz: 

Die  Zahl  der  gegenseitigen  Umwindnngen  der 
in  (47)  dargestellten  Mannigfaltigkeiten  und 
■^C-Jk-i  gleich  der  Zahl  der  Windungen  der  Man- 
nigfaltigkeit (51)  um  den  Nullpunkt 

Die  Zahl  V  ISsst  sich  nunmehr  als  Charakteristik  des 
Fnnctionensystems  (50)  im  Anschluss  an  die  in  den  , Bei- 
trägen I"  entwickelten  Formehi  weiter  danstellen  durch  ein 
n — 2-fache9,  n  —  3-faches,  ...  einfache;^  Integral  und  durch 
eine  Summenformel,  und  es  ergeben  sich  hieraus  neue  Me- 
thoden far  die  Herleitung  der  WindungBzahl  in  Analogie 
mit  den  in  §  2  fttr  zwei  Raumcurren  gegebenen.  Es  ist 
nicht  uninteressantf  deren  Bedeutung  im  Einzelnen  näher  su 
yerfolgen');  wir  greifen  aber  im  GegenwSrttgen  ?on  dieser 

1)  Die  Mannigfaltigkeit  (51)  kauu  Uabei  analog  wie  die 
Flftche  (8)  in  Überaichtlicher  Weise  entstanden  gedacht  werden  diw 
durch,  das«  man  dardi  den  Nullpunkt  des  CoordiBateneystenu  Strahlen 
parallel  so  den  («f  l)-fach  unendlich  vielen  swiselieB  den  beiden  Maa- 
nigfaltigkeiten  so  liebenden  Sehnen  sieht  und  auf  dieaen  je  die  Lttngen 
dieaer  Seimen,  gemessen  in  der  Richtung  tou  der  ersten  aur  «weiten 
Mannigfiütigkeit,  abschneidet.  Andererseits  kann,  analog  wie  dort, 
•^N-i  äuch  entstanden  gedacht  werden  als  .Translationsmannig* 
faltigkeit*»  die  sieh  aof  eine  sar  •^«^-|:'^^y^(>l*.|.t*'-^-i) 
congruente  und  auf  eine  zweite  aus  der  Mj^  durch  «Spiegelung  am 
Nullpunkt*  entstandene  Mannigfaltigkeit  i'^^  •  * .  als  Leit- 
gebilde bezieht 

2)  Man  vergleiche  fdr  eine  weitere  Deatung  der  hierher  gdiöri- 
gen  Formeln  auch  die  Schlussbemerkangen  des  ^  9. 
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ganzen  lu  ilie  der  Darstellungen  von  V  nur  das  letzte  Glietl, 
die  äunimenformel,  heraus,  auf  welche  wir  in  der  Folge  noch 
einzugehen  haben. 

Die  Sttmmenformel,  in  ihrer  doppelten  Gestalt,  lautet: 


52a) 


F»(-ir^£fflgn. 


oder 
52  b) 


die  erste  Summe  ausgedehnt  über  alle  Punkte,  fttr  welche 
ist,  die  zweite  ausgedehnt  über  alle  Punkte 

Wir  köiuit'ü  diese  l^uukte  in  geometriHcher  Sprech \vi.'i-e 
bezeichnen  als  die  scheinbaren  Doppelpunkte,  welche  die 
Ansicht  der  beiden  im  linearen  Räume  der  .  .  »  0^  ge- 
legenen Mannigfaltigkeiten  Ml  und  Al'^-k-t  gesehen  in  der 
Richtung  der  Axe  s  darbietet.   Das  Vorzeichen  des  Fac- 
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tors  (v^ — an  jeJer  dieser  Stellen  besagt  uns,  welche  der 
beiden  Mannigfaltigkeiten  dort  dem  Beschauer,  den  wir  wieder 
im  Punkte  ^r^  =  -|-  oo,  ss  jr,  .  . .  j?^^  ^»0  aufgestellt  denken, 
naher  Hegt.  Das  Vorzeichen  des  zweiten  Factors  trennt  die 
scheinbaren  Doppelpunkte  nach  dem  Sinne  der  1  Fort- 
Bchreitangsrichtungen  auf  Mit  bez.  Mn-k-\.  Dabei  gilt  filr 
die  Gesuiimitheit  aller  scheinbaren  Doppelpunkte  die  Kron- 
ecker'sche  Formel: 


53) 


Ssign. 


-9 11  Vu+i 


V2M-1 


■  * 


=0, 


V I» - ii  •  •  •       ^»t-ik    '«-1  »+1  •  •  •       _  1 

die  Summe  ausgeduluit  über  alle  scheinbaren  Doppelpunkte 

V/,— 7',=0,     v'2  — — 0  •••  V'„-i-9'»_|  — 0, 

eine  Formel,  welche  die  Ueberftthrung  der  Formeln  (52  a)  und 
(52  b)  in  einander  Termiitelt. 


§  8. 

Formeln  für  die  Windungszahl  der  Mannigfaltig- 
keiten unter  Yorauesetzun^r  ihrer  Darstellung  durch 

Gle  i  eil  u  n  gssy  ste  m  e  zwischen  den  Coordinaten. 
Beweis  der  üebereinsti niinung  der  in  §  7  und  8  ge- 
wonnenen Zahlen. 

Gehen  wir  nunmehr  von  der  Darstellung  der  beiden 

Muiiiiigfaltigkciten  31*  und  AJ^-k-\  durch  Gleicliungs.sY«teinß 
in  den  Coordinaten  z,-  aus.  Es  aei  die  M^^k-i  gegeben  durcii 
die  ( /i -j"  1)  Gleichungen  : 

188&  lUÜK-pbjs.  GL  8.  8% 
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54') 


0, 
0, 


•   •    •  • 


und  analog  die  Mi  durch  die  (n — k)  Gleichongen 


54) 


(f-,,  Tg,  ...  ;e  )  =  0. 


Qs  lasst  sich  dann  auch  hier,  wie  im  Falle  zweier  Raum- 
corTen  das  ia  Formel  (45)  gegebene  Integral  ftir  die  Win- 
dungsKahl  nicht  allgemein  aufstellen.  Man  erhält  aber  analog 

wie  dort  den  Satz: 

Die  gegenseitige  Windungszahl  der  beiden  diin  Ii 
die  Gleichungen  (51')  und  (54')  definirten  Maniii^- 
faltif^Mceiten  ist  gleich  der  K ronecker'schen  Charak- 
teristik K  der  in  dem  Gleichungssystem  enthaltenen 
(«+!)  Functionen 

55)  Fq,  F^,  Fj,  ...  Fn 

m 

der  n  Variabeln  ^„  z^^  ... 

Der  Beweis  dieses  Satzes  ergiebt  sich  genau  den  Dar- 
legungen des  §  4  entsprechend,  wenn  wir  anknüpfen  an 
die  Daist^ung  der  Zahl  K  durch  die  Summenformel: 

^01     -^M  J^on  I 


5ü)  iC  =  (-  ly-i;  sign. 


11 


M-12 


Fu 


F. 


»—In 
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die  Sttinme  eistreckt  über  alle  Punkte,  f&r  welche 

i:5t,  1111(1  rlie.>(.'  [iiit  der  in  Formel  (Ö2aj  gugebenen  Darstellung 
der  Zahl  V  vergleichen. 

Veiscbieben  wir,  etwa  in  Richtung  der  Axe  ir»,  die 
Mannigfaltigkeit  Jlf ».k-i ,  so  ändern  sich  die  Zahlen  F  nnd  K 
sprungweise  an  den  Stellen,  in  welchen  die  bewegte  Ml^^u^x 
die  feste        durchsetzt.    Wir  beginnen  nunmehr  die  Ab- 

zähluns^  dieser  Äendernngen  von  einer  Lage  der  Jlf;;_fc_i  an, 
in  welcher  diese  völlig  getrennt  von  der  M'^  erscheint.  Ks 
liisst  sich  eine  solche  Lage,  wenn  wir  vorans.setzen,  dass  beide 
Mannigfaltigkeiten  ganz  im  Endlichen  liegen,  stets  durch 
eine  endliche  Verschiebung  der  (die  wir  hier  in 

Richtung  der  negativen  Axe  Tomehmen)  erreichen.  In 
dieser  Anfangslage  ist  Y  sowohl  wie  K  gleich  Null.  Die 
Aenderungen  der  Zahl  V  zwischen  der  Anfangs-  und  End- 
lage führen  unmittelbar  zu  den  Formeln  (52)  fQr  Y. 

Ans  den  Aenderungen  der  Zahl  K  aber  erfjiebt 
sich  (ganz  entsprechend  den  Entwicklungen  auf  pag. 472-475) 
die  folgende  neue  Formel: 

-Fol     -Foi     •••  -^^ow-i     0  Fisn 


57) 


Ä:^(-l)"*'-iJsign 


12 


Fh% 


Fi 


F, 


F. 


Fi  H-i  0 


F^n 


Fku 


Fh  u-1 


K„     0  j 
82* 
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die  Summe  erstreckt  über  alle  Punkte,  für  welche 

uiul  C  >  0  ist,  eine  Formel,  w  elche  K  als  Kron- 
ecker*äclie  Charakteristik  des  Systems  der  Fuuc 
tioneu 

^(^(^ly^i^         ^n-\-  C),   ...  jF»  (^p  ^j, 

öo) 

-^W-i  (^11  ^8»  ■  •  •  ^»)*  -^i»         't»  •  •  •  ^«)»  ^ 

mit  den  Variabein  Tj,  ^r^,  . . .      (7  darstellt. 

Nnnmelir  aber  lassen  sich  die  Formeln  (52)  and  (57) 
für  die  Zahlen  V  und  K  direct  mit  einander  vergleicheD; 
sie  beziehen  sich  beide  auf  die  «scheinbaren  Doppelpunkte*, 
welche  die  Mannigfaltigkeiten  Mi  und  JC-^-i  gesehen  in 
Richtung  der  Axe  e»  darbieten  und  unterscheiden  dieselben 
in  derselben  Weise  nach  dem  Vorzeichen  der  Inhaltsdeter- 
minante : 


0) 

(2) 

(*+i) 

-dz'i 

—dzi 

. . .  —dz'i 

dsl 

. . ,  ds'i 

(1) 

(2) 

W 

—ds^ 

...  — <tog 

di^ 

...  (fi$ 

59)  ^^-1  = 


0)  W  (»)        (4+1)         (I— 1) 

—dsn^x  —dJSn-'i      —den^i  ... 

der  linearen  n  —  1  -  dimensionalen  Configuration,  welche  sich 
aus  der  Projection  der  k  bez.  n — k  —  I  Linienelemente  der 
Mi  bez.  jlf;;.i^i  in  dieOoordinatenmannigfaltigkeiti^,,r,,...f«_i 
(durch  Orthogonal |ii(^jt'ction  in  Richtuiig  der  Aze  Zm)  ergiebt. 
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Für  die  obige  Inhaltsdetenninanie  erhftlfc  man  nämlicli 
sunäciist  in  den  %  tp  geschrieben  die  Formel: 


00) 


•« «  • 


•  » •  • 


•  •  •  • 


Ffir  die  Umsetzung  in  eine  in  den  Functionen  F  ge- 
scbriebene  Formel  beachte  man,  daas  die  Matrix 


0) 


(I) 


61) 


(1) 

dK-i 


0) 


—  dsi   ...  — 


correspondirende  Matrix  ist  zu 


02) 


F 


»2 


F. 


nn  u 


und  ebenso  die  Matrix 
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n 

i 


61') 


«   «  « 


(«»~U  (»-1)  («-U 


correspoDdirende  Matrix  zu 


I 

62-)  (I 


FF  FF 


FF  ,         F  F  ' 

iMilirt  man  dann  in  der  Mannii^falti^keit  Mk  etwa  die 
Coordinateii  r,^,  z^^^  . , .  ^/j,  in  der  Mannigfaltigkeit  3/J_j_j 
die  Coordinaten     ,  f^,  ...  als  unabhängige  Variable 

ein,  wählt  die  bez.  n  —  Ar  —  1  FortBchreituogsrichtangeD 
auf  diesen  Ifannigfaltigkeiteii  so,  dass  jeweils  nur  eine  der 
obigen  unabhängigen  Coordinaten  sich  ändert,  während  dann 
die  abhängigen  CSoordinaten  den  GFleichungen 

<^  ~  Af  4- 1 1  •  •  «1      » =     «2»  •  •  •  V 
beziehungsweise 

f  =  Of  If  .  •  .  ft,        j  ^9}  •  •  •  Jn^h—V 

entsprechend  sich  ändern,  bezeichnet  «ndlicb  Dt  bez.  Dj  die 

Determinante  der      welche  durch  Streichung  der  Vertical- 
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reihen  ij,  ...  ^  in  der  Matrix  (02  ),  beziehungsweise  der 
Beiben         ...  in  der  Matrix  (62*)  entsteht,  so  folgt 

fiir  die  n  —  1  gliedrige  Determinante  (59)  der  de  in  den  F 
geschrieben  die  Formel: 


63) 


Ol 


11 


(•8 


12 


F. 


kl 


F 


*2 


Jk-t-I  1      ^  ir+l  2 


F  F 


0»-l 


I  n-1 


0 
0 


0» 


F, 


In 


F. 


0 


F  F 
&+1  »-1      *+i » 


0 


F. 


F. 


0 


Nun  hat  man  aber  für  die  positiv  zn  nehmenden  Kie- 
mente der  beiden  Mannigfaltigkeiten  die  Formeln: 


64 


w  •    •    •  «1 


ik-i-l  1 


»2 


dz',  dz'i  .  . .  ds'i. 


und 
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Der  Vergleich  dieser  Ausdrücke  ergiebt,  dass  einer 
Snmmation ,  in  welcher  die  Elemente  dX^...di^  besw. 
dXk^i . . .  äXn^i  9tets  positiT  genommen  sind,  eine  Snmmation 
entapricht,  fttr  welche  die  Ausdrucke 

dei^  dgL...d0i  ^   .  .  dzf^  4 . . . di^_j._, 

 1 — ^  ^1  bezieuungsweise   — ^ —  — 

stets  positiv  gerechnet  werden.^)  Hieraus  aber  folgt  durch 
Vergleich  der  Formeln  (63)  nnd  (60),  dass  fOr  alle  Elemente 
der  Snmmation  das  Vorzeichen  der  Determinante  (59)  in 
den  d£  Übereinstimmt  mit  dem  der  Determinante  (  GO)  in 

deii  (f  -t  xp  und  mit  dem  der  Deteruiiuaute  (63)  in  den  Jb\ 

Daraus  aber  folgt  die  Identität  der  dnrch  die 
Formeln  (52)  nnd  (57)  gewonnenen  Zahlen  V  nnd  K 

und  damit  der  zu  Eingang  des  Paragraphen  aufge- 
ätellto  Satz. 


1)  Das  aiu  diesen  Formohi  fiUr  die  Mannigfaltigkeiten  absn- 
leitende  »Fortgangsprincip*  erweist  «ich  als  VerallgemeiBenuig  des 
von  Eroneeker  in  der  Abb.  Tom  U&n  1869  (▼ergl.  booIi  diese  Abk 
S.  478,  Asm.)  gegebenen,  worauf  ich  in  einer  folgenden  Note  noch 
nfthcr  einsngehen  gedenke. 
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§  9. 

Folgerungen.    Behl  usäbemerkun  gen. 

Der  hiermit  gewonnene  Satz  über  die  Bedeutong  der 
Eron6cker*8clieii  Charakteristik  der  Fanctionen 

als  Windungszahl  zweier  Manniü:taltigkeiten  Mjt  und  M,",-*-!, 
die  durch  Nullsetzen  Ton  n  —  k  bez.  von  k+l  der  obigen 
Functionen  gewonnen  werden,  ISast  nun  die  Bedeatang  der 
Zahl  K  für  dieses  Functionensystem  in  ganz  allgemeiner 
Weise  fibersehen: 

Wie  wir  aach  das  System  der  n+l  Fanctionen 
Ton  n  Variabein  0  in  «wei  Theil©  «erlegen,  stets 
definiren  die  gleich  Xnll  «/e.setzten  Functionen  der 
beiden  Theile  zwei  sich  ergänzende  Mimnigfaltig- 
keiten  von  k  he/.,  von  w  —  k — ^1  Dimensionen,  deren 
Wiudungszahl  stets  dieselbe,  und  gleich  der  Krön- 
ecker'schen  Charakteristik  jE'des  Functionensystems 
ist.  Für  k^O  erhalten  wir  ein  System  von  Pnnkten 
in  Verbindung  mit  einer  Mannigfaltigkeit  von  n— 1 
Dimensionen^),  ffir  Jb»!  eine  lineare  Mannigfaltig- 
keit und  eine  n — S-dimensionale  n.  s.  w. 

Im  zweidimensiunalen  Räume  han<lelt  es  sich  um 
die  Windung  von  Linien  um  Punkte,  im  dreidimensio- 
nalen Rauni»^  Ulli  die  Windung  von  Flächen  nm  Punkte, 
Yon  Linien  um  Linien,  im  vierdimensionaien  Räume 
nm  die  Windung  von  dreidimensionalen  Räumen  um  Punkte, 
▼on  Flächen  nm  Linien,  im  ftinfdimensionalen  Räume 
um  die  Windung  von  Tierdimensionalen  Bäumen  um  Punkte, 
von  dreidimensionalen  Baumen  um  Linien,  von  Flächen  um 
Flädien  u.  s.  w. 

1)  Es  encheint  in  diesem  Znaammenbange  noBgemSas,  auch 
von  einer  Windungszahl  ^er  (» — l)-dunentionAlen  Uaanigfoltiff- 
keit  nm  ein  Punktsystem  sn  sprechen. 
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Dabei  liefern  die  verschiedeoen  Mögiiclikeiten,  die  n-^i 
Functionen  des  Systems  zu  je  1  und  n,  zu  2  und  w — 1  u.  s.  w. 
abzutheilen  im  Ganzen  n-\-l  verschiedene  Punkteysteme, 

^^-y"^-^  Linien,  allgemein  /c-dimansiouale  Mauoig- 

faltigkeiten  in  Yerbindung  mit  ihren  complemenlSren  Mannig- 
faltigkeiten von  ft  —  k — 1  Dimensionen,  denen  »mmtlidi 

ein  und  dieselbe  Windung.s/ahl  zukommt 

Diesen  verschiedenen  Mögliciikeiteii,  die  Zahl  JSl 
als  Windongsjcahl  zweier  durch  Zerlegung  des  Func- 
tionensystems 

-Fjj,  F^y  ...  Fk  Ii  Fk+ii  Fn 

hergestellten  Mannigfaltigkeiten  aufzufassen,  ent- 
sprechen nun  paarweise  die  Terschiedenen  Arten 
der  Darstellung  von  K  durch  bestimmte  Integrale 
Oter  (Snmmenformel)  bis  (n  +  l)^  Ordnung,  Ton 
denen  wir  im  ersten  Theile  dieser  Beiträge  ge- 
handelt haben. 

Speciell  bezieht  sich  die  dort  in  (14)  gegebene  Kron- 
ecker^sche  Summenformel,  und  ebenso  andererseits  das  von 
Kronecker  abgeleitete  (n — l)-fache  über  F^^O  ausgedehnte 
Integral  auf  die  Deutung  der  Charakteristik  als  Windung»- 
zahl  der  (n — I)-dimen8ionalen  Mannigfaltigkeit  J^^bQ  nm 
das  Punktsystem  F,  »»0,  ...  ^«»0.  Allgemein  gieht  das 
in  Formel  (26)  der  Beiträge  I  gegebene  (« — k — 1)- fache 
Integral  und  ein  correspondirendes  A-fuches  die  Auffits^ung 
der  Zahl  K  aU  Windungszahi  der  Mannigfaltigkeiten 

und 

Es  verdient  dabei  in  diesem  Zusammenhange  nochmals 

der  dort  schon  erwähnte  Umstand  hervorgehoben  zu  werden, 
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dusü  das  zur  Berechüuog  der  Windungszahl  dienende 
(n—k — l)-fache  Integral  sich  über  die  M'^-k-i  ala  Grenze 
erstreckt,  während  der  unter  dem  Integralaseichen  stehende 
Ausdruck  lediglich  von  den  zur  Definition  der  Mu  dienenden 
Functionen  abhängt.  Mit  Hülfe  der  in  den  dortigen  Ent- 
wicklungen zu  Gründe  gelegten  Deutun^,'  der  Functionen  F 
als  Cüordinaten  eines  (»j -|- l)-tliiuensionaIen  Rtuimes  Xq,.?*,,  ...x« 
erhält  dabei  der  unter  dem  Integriil'/eichen  stehende  Aus- 
druck die  gerade  für  die  Auffassung  des  Integrals  als  Win- 
duugszahi  wesentliche  Bedeutung  aU  Differential  eines  {n-k-iy 
dimensionalen  «räumlichen  Winkels*. 

Das  n^fache,  in  Formel  (12)  der  «Beiträge  I*  gegebene 
Integral  für  K  hat  för  die  hier  erörterte  Theilung  des 
Functionensystems  der  F  keine  unmittelbare  Bedeutung.  Ein 
Integra]  dieser  letzteren  Art  hat  dagegen  in  den  auf  die 
Parameterdar.-tellnng  der  beiden  Mannigfaltigkeiten  M'u  und 
Mn-k-\  bezüglichen  Fornielu  (J;  7)  den  Uebergang  der  an 
die  Kronecker'sche  Charakteristik  anknüpfenden  Integrale  zu 
der  Gauss'schen  Darstellung  der  Windungszahl  vermittelt. 

Umgekehrt  kann  man  nun  auch  die  Deutung  der  Zahl  K 
als  WinduDgszahl  zweier  zusammengeordneter  Mannigfaltig- 
keiten wieder  anwenden  auf  das  aus  der  Parameterdarstellung 
(Formel  47'  und  AT)  gewonnene  Functionensystem 

50)  ^1  —  ^1»   V«  — 9*11  — 

Betrachtet  man  nämlich  die  n  —  1  Parameter  A,  als 
Coordinaten  eines  (n  —  l)-dimen8ionalen  Raumes,  so  ergeben 
sich  auch  hier  durch  Nullsetzen  je  zweier  sich  ergänzender 
Gruppea  Ton  Functionen  ipi  —  q>4  einander  zugeordnete  Paare 
Ton  Mannigfaltigkeiten,  deren  gegenseitige  Windungszahl 
eben  wieder  unsere  Zahl  K  ist.  Ich  gehe  indess  hier  nicht 
näher  auf  diese  Entstehungsweise  der  Zahl  K  ein. 
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Berichtig  imgen 
zum  I.  Theile  der  Beitrage  zur  PotentUltheorie. 

Auf  Seite  364  Fomel  (6)  siiid  im  Nenner  die  Hatrixstriche  so  ergSnian. 
,     ,  271  Zeile  9  von  oben  ist  sn  leeen  Gleichung  (18)  ttett  (16). 
.     .  276     ,   7   ,      .     .    ,     ,         .      ($1)    .  (19). 
,     .   276     .    9  ,      »     ,   *     .         ,      (26)    .  (28). 
,   275     .    8   .  unten  •   .     .         .      (U)    •  (19). 
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Helgoland  etc.    1896.  4«. 
A.  Westphal,  Untersuchungen  über  den  aelbairegiBtrireiLden  Untveraal- 
pegel  zu  Swinemünde.    1895.  4^. 

K.  preuss.  meteorologisches  Institut  in  Berlin: 
Beriebt  fiber  d.  Jahr  1894.  1886.  8^. 

Ergebnisse  der  meteoiol.  Beobaehtimgeii  in  Potsdam  im  Jahre  1894. 

1895.  49. 

Ergeboiäse  der  Gewitterbeobacbtungeu  im  Jahre  1891.    1895.  4^. 
Ergebnisse  der  Niedenchlagsbeobachtmigen  im  J.  1898.    1895.  4^. 

JtArbueh  über  die  FbrteiAritte  der  Mathematik  in  Beriin: 
Jahrbuch.    Bd.  XXIV,  Heft  2.  3.    1895.  8» 

Verein  für  Geschichte  der  Mark  Brandenburg  in  Berlin: 
For^iclinr! n  /nr  ßrandenburgiflchen  und  Prenssitchen  Geschichte. 
Band  Viii,  1.    Leii)zig  1895.  8". 

Naturwissenschaftliclie  Wochenschrift  in  Berlin: 
Wochenschrift.  Band  X,  Heft  6—11.  1895.  fol. 

Zeitsthrift  für  Instrumenienkunde  in  Berlin: 
Zeitschrift.  15.  Jahrg.  1895.  No.  7-12.   Juli— Dezember.  4<>. 

Naturforschende  Gesellschaft  in  Bern: 
Miftheilangen  aus  d.  Jahre  1891.    1895.  8^ 

Allgemeine  Schweizerische  Gesellschaft  f  ür  die  geeammten  Naturwissen- 
schaften in  Bern: 
Neue  Denkschriften.   Band  84,   1895.  4^ 

Verbandlungen.     77.  Jahresversammlung.     Schafrhan^en   1894.  8'. 
Nebst  einer  frauzöni^cliou  üeberactzung.    Geocve  1894. 
Hislorisclier  Verein  in  Bern: 
Archiv.  Band  XIV,  8.  1885.  8<». 

SoeUU  ^^mviatiim  du  Doubs  in  Besanfon: 
Mdmoires.  VI.  Sto'e,  Vol.  7.  8.   1893/94.  8«. 

B,  Deputaeione  dt  etaria  patria  per  le  Provincie  di  Momagna 

in  Bologna: 

Atti.    Serie  III.    Vol.  XIII,  fusc.  1-3.    1896.  4° 
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Universität  in  Bonn: 
Schriften  aus  dem  Jahre  1894/96  in  4°  u.  8«. 

Verein  von  Altcrthiimsfrenndcu  im  Rhendande  in  Bonn: 
Bonner  Jahrbücher.    Heft  96—98.    1895.  49, 

Naturhistorischer  Verein  der  i)reu8$ischen  Rheinlande  in  Bonn: 
Verhandlungen.   61.  Jahrg.  2.  Hälfte.    1894.  8^ 

Sociiti  des  teietiees  jphysi^uea  et  fuUurelles  in  Bordeaux: 

Mdmoires.   IV«  S^rie,  tome  III,  2.  IV,  1.  S.  Pwia  et  Bordeuu 

1898/94.  8*. 

Obtervfttioxw  plammätriques  189^3.   1893.  8f>, 

Societi  Linnienne  in  Bordeaux: 

Actes.    Vol.  45.  IG.    1893.  b^. 

Catalogue  Ue  la  biblioth^ue,  fasc.  1.    1894.  8^. 

Societi  de  ijeograyhie  commerciaie  in  Bordeaux: 

Bulletin.  1Ö95.  No.  13—20.  8» 

Archiv  der  Stadt  Braumchwcig: 

Urkundenbuch  der  Stadt  Braunschweig.    Bd.  II,  Abth.  1.  1896.  4^. 

Sehle8i$ehe  GeseUachaft  für  vaterländische  CuUur  in  Bredau: 

72.  Jahrwbericht  nebst  ErgänzungshefL   189ft.  8^. 

m$Urri9tik'-staiktitehe  Sektiim  dtr  Jt,  jb.  MKrudben  LealdmrtludmfU' 

Oetetttdutß  in  Br&nn: 

ürkmiden  snr  Oetohiclite  der  Stadt  Brünn.  1696.  8*. 

Aeadimie  Bayale  des  eeiencee  in  Brüssel: 

M^raoires  des  niembres  In  l^.  Tome  50,  part2.  T.  51.  62.  189S/94. 
Mcmoires  courounes  in  4^.    'l'ome  53.    1893/94.  4^. 
Memoire^  couronnds  in  ti'K    Tomö  47.  bO.  51.  52.    1892/95.  S'^. 
Gorrespondance  da  Cardinal  de  Granvelle.  Tome  X  et  XL  1898/94.  4'. 
BioKr.iphie  nation.ile.    Tome  XU,  2.  XIH,  1.    1892—94.  S^. 
Bulletin.   8.  &  rie    Tome  2'J,  No.  6  ;  Tome  30,  No.  7— 10.  1896.  8», 

Ac<i(}''>iiir  Jioyale  de  m(' de  eine  in  Brüssel: 

Memoirea  couronno«  et  autres  memoirea.    Tome  XIV,  No.  1—3. 
1896.  8^. 

BoUetin.  IV.  Stfrie.  Tome  IX,  No.  7— 10.  1896.  8>. 

Institut  intemaHomit  de  bitUographie  in  Briissd: 
BttUetin.  VoL  1,  No.  1.   1886.  8« 

Siitii'tt'  f/t's  JirJfn  r  Jistes  in  Brüssel: 
Analecta  BoUandiana.   Tome  XiV,  3  u.  4.    1895.  8^. 

Soctete  entomol>i(ii<jHc  de  Belgifue  in  Brüssel: 
Annale«.    Tom.  38.    1894.  ö^. 

Sociftt^  RmjaJe  malacologiiiue  de  Beigique  in  Brüssel: 

Anuales.    Tome  27.    Annee  1892.  8®. 
i'roce.H-vorbaux.    1S92  ~  95.  8^. 
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K.  u>Hjtirisr]tc  AkatJemic  dtr  Wissens(^aft€n  in  Budapest: 

Ungarische  Revue.    1Ö95.   Heft  ö— 7.  8<*. 
Almanach.    1895.  8<^. 

Nyelvtudomrinyi  Közlemenyek.    (Sprachwissenschaft!.  Mitibeilungen.) 

Bd.  XXIV,  3   f;  XXV.  1.  2.    1893  9  5,  8^ 
2s,  Simonyi,  A  Mdirjar  hatarozök.    (Die  UedtimmungäwOrter  im  Un- 

^rischeii.)   Bd.  II,  2.   1896.  Bfi. 
Gy.  Zolnay,  Nyelvemlekeink.    (ün«ere  SprachdenkmÄler.)    1894.     i  ' 
TOrtiSoettud.  Krtekex^sek.    (Historische  Abhandlaogen.)  XVI,  2^5. 

1893-  96.  80. 

T<$gl4s  Gabor,  Ujab  adal^lu   (Neoere  Beitrftg«  ra  den  Felsen- 

Inschriften.)    1894.  A^. 
MonumentacomitialiaregniTransylvanmc.  VoI.XVI.  XVIT.  1893—94.80 
Övärj,  L.  A.  M.  T.  Akad.  törtenelmi  bizottsaj^anak  oklev^lmilsolataL 

(Urkunden-Abschriften  d.  histor  Commisiion.)  Bd.  2.  1894.  8^. 
Kir&iy  J.,  Pozaony  väros  Joga  a  KOs^pkorban.   (Pressbnrger  8tadt- 

rp.h*)    1894.  80. 
Arcbaeoiogiai  j^rtesitö.  (Archäolüg.  Anzeiger.)  XUI,  3-6;  XIV,  1  —  5: 

XV.  1-8.   189S.  4». 

ArohaeoloKiai  Közlemenyek.  (Archftol.  Mittht  il.)  Bd.  XVII.  1895.  fol. 
Tarsadalnn  }^>tekdxäMk.  (Staatswissenscb.  Abbandlongen.)  XI,  7 — 10. 

1894-  95.  8?. 

NyeWtadom&n.  Ertekes^k.    (Sprachwissenscbaftl.  Abbandlongen.) 

XVI,  4.  5.    1894.  80. 

Monkucsi  B.,  A  Votjak  njelr  szöt^ra.    (Vot^^kiscbes  Wörterbach.) 

fasc.  3.    1893.  8^ 
HagyarorHzilgi  tannli^k  kfilfi)ld6n.    (Ungarische  Stndirende  im  Ans^ 

landd.)    Vol.  III.    1893.  8». 
Aciddy  J.,  K  -t  ponzii'fvi'nrtenelmi  tanolm&ny.  (Zwei  finansgesebicht* 

liehe  Studien.)    Iö94.  S^. 
FfafaM^i  V.,  U&tyÜA  Kir&ly  lerelei.  (Sektion  für  &iis«ere  Angelegen* 

heitcn.)    Vol.  r.    1893  8©. 
Thaly  K..  BercB^'nyi  hn/assjcja.    (Die  Ehe  Berrscnvi's.)    1894.  80. 
Monumenta  Uuogariae  hiätorica.    (Jlass.  II.    \  oi.  33.    18Ü4.  äO. 
Hampel  J.,  A  rt>(^ibb  Közepkor  emlekei.    (Denkmäler  des  früheren 

Mittelalters  )    Vol.  I.    1894.  80. 
Termes/.i  lludoin  myi  Ertekezenek.  (Natorwissenschaftl.  Abhandlongeik.) 

XXIII,  3—12.    1894.  8«. 
Mathematikai  firtekez^sek.  (Mathem.  Abhandlgn.)  XV,  4.5.  1894.  S*. 
Mathematikai  Ertesitö.  (Mathemai.  Anidger.)  XI,  6—9.  XU, 

XIII,  1.  2.    1893-0,'..  80. 
llbtbematikai  Käzletuenyek.    (Mathem.  Miitheilungen.)   XXV,  4.  6. 

XXVI,  1.  2.    1899—94.  8». 
Ifathematische  un  l  naturwisaensch.  Berichte  ans  Ungarn.  XI,  1.  9. 

XII,  1.  2.    1893—95.  8". 
Kapport.    1893.  1894.    1894-95.  S«. 

Chyser  G.  A  L.  KnlczyAski,  Araneae  Hongariae.  Tom  I.II,  1. 1882—94. 4<^. 
Meyer  Oottb.  Alfred,  Der  silberne  Sarg  des  heil.  Simeon  in  Zara 

(in  Ungar.  Sprache.)    1894.  fol. 
Szamota  Lstvdn.  A  Schi4gli  Magyar  bzöjegyzök.    1894.  8^. 

1895.  Mattu-phys.  Cl.  3.  33 
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Statistiselies  Bureau  der^Ilaupl-  und  Uesidenzstadl  Budapest: 
Pablikationen.  Vol.  XXV,  3.   1896.  Bfi, 

K.  ungarische  geologische  Anstalt  in  Budapest: 

ßrkOnyre  (Jabrbncb.)  Bd.  XT,  8-6.  XIF,  1.   1895.  8<>  nnd  Atla.« 

zu  \"r.  4  in  foi. 
Mittht'ilun^fen  aus  <iom  Jabrbuche.    Bd.  IX.  7.    1895,  8®. 
Földtuni  Küzlöny.    I>d.  XXV,  1—5.    1895.  8". 

Botanischer  Garten  in  Buiiciuorg  (Java): 
Uededeelingen  nit  *g  Lands  FlanteDtuin.  No.  XIV.  Bata?ia  1896.  4^. 

HumänisiSiin  mdeomfoffimdtes  InsHt^  in  Bukaresi: 
Aaalele.  Tom.  IX,  anul  1898.  1895.  A9, 

Soeiiti  lAnnienne  de  Normandie  in  Caen: 
BaUetin.  IV.  S^rie.  Vol.  6,  fasc.  1-4.  Vol.  9,  £uc.  1.   1894/95.  8^. 
Asiatie  Society  of  Bengal  in  Cäleutta: 

Bibliotheca  Indica.    Nev,  S-^r    No,  850-59.    1891-95.  8^. 

Journal.    No.  844— 4G.    1895.  8« 

Proceedings.    No.  4—8,  April— August  1895.  8^ 

Geohfjical  Surret/  of  Jndia  in  CaJculla: 
Records.    Vol.  28.  part  3  u.  4.    1895.  4«. 

Meteorolorjical  Department  of  the  Government  of  Jndia  in  Caicuil'i: 

Monthly  Weather  Review  1895  January— July  and  Änntial  Sum- 

mary  1894.    1895.  fol. 
^n<lian  Motoorologi'^  il  ^r.  rnoii Vol.  V,  part  7—10.  CalcuUa  1895.  fol. 
Jndiao  Aleteorolojfical  Memoira.  Vol.  Vit.  purt  1-4.  Simla  1890.  fol. 
Report  on  tbe  Adminiatratioii  in  1891/96.   1895.  fol. 

JPMIotopliiepl  Sodetg  in  Cambridge: 
Proceedings.  Vol.  Vlfl,  part  6.   1895.  Bf*. 

Museum  of  eomparaüoe  Zoolof/y  at  Harvard  Cdlegs  in  Cambridge,  Mass.: 

Bulletin.    Vol.  27.  No.  1-6.    1895.  8^. 
Memoira.    Vol.  Will,  XIX,  1.    1895.  4'\ 

Ph>/si1:alisch-technische  HeicJisanslnlt  in  Charlnitenhurg: 

Wiseenschaftlichft  A])h:in  nun<?on.    Bd.  II.    Berlin  1895.  4°. 
Die  Tbätigkeit  der  pbydikaiiscb-technischen  ßeicbsanstalt  1894/95. 
Berlin  1895.  4P. 

K.  säehsisehes  meteorologisches  InsUiut  in  CkemnUs: 
Jahrbuob  1894.  Jabr^.  Xlf,  1.  Hftlffce.  1895.  i^. 

SociiU  des  seienees  naturelles  in  Cherbourg: 

Eemarques  sm  la  nomenclatDre  b^^paticologiqne  par  Anf^.  Le  Jolia. 
Paris  1894.  &>. 

Zeitschrift  „The  ]\Io)Uüt'^  in  Chicago: 

The  Monist.    Vol.  5,  No.  4.    Vol.  G,  No.  1.    1895.  8». 

Zeittehrift  ..  77;^  Open  Court''  in  Chicago: 

The  Upen  Court,    üo.  4ü9— 480.    1896.  4°. 
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Nonreg.  Gradmeernngs-Cominimion  in  ChriHiania: 
Astronomische  Beobacbtangen     ISl).').  4**. 

0.  £.  Scbiötz,  Iteäultate  der  1894  ausgeführten  PendelbeobacbtaogeQ. 
1895.  8<». 

Natwrforef^ende  Oe$^9chaß  Grav^ündene  in  Chur: 

Jabresbericlit     Neue  Folge.   Bd.  88.    1895.  8^ 
P.  Lorenz ,   I)i»>  pj  '^obnis'^e  dor  ."anitarischen  üntersuchangen  der 
Kekruten  des  Kantons  Graul-ünden.    Bern  1895.  4^*. 

Chemiker-Zettung  in  Cöthen: 
Chemiker-Zeitung  1896.    No.  48-101.  fol. 

Universität  in  Czeraowitz: 

Verzficbüiös  der  Vorlesungen.    Winter-Semester  1895/96.    1895.  8**. 

Uebersicht  der  akademischen  Behörden  1896/96.   1895.  8^. 

Die  feierliche  Inaogoration  det  Rektors  am  4.  Okt  1894.   1895.  8^. 

Prooimial-Commiasion  zur  Vtncaltung  der  westprettseis^n  Frovintial- 

Museen  in  Danzig: 

Abhaudlungeu  zur  Landeskunde  der  Provinz  WesLpreussen.  Heft  IX. 
1891.  40. 

QAorado  Seientifie  So&ety  in  Denver,  Cdorado: 
6  Abbandlnagen  ans  den  Proceedings  von  1896.  8". 

Verein  für  ÄnhaUis«^  GesdUcKte  in  Dessau: 
Mitthetlnpgen.  Band  VII,  3.  1895.  8**. 

Acadcntie  des  Sciences  in  Dijon: 
M^moires.    IV.  S  'rie.    romo  4.    Anndo«  189S-9t.    1Ö94.  $0, 

Gt  lthrte  esttnschc  GestUst^ft  in  Dorpat: 
Sitzungsbericht«'  1801.    1805.  B^. 

Union  gc^fn-^' fliitinc  <hi  Nor>-1  -h^  In  France  in  Douai: 
Bnlletin.    Vol.  IH,  trnnestre  1  —  3.    i895.  8". 

K.  sächsischer  Alterthuimoerein  in  Dresden: 
Jahresbericht  1894/95.    1895.  BP* 

Neues  Archiv  fär  aftchsische  Qeechicbte.  Bd.  XYI.   1896.  8^. 

Genertd^rektion  der  kgl,  Sammlungen  in  Dresden: 

Bericht  über  die  Yerwaltimg  der  kgl.  Sammlungen  in  Dresden 
1692/93.  1896.  fol. 

American  Chemical  Socidy  in  l'Jaston,  Pa.: 

The  Journal  of  the  American  Chemical  Society.    Vol.  17,  No.  10. 
1895,  8«. 

Siy>t(ish  Microscoyical  tSoctetg  tn  Edinburgh: 
Troceedinga.    Session  1894—95.    p.  177—276.  S^. 

Royal  Society  in  Edinburgh: 
Proceedings.   Vol.  XX,  p.  885—480.   1896.  8^. 

Verein  f&r  Gest^ichU  in  Eisleben: 
Mansfelder  Blfttter.  IX.  Jahrg.   1895.  8*. 

83* 
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Gf>^-^  JJschfift  für  bildende  Kumt  und  cateriänd,  AÜerthümer  in  Emden: 
Jahrbuch.   Bd.  XI,  1.  2.  1805. 

Natur fi)ischt:nde  Gesellschaft  in  Emden: 
70.  Jahresbericht  für  1693/94.    1896.  8'^. 

K,  ünioersüät  Erlangen: 
Schriften  ans  dem  Jahre  1894/95.       n.  8^. 

Beale  Aceademia  dei  GeorgofiKi  in  FUnrens: 
Atti.   IV.  Ser.    Vol.  18,  disp.  2.    1895.  Bf*. 

Seuckeiibergische  naturforschende  Gesellschaft  in  Frankfurt  alM.: 
Abhandlungen.   Band  XIX,  No.  I.  2.  1896. 
Bericht.   1895.  8^. 

Physikalischer  Verein  in  Frankfurt  a/M.: 
Jabresberidit  för  1898/94.   1895.  8". 

Naturwiseemdu^lither  Verein  in  FrankfuH  a/0,: 
HelioB.   18.  Jnbrg.  1895.  Ko.  1—6.  8^. 

Naturforschende  Gesellschaft  in  FreSbwg  ifBr.: 
Berichte.   Bd.  IX,  1-3.  1894-95. 

Kirch! Ich-historischer  Verein  in  Freihurg  i/Br,: 
Freibarger  Diöcesan-Archiv.    Bd.  24.    1895.  S». 

Universität  Fn  iburg  i»  ihr  Schweiz: 
CoUectanea  Fribui^<en»ia.    Fa«jc.  IV.    1095.  4'^. 
Behörden,  Lehrer  ond  Stadirende.   Wint-Sem.  1895/96.  1895.  8*. 

InetitiU  natknuU  in  Oenf: 
Balletin.  Tome  88.   1895.  8°. 

Observatoire  in  Genf: 
Kcsume  rtn'teorolo^ique  de  Vannt-e  1894.    1895.  8^. 
Sur  quelques  pariicularite»  de  i'hiver  lö9i/95.  par  A.  Kammermann. 
1895.  8^. 

SociHe  de  physiq^ue  et  d%istoire  naturale  in  Qtnf: 
MämoiroB.  Tome  XXXII,  1.   1894-95.  40. 

Unirer.iitäf  Qewf : 
Schrii'teu  aus  dem  Jahre  1804/'J5.  S''. 

Mn.«eo  cifint  di  storia  }iat>irale  in  Genua: 
Annali.    Ser.  II.    Vol.  U.  15.    1894-95.  8°. 

Otkerheesisthe  Gea^lsduift  für  Natur-  und  Heükunde  in  Oiemn: 
80.  Bericht.  1895. 

Unicersität  in  Giessen: 
Schriften  aus  dem  Jahre  1894/95  in  4^  und  8". 

Oberlansitzische  GeseVsrhnft  der  Wi^sefi<  haften  in  Görlitz: 
Neues  Lausitzi'^chp?  Maira/in.    Band  71,  lieft  1.  2.    1695.  8". 

K.  Geatll.ivhdft  der  WiHseiLsdniffoi  in  Göttingen: 
Göttingische  gelehrte  Anzeigen.  No,  VII— Juli  -December  1895.  4^ 
Nachrichten,  mst.-pbilol.  Classe.  Hett  B.  4.   1895.  4» 
,  MathenL-phya.  Clane.  Hefl  2.  8.   1896.  4». 
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AstroDomiscbe  MittheUangen  der  k.  Sternwarte  zu  GUittingen.  Tb.  17* 

1895.  40. 

Oe(Kli&flliebe  MitiheUiuig«D.  1896.  No.  2. 

Sternwarte  m  OdtUngen: 
A.  von  Koenea  a.  W.  Schur,  Ueber  die  Auswahl  der  Punkte  bei* 
Göttin<?en,  nn  wekh>  n  i^ei  Probe-Pendelmeianogen  Differenien 

zu  erwarten  waren.    1895.  4**. 

Denisoii  Scientific  Association  in  Granville  fOhiö). 

Bulletin  of  tbe  Scientific  Laboratories  of  Deniaon  üniversity.  Vol.  YIII, 
pari  1.  2.  8<*. 

JHe  Jowmal  of  Comparative  Netmiogy  in  Oremv^t 
Jornnal.  Vol.  Y,  p.  71—188.  8^. 

Landesmuseum  Joannntni  in  Gm:: 
LXXXIII.  Jahresbericht  über  das  Jabr  1894.    1896.  8P. 

Jfistori.srher  Vrrt  iit  filr  Steiermark  in  Graz: 
Mittheilunif.  n.    43.  Heft.    18'J5.  8^. 

Nalunrisseiischaftlicher  l^'t-rtin  für  Steiermark  in  Qrasi 
Mittheilungen.    Tahr^r.  1891.    Tieft  31.  1895. 

Gefiflflsrhitf!  für  l^onnnrr-rhi  Oi:st]iichle  in  Gretfswald: 
l'oiuuiersthe  'lenealogit-n.    liJ.  5.    1896.  8**. 

Ä.  niederländische  Jtegierung  im  Haag: 
J.  A.  C.  Ondemana,  Die  Triangulation  Ton  Java.  IV.  Abtb.  1895.  4®. 
Nederlandsch  kmidkondig  Archief.  1. 8er.  6.  Deel.  4*  Sink.  Kymegen. 

1895.  80. 

K.  ImtUuul  voor  de  TaaJ,  Land-  en  Volkenkunde  van  Nederlandsch 

Indic  im  Haag: 

Bijdraj^D.  VI.  Reeka.   Deel  I,  allev.  8.  4.  1896.  8^. 

De  Oarifbj^'s  te  Ngiüog7^kar(&  door  J.  Groneman.   1896.  4^. 

Soditi  Hottandaise  de»  Seienees  in  Haariem: 

Archives  Nt^erlanduises  des  I.  nri  s  exiictes.  Tome  29,  livr.  2.3.  1896.  8®. 
Oeurres  compietea  de  Christiaan  Huygens.  Vol.  VI.  La  iJaje  1896.  4^. 

Teuhr  Genootschnp  in  Haarlem: 

ArchiTe«  du  Musee  Teyler.    Ser.  IL  Vol.  4,  partie  4.    1895.  4*^. 
Verhandlungen  Tan  Teylen  tweede  Genootechap.  N.  R.  Deel.  V, 

Biuk  1.    1896.  8<*. 
Verband lungen  van  Teylers  godgeleerd  Genootacbap.  N.  S.  Deel,  XV. 

1895.  80. 

Gymnasium  tu  Hält  in  ISfreH: 
Programm  1694/96.  1896.  8^. 

Kais,  Leopoldinisek-Careilinisdie  deutsehe  Akademie  der  Naturfarsiher 

in  IlnJle: 

Leopoldina.    Heft  XXXI,  No.  11-22.    1895.  ■V\ 

'ninrin(i(sch'<fichsischer  G^srhieht^-  und  AUerlhutHsverein  in  Halle; 
Jahreabericbt  tür  1894/95.    1895.  ö". 
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Deutffche  morgenländische  Ge.stiiithaß  in  Uallc: 
ZeiUcbrift  Band  49,  Heft  2.  8.    Leip/.ipr  1895.  8^ 

Vniiermtüt  Halle: 
Schriften  aus  dem  Jahre  1894/96  in  4**  and  8. 

Natunrissen.'ichnflUcher  Verein  für  Sachsen  und  Thüringen  in  Halle: 

Zeitschrift  f.  Naturwiflsemchaften.  Bd.  68,  Heft  1  a.  2.  Leipzig  1895.  8*. 

Stadtbibliotkek  in  Bamhurg: 

Jahrbach  der  Hambnrgischeii  vi<»eofcbaftl.  Anatalken.  XLJthtg»  1898 
und  Beihaft  1894.  4«. 

Wettermaac^  (?cse{l«cAa/l  für  die  gwtmmie  Naiurhtnde  m  Hamm: 
BenchtL  1899-95.  1896.  Bf>, 

Historischer  Verein  für  Ntederiothte»  in  Hannoter: 
Zeitschrift.   Jahrgang  1895.  8^. 

Universität  Heidelberg: 

Leo  Küni^sber^^er,  Hermann  v  TTelmholtz's  Untorsnchnn^fen  über  die 

Grundlagen  der  Mathematik  und  Mechanik.    Ib95.  4°. 
Schriften  der  UniTertit&t  am  dem  Jahre  1894/95  in  4<»  n.  8<>. 

BiHoritch-philo8ophi8ther  Verein  in  Seid^erg: 

Nene  Heidelberger  Jahrbücher.  Jahrg.  V,  Heft  2.  1896.  8^ 

FHntänditt^  GeseUsehaß  der  Wiasenediaften  in  Helnngfare: 

Olservations  mcteorologiques.    1889—1890.    Kuopio  1895.  Ibl. 
Obaervations  (metooroloj^iqup^;).    Vol.  XH,  livr.  1.    1894.  fol. 
Acta  societatis  pcientiarum  Fennicae.    'l'om.  20.    1895.  4^. 
ÖfversiKt  XXXVI.  1893/94.    1894.  8*. 

Bidra^  tili  kännedom  af  Finlands  Natar  och  Folk.  Heft  51-66, 
1894/95.  80. 

Universität  Hphinnf^rs : 

^Schriften  iier  Uui\ orsität  Helsingfora  aus  d.  Jahre  1891  95  in  4'^  u.  8^. 

Verein  für  su'lit  nlmiyi&thc  Landeskunde  in  HcrniannstaiU: 

Aixhiv.    N.  ¥.    Bund  XXVI,  Heft  3.    1895.  8^. 
Jahresbericht  für  das  Jahr  1894/96.   1895.  8*. 

Siehenbürgiacher  Verein  für  NcUurwiaeensdMfUn  in  Uermanntiadt: 
Verhandlungen.  44.  Jahrg.  1695.  8^. 

Mithigan  Mining  5(Aoot  tu  Hoitghton: 
Prospectns  of  eleciive  studiee.  May  1895.  8^. 

Karpatheu      rein  in  Iffiö: 

Jahrbuch.    XXIL  Jahrg.    1895.  8». 

Jb'erdinandeum  iti  Tnnsbruck: 

Zeitschrift    3.  Folge.    Hand  39.    1895.  8'. 

Mr  Jicini.-ich-nafurwistacnschafUiche  Gf  <rlJsrhaft  in  Jena  : 

JenalHche  Zeitschrift  für  Natnrwinenschaft.  Bd.  29,  Üeft8u.4.  B4.30, 
Heft  1.    1895.  8^ 
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Verein  für  Tliiirnhilschf  Geschichte       I  ' AUerthumekunde  in  Jena: 
Zeitsr-brift.    Bd.  Viil,  3.  4;  IX,  1.    IbUB/Oi.  8». 
lie^c^su  dipiomatica  necnon  epistoluria  bütoriae  Thuringiae.  1.  iialb- 
bana.  1895.  4^ 
Natwrforathende  GeeeÜs^af^  hei  der  UniveraUät  Jurjew  (Dorjpat): 
Sitzungsberichte.    Bd.  X,  3.    1896.  8*. 
Schriften.   No.  VIII.    1895.  4<>. 

Unirfrf:i(ä(  Jnrjew  (Dorpat): 
Schriften  der  Universität  aus  ileiu  Jahre  1891/95  in  1"  u.  8**. 

Centraibureau  für  Meteorologie  etc.  tu  Kdrlnrnhe: 
Jahresbericht  des  Centralbareaus  für  das  Jahr  1894.    1895.  i9, 

Orossherzoglich  technische  Hochschule  in  Karlsruhe: 
Schriften  aoa  dem  Jahre  1891. 96  in     n,  8^. 

Orossh,  badi/^e  Staate^Alterihümereammlung  in  Karlsruhe: 
Veröffentlichnagen  der  grosah.  badtschen  Sammliingen.  1896.  4^. 

SoeUU  j^ysieo-mathSmaiique  in  Kaean: 
Balletin.  II«  Särie.  Tome  IV,  No.  3.  4;  V,  No.  1.  2.   1694/96.  8^. 

Universität  Kasan : 
Utschenia  äapiski.   Tom.  62,  No.  2.  7.  8.  9.  11.    1895.  8». 

Veri'.,i  für  hessi^^rhr  frf^chichte  in  Kassel: 
Zeitachrift.    N.  F.    Bd.  XIX.    1Ö94.  8«. 
Mittheilungcu.    Jahrg.vr.g  1892.    1893.  8». 

Verein  für  Naturkunde  in  Kastel: 
Abhandiaogen  und  Bericht  XL.  1896.  8^ 

ünitertität  Kharkow: 
Sapiaki.   1895.  Heft  8.  8». 

K,  [fniversifat  in  Kid: 
Schriften  aus  dem  Jahre  1894/96.  4^  u.  8*^. 

Gesellschaft  für  Schleswig-Jhhtein'Lauenburgische  GeacMckte  in  Kiel: 
Zeitschrift.    Band  24.    1894.  S». 

NaturwissenschaftlieJit  r  Verein  für  Schleswig-Holstein  in  Kiel: 
Schriften.   Band  X,  Heft  2.   1835.  8^. 

Universität  in  Kiew: 
Iswestija.    Vol.  ^5,  Nr».  8- in    1895.  8**. 

Aerztiii  li-inif  itriri>-^'  ii  -i  Ii  i/tiicher  Verein  in  Klausenburg. 
Ertesitö.    3  HclW.    1605.  b'\ 

Kroatische  archäologische  Gesellschaft  in  Kntn: 
Glasilo.  Band  I,  Heft  3.   1895.  4^. 

Phgeikaliseh-öhmomisehe  Gesdlachaft  in  Königsberg: 
Schriften.  86.  Jahrgang.  1894.   1896.  49, 

Uniieersität  in  Königt^erg: 
Schriften  aus  dem  Jahre  1894/96.  4^  a.  8^. 
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GenenlcHjisl:  Institut  j'n  Kop^f^harjen: 
Arabere  og  Kabvier  Skildrinf^'er  af  Carit  Ktiar.  2  Bde.  1868  —70.  8^. 

K.  Akademie  der  Wissenschaften  in  Kopenhcigen: 
0  versigt.    1896.  No.  2.  8« 

Skrifter.   1)  hittorisV.  AM.  IV,  2.  2)  oatarrid.  Af9.Ym,l.  1895.  4« 
GeaeUsthaß  für  nordiatite  AUerthwn$htnde  in  Kopenhagen: 

AarbOger.    H      lekke.    Ban.l  10,  Heft  2  u.  8.    1895,   8».  ' 

Akademie  der  Wissenschaften  in  Krakau:  j 
Sprawozdania  koniisyi  ßzyograficzney.    Tom  20.    1894.  8®. 
Zbi<5r  wiaUomobci  do  AntropoL    Tom.  XV  Iii.    1895.  8**. 
Anseiger.   1895.   Juni,  Jnli,  Oktober.  Norember.  8^. 
Rozprawy.   ;i)  hisior.  filose.  Ser.  II,  Tom.  6.  b)  mathemat.  8er.  II, 

Tom.  7.    1895.  b". 
Biblioteka  pisarxy  polskich.    Tom.  30.    1895.  8". 
Finke],  Bibliografia  histor.   Tom.  2,  Heft  1.   1896.  6^. 
Arcbiwum  literat.   Tom.  8.    1896.  8'. 

Famiftnik  (mathemat  )   Tom.  18,  Heft  3.    1895.  4*. 

Historischer  Verein  für  Niederha^tn  in  LandehtU: 
Verhandlungen.    31.  liand.    1895.  &\ 

Sociele  Vattdnü<e  den  f>cience.f  nattireUc:^  in  Lausaune: 
Bulletin.    Ilf.  Serie.    Vol.  XXXI,  No.  117.  118.    1895.  8«. 

MaatschajqnJ  can  Nederlandsche  Letterkunde  in  Leiden: 
Tijd.schrift.  Deel  XIY,  No.  3,  4.  1896.  81".  1 

JT.  »ädmsdie  OeseUsthaft  der  Wissenet^e^e»  in  Leipzig: 
Abhandlungen  der  pbilol.-hidt.  Classe.   B  ind  XV,  No.  3.  4.   1886.  4*. 
Berichte.    Piiilol.-lKs' .  rias^jn.   1895.  I.  II.  -^'l 
Abhandluogen  der  uiath.-pbya.  Clatii^e.    Bd.  XXII,  No.  2—5. 
Berichte.  Math.  pbys.  Ciasee.   1886.  Heft  II— IV. 

Jourwd  für  praktise^  Chemie  in  Leipzig: 
Journal.  N.  F.  Bd.  61,  Heft  12.   Bd.  62,  Heft  8-11.   1895.  8^. 

Anatomische  Gesclhchaft  in  Leiii:l[}: 
Wilhelm  Hie,  Die  anatomische  Nomcnclatur.    1895.  8*. 

Astronomische  Gi^rU^chaft  in  Leipsig: 
Katalog.    I.  Abth.  10.  StQek.    1895.  4®. 
Vierteljahraschrift.   30.  Jahrg.   Heft  3.    1895.  8^. 

ArtJiiv  der  Mathematik  und  JPkjfiik  in  Leipzig: 
Archiv  der  Mathematik  und  Physik.  IL  Reihe,  14.Th«il,  1.  n.  2.  Heft. 
1896.  8". 

Verein  für  Erdkunde  i)>.  Leipzig: 
Wissenschaftliche  Veröffentlichungen.    Bd.  II.    1895.  8^. 
Hittheilungen.  1894.   1896.  80. 

FaeM  «i  lARe: 
Ti-avanx  et  M^moires.  Tome  III,  No.  10— M.  1893. 

Universitij  of  Nebraska  in  Lincoln: 
BoUetin  of  the  Agricultural  Experiment  Station.  No.  48.  1695.  8^. 
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Museum  Francisco-Carolinum  in  lAm: 

63.  Jabre«»benclit,  nebai  47.  Liefemng  der  Beitrfige  rar  Landetknnde. 
1896.  8«. 

ZeUadtriß  ^La  CeUule'  in  Loewen: 
La  Gellnle.  Tome  XI,  1.  1806.  4*. 

The  Engfiih  Historie al  T^ccieir  in  London: 
Hisiorical  Review.   Vol.  X,  No.  39.  40.   1896.  8^. 

Royal  Society  in  London: 
Philosopbical  TraosaciioQS.   Vol.  186,  part  iL   A.  B.    1696.  4*. 
Proceodings.  Vol.  68,  No.  847-862.    1896.  8^>. 

B,  Astrornmieal  Soeiei$f  m  London: 
Monthlj  Notices.  Vol.  65,  No.  8.  9.  Vol.  66,  No.  1.   1896.  8<>. 

Chemical  Society  in  JaukV^h: 
Journal.    No.  392—397.   July— December  1896.  S*. 
Proceeding».   No.  154-156.    1895.  8®. 

Geological  Society  in  London: 
The  quarterly  Journal.   No.  201—204.   1895.  8*. 
Geological  Literatnre  daring  the  halfjear  ended  Dec.  1884.  1895.  8^. 

Linnean  Society  in  Jjondon: 
Proccedini^^.    Nov.  1893  to  June  1894.  8«. 

The  Journal.    Zoology.    Vol.  25,  No.  158  — 160.    Botany.    Vol.  SO, 

No.  909.  210.   1894.  8». 
The  Transactiona.  II  Ser.  Zoology.  Vol.  VI,  part  8.  Botany.  Vol.  IV, 

part  2;  V,  part  l.    1894  -96.  4«, 

List  1894/96.    1894.  8^. 

Mcdical  and  Chiiurgical  Society  in  London: 
TranaacUons.  Vol.  7a   1896.  8^. 

Boffäl  Miawoopieai  Sodtiy  in  London: 
Journal.   1896.  Part  4—6.  8^. 

Zoological  Society  in  Loidon: 
Proceedinga.   1895.   P^rt  II.  SP. 

Zuisvhrift  „Nature"'  tu  London: 
Natm-e.    Vol.  52,  No.  1334—57.    1895.  i^. 

Academy  of  Science  in  St.  Louis: 
TraoMction«!.  Vol.  VI.  No.  18.  Vol.  VII,  No.  1—8.   1895.  8^, 

Soeiite  gMoffique  de  Belgique  in  LiUtith: 
Annales.    Tome  XX,  3;  XXI,  8;  XXII.  1.  2.    1892-95.  8«. 

Seclion  historique  de  Vinsiitut  lioynl  Grand-Duced  in  Luxemburg: 
Publicationi.    Vol.  42—44.    1895.  8*». 

Hi^'nnsch*'!-  V^erein  der  fnvf  Orte  in  JACxn: 
Der  Qescbicht.^freuüU.    lid.  50  u.  1  Fahcik'  1  1'..  ilagen.  Stans  1896.  8°. 

Acadcmie  des  sciencen  in  Lyon : 
Cartnlaire  Lyonnais,  documents  in^ita  recueilUa  et  publica  par  H.'C. 

Guigue.   Tome  II.    1893.  4^ 
H^oires.  Sciences  et  lettre«.  III.  64r.  Tome  2.   Paris  1898.  4^. 
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Sociele  d'agrimJture,  science  et  indtistrie  in  Lyon: 
Annaies.   VII.  Ser.    Tome  I.  1893.    1894.  40. 

Society  d' anthropologie  de  Lyon: 
Balletm.  Tome  12.  18.   1894—95.  6". 

Soeiiti  Idnnienne  in  Lyon: 
Annales.  Tome  88—40.  1691— 9S.  8**. 

Onothera  oq  Oenothera.  Les  Anee  et  le  Tin  par  le  D'  8aint>I«ger. 

PariB  1893.  b^. 

ü.  Academia  de  la  hißtoria  in  Madrid: 
Boletin«   Tomo  27,  enad.  1-^8.  1895.  8<^. 

Jt.  Äeademia  de  eiendas  in  Madrid: 
MeiDorias.  Tomo  XTI.  1885.  4^ 

Fondatione  eeientifiea  CagwAa  m  MaÜand: 
Atti.  Vol.  XII.  Xm.  1894/96.  80. 

B.  Istifutn  Lombardo  di  sciente  in  MaQand: 
Rendiconti.    Sor.  II.    Vol.  26.  1893.   Vol.  27.    1894.  8". 
Memorie,    a)  tiasse  di  lettere.    Vol.  XIX,  2;   XX,  1.    b)  CIosäc  Ji 

scienze  inatematiche.    Vol.  XVII,  4;   XVIII,  3.    1893/95.  4^ 
Indioe  generale  dei  lavori  dalla  fondazione  all*  anoo  1883.  1891.  8^. 

Soeietä  Jtaliana  di  tetense  ntUuräli  in  Mailand: 
Atti.   Vol.  35,  faac.  1.  2.   1895.  8*. 

Soeietä  Sloriea  Lomharda  in  Mailand: 
Arcbirio  Storico  Lombardo.  Ser.  III.  Anno  22,  fas,-.  6.  7.   1896.  &*. 

Literary  and  philosophical  Society  in  Manchester: 
Memoirs  and  FroceedincTs.  IV.  Serie.  Vol.  9,  No.3— 6.  1894/95.  ö*. 

l^nirf^rfsität  in  Marburg: 
Schriften  aua  dem  Juhre  lSül/9.5  in  4®  u.  ^. 

Facidte  des  sciencea  in  Marseille: 
Annales.    Tomo  III,  fasc.  1—3  et  SuppK^raent.  Tomo  IV,  fasc.  1—3. 
1893/94.  40. 

Annales  de  Vlnstitut  botanico-gdologique  cotonial-  Vol.  I.  Paris  1893.  6^. 

Verein  für  Geschichte  der  Stadt  Meieeen  in  Meissen: 
MittheiluDgen.   Band  IV,  1.   1895.  8*^. 

Acadtmie  in  Mit:: 
Memoire«.    Ann«<p«  1892/93,  1893/94  t  t  189i'95.    1896.  8«. 

Observalofiv  meleorohiqwo  central  m  Mexico: 
UüleLin  mensual.    Mayo— Setiembre  1895.  4°. 

Comiaion  (jeolögica  Mexicana  in  Mexico: 
Boletin.  No.  I.  1895.  4^. 

Eipedicion  cienfffi<  a  al  Popocatepetl  por  Jos^  0.  Agailera  j  Eteqniel 

Ordofiez.    1895.  8«. 

Bfifia  Accüiirmiii  <Ji  i^rirn:e  icttcrc  ed  arti  in  Modsna: 
Memorie.   Serie  II.   Vol.  10.   1894.  i^. 
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Amministrmione  deUePuhhHcasmni  Ca^sinesi  in  MonteeaesinofCaiertaJ: 
Spicüegium  Cafinense.    Tonim  IV,  1.    1895.  fol. 
Internationales  Tausch-Bureau  der  IxepuhUk  llnigua;/  in  Motärtideo: 
Comercio  exterior  j  movimiento  de  nave^acion  en  el  aiio  1894.  1895.  4*^. 
Nnestro  pais  por  Oreitea  Antdgo.  1885.  8^. 

Aeaähnie  de  teienees  et  lettree  in  MaiUpeUier: 
Mtfmoiret.  Section  des  letkes.  2«  S^rie.  Tome  1.  No.  1—4. 

Section  des  sciences.  2«Ser.  Tome  1,  No.  1—4.  Tome  2,  No.  1. 
Section  de  mödecine.  2«  Särie.   Foine  1,  No.  1.  1893. 

Dasdxkotc^sches  ethnographisches  3[useum  in  ^loslcau: 
Sistematitscheskoe  Opisanie  Kollekzij  Dascbkowskago  ethnografitsches- 
kago  MuMa.  Bd.  IV.  1895.  4<». 

JHreetioH  dea  MuUes  public  et  BoumiafUto»  in  Moekau: 
Compta-rendu  (in  ras«.  Sprache).  1893—94.  1896.  Bf^, 

8o&Mi  Impiriaie  dee  Naturälietee  in  Moskau: 
Bulletin.   Änn^e  1895,  No.  1.  2.   1895.  8<>. 

Lick  Observalory  in  Mannt  Hamilton,  California: 
Contributions.    No.  1.    Sacramento  1895.  8°. 

Deutsche  Gesellschaft  für  Anthropologie  in  Berlin  und  München: 
Corresponden/.!»latt.  1895,  No.  6—10.  4". 

K.  hager,  lechnisdtc  Hochschule  in  MüncJieu: 
Programm  fiir  das  Jahr  1895/96.    1895.  8". 
Bericht  für  das  I  ihr  1894/96.    1895.  40. 
Personalütend.    Wioter  Sen  e  tor  1895  -96.    1895.  8». 

Univer^iital  in  3ffmchen: 
Schriften  aus  dem  Jahr  1895  in  4*^  <i  8^. 

Historischer  Verein  in  München: 
Monatsschrift.    1895.    No.  10.  11.  8^ 
Oberbayeriachea  Archiv.  8d.  49,  Heft  1.  1895.  8^. 
66.  und  57.  Jahresbericht  1895.  8^. 

A>'i  :iUch€r  Verein  in  Milndten: 
SiUungtberichte.    Ud.  IV.  1894.    1895.  B^. 

Akademischer  Verlag  München: 
Hoch^ohul  Na<  hricliten.    1895.    No.  55—59.  4«. 
Westphal.  l'fnrui  :i'd  -Vueiv  für  Winsenschaft  und  Kumt  in  Müneter: 
22.  Jahresbericht  lür  1ÖÜ3/'J4.    1894,  8«^. 

Acadimie  de  StannaUis  tn  iVa/icy; 
M^oires.  5«  S^e.  Tome  10.  11.   1893.  8^. 

SoeiHl  des  ecieneea  in  Nanci/: 
Bulletin.  Ser.  II.   Tome  18,  fiwc.  28.  29.  Pan«  1894.  8». 

Catalo^ue  de  la  bibliotheque.    1891.  8". 

lieale  Äccndemia  di  scievrc  mnrcdi  et  politidie  in  Neapel: 
AUi.    Vol.  27.    1894-95.   1895.  8«. 
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IL  Accademin  deUe  scieme  fisiche  e  matematiche  in  üfeapd: 
Rendiconto.    Ser.  3.    Vol.  1,  fasc.  6-11.   1896.  S«. 
Atü.   Ser.  II.   Vol.  7.    1895.  40. 

Zoologische  Station  in  Neapel: 
MitttMilnngeii.  Bd.  XII,  1.  Berlin  1895.  8P. 

Historischer  Verein  in  Neuburg  a/D..* 
Kollektaneen-Blatt.   58.  Jahrg.    1894.  8<^. 

North  of  Enrfland  Institute  of  Engineers      Nnr-Cn-ifte  (upoln^T^ntJ: 
Transactions.    Vol.  44,  p.irt  4  und  Appendix,    iöOö.  8<*. 
Report  of  Ihe  Proceedings  oi  the  flatuelesä  exploäivea  CommiUee. 
Pnrt  1, 2.  1895.  8«>. 

(UmweHeut  Academy  of  Aris  and  Sdenees  in  NewBoüm: 
TnuiMCtions.  Vol.  IX,  2.   1895.  8^ 

Ihe  Americatt  Journal  of  Science  in  Netc-Haren: 

Journal.   No.  295  u.  206.    July  aad  August  1895.    No.  298—300. 

October— December  1895.  S^. 

Obsercalory  of  ihe  Yale  Univermly  in  Netc-Maven: 
Report  for  the  year  1894—96.    1895.  8<>. 

American  Museum  ef  Natural  Hieiory  in  New-Y&rk: 
Annual  Report  for  the  year  1884.   1895.  8<^. 

American  Chemical  Society  in  New- York: 
Jounial.   Vol.  17,  No.  8.  9.  11.   Easton  1895. 

American  Geoyraphical  Society  in  NeW'York: 
Bulletin.    Vol.  27,  No.  2.  3.    1895.  8«. 

State  Museum  in  New- York: 
Bulletin.    Vol.  3,  No.  12.  13.    Albany  1895.  6^. 

Naturhiatoritiche  Gesellschaft  in  Nürnberg: 
Abhandlungen.    Band  X,  Heft  3.    1895.  S^. 

Verein  für  Oesehu^e  der  Stadi  Nürnberg: 
Jahresbericht  1898.  1894.    1894/95.  8«. 
Mittheilottgen.   Heft  11.    1895.  8^. 

Vrreiti  für  Naturlcunde  in  Offenbach: 
88.-86.  Berirht  181)1  — 'J5.    1695.  8^ 

Vfvcin  für  Geschichte  und  Landeskunde  in  OsHabrück: 
Mittheilun^'on.   20.  Band.    1895.  8^. 

Naturwissemchaftlicher  Verein  in  Osnabrück: 
10.  Jahretberieht.  1895.  8^. 

Qeologicai  Survey  of  Canada  in  Ottawa: 
Annual  Report.   New  Seriee.  Toi.  Tl.  1885.  8^. 

Boyid  SodHy  of  Canada  in  Ottawa: 
Proceedings  and  Transactions.   Vol.  XII.    1895.  4"*. 

Circrih)  mntcmnticn  in  Palermo: 
Rendiconti.   Tomo  IX,  faac.  3-6.   1895.  4°. 
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Academie  de  midedne  in  Parut: 
Bulletin.    1895.   No.  26-61.  S». 

Acadimie  des  sciences  in  Paris: 
Comptes  renduB.  Tome  121,  No.  1-6.  8—26.  1896.  4^. 

Büiliothique  fuUionaie  itr  Paris: 
Oatalogoe  des  Manuacrits  arabes.  Fase.  3.   1895.  fol 

Mcole  p9li/h:ch)nque  in  PariiS 
Jonnial.  Cahier  68  et  G4.    1893/94.  40. 

Comite  intrrnalioHul  des  poids  et  mesures  in  Paris: 
Travaux  et  Mdmoirt-s.    Tome  8.  10.    1893/94.  fol. 
XVI*  Rapport  aar  Texemoe  de  1893.   1893.  fol. 

Moniteur  Scientifique  in  Paris: 
Monitenr.   Livr.  648—648.   Juillet  -D<^cembre  1896.  4P, 

Mnsee  Guimet  in  Paris: 
Anniiles  in  4''.    Tome  XXV.  XX VI,  1.    1894.  4^ 
Anualeä.    ßibliotheque  d  utuded.    Tome  4.    1894.  8^. 
Revue  de  l'hiatoire  des  r^ligions.  Tome  27,  8;  28«  1—8;  29,  1 — 8; 
80,  1—8;  81,  1.    1893/94.  8«. 

Museum  d'histoire  naturelle  in  Paris: 
Bulletin.   Ann^e  1895,  No.  4-6.  BP. 

Kouvelles  Archive«.  Sär.III.  TomeV,  VI.  1.2.  VII,  1.  1898—86.  49. 
Centenaire  de  la  fondation  da  Hasäam  d  hitL  nat*  Volame  comm^- 
moratif.   1893.  i^. 

Soeictr  d'anÜiroiHiUxjie  in  Paris: 
BttUetina.  1893.  No.  6-12.  1894.  No.  1—9.    1893/94.  8«. 
MImoixea.  lU.  SMe.  Tome  I»  fiuc.  1—8.  1898/94.  ffi, 

SoeiiU  de  ghgrapkie  in  Paris: 

Cnrnptp.>  rcn.lns,    1895,    No.  9—13.  8°. 

Bulletin.    Vil.  Serie.    Tome  XVI,  2  et  3  trim.    1895.  8«. 

Soeit'tc  de  matlitmatique  de  France  in  Paria: 
Bulletin.    Tome  23,  No.  4-8.    1895.  Q^. 

SociHi  zoologique  de  France  in  Paris: 
Bulletin.    Tome  18.    1893.  8^. 
M^oisee.   Tome  VI,  partie  1—4.   1898.  SP. 

Academie  Tmphudf  des  sciences  in  St.  Petersburfft 
Bulletin.   V.  S6t.    Tome  '2,  No.  5.    Tome  3,  No.  1.    1895.  4P. 

Coiniti  (itiiiuyiquc  in  St.  Peffrshttrg: 

Bulletins.  Vol.  XII,  8.  9;  XIII,  1-9;  XiV,  1-5  et  Suppl.  au  Tome  XIII. 
1893-95.  8«. 

Mämoires.    Vol.  VIU,  2.  3;  IX.  3.  4;  X,  3;  XIV,  1.  3.    1894/95.  4«. 

Russische  m^h-onomische  Gesdlschaft  in  St  Peter^wg: 
Iswestga.   Heft  4.    1895.  8^. 

Sph^meridet  dei  tftoües  (W.  Bdllen)  ponr  1896.   1896.  8^. 

Kaiserl.  rwsische  geographisehe  QssdUdkaft  tn  8t,  Petersburg: 
Beobachtungen  der  russisclien  Polantation  an  der  LenamOnduD^. 

Tb.  JL   1882-84.   1896.  4P, 
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Kaiserl.  mineralogische  Gesellschaft  in  St.  Veter»hurg: 
Materialien  zur  Geologie  Russlands.  BJ.  XVII.   1895.  b^. 
ThytU^A,'<^«mi^he  Oesellechaft  an  der  iais,  ünieersäät  St.  Petersburg: 
Seburnal.  Tom.  XXVII.  Heft  4—8.    1895.  8^. 

SoeiSti  des  naturalietes  de  St,  Peter^urg: 
Travaux.    a)  Section  de  g<  »lo^^ie.   Vol.  23.    b)  Section  de  xoologte. 
Vo!.  in    c)  Section  de  boUnique.  Vol.  25.   1896.  8». 

Protokoly.  1896.  No.  1-5.  8» 

•    Kaiserliche  UniversUäl  in  St.  PetenXfurgt 
Obosrcnie.    181)5/96.    1895.  b^. 

Woitotschnyje  Sai^jetki.  (Orientaliscbe  Bemerkongen.)  1895.  4P 

Aeademg  of  ntUural  Seiencee  in  Phüaddj^a: 
Journal,   VÖl.  IX,  part  4.    1895.  fol. 
Proceedings.    1895,  part  I.  8^ 

Ilistorical  Societi/  nf  Pennfi/lcania  in  Philadelphia: 
The  Pennsylvania  Magazine  ot  History.  Vol.  XIX,  No.  1—3.  1895.  8^ 

Alumni  .1  > *?oc/flfiV>n  of  ihe  Colle^f  of  Pharmnry  in  Philadelphia: 

Alumni  Kei.oit,  Vol.  31.  No.9.  Juncl895.  Vol.  32,  No.  l.  2.  October, 

November  1895. 

American  Philosophical  Society  in  Philadelphia: 
Proeeedinge.  Vol.  84,  No.  147.  1896.  8^. 
Traniactions.  New  Series.  Toi.  XVin,  parfe  8.   1895.  4^ 

Ii.  Scuola  norntalr  sui>prinre  di  Pisü: 
Annali.    Scienze  fisiche.    Vol.  VII.    1895.  80. 

Portland  Society  of  nnfnrnJ  HiHory  in  Partland: 
Proceedings.    Vol.  II,  part  3.    1896.  8®. 

höhmische  Kniser  Franz- Joseph- Akadcmi'^    *  Vr-vi: 

Rozprawy.  Tjeidal,  üocnik  3.  cislo5;  Thda  II.  Eocnik  3,  citilo22— 32. 
T.idA  in,  RoCafk  3,  ^fglo  1  und  4.   1894.  8». 

Historickv  Archiv.    Öislo  6.    1895.  80. 
Vd9tnik.  ■  Rocm'k  IV.    Öi'slo  1-3.    1895.  S«». 

BuIIt.'tin  international.  Clause  des  scicnt  es  raathematiqnea  I.  1894.  8*. 

Gesellschaft  zur  Förderung  deutscher  Wissenschaft,  Kufist  und 

Literatur  in  Prag: 
Uebersicht  über  die  Leistungen  der  Deutscheu  Höhmend  auf  dem  Oe- 
biete  der  Wisaenschaft  etc.  im  Jahre  1893.    1895.  8». 

Mathematisch- physikalische  Gesellschaft  in  Prag: 
Öaeopiä.    B  ind  24,  No.  1-5.    Rd.  25,  No.  1.    1894/95.  8«. 

A'.  A'.  Ih  utscJir  (Citri- J-'t  rdiiiauilH)  Univ*  r-  if'H  in  Prag: 

Ordnung  der  Vorh  sun^en.   Winter-Seme«fcer  1895/06.   1Ö95.  8®. 
PeraonaUtand  189a/U6. 

Verein  für  Natur-  und  JleUkunde  in  Pre&shurg: 
Terhaadlongen.  Jahrg.  1892-98.  N.Folge.  Haft  8.   1894.  8*. 
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Arr]in,hh)fi!ral  Iiif^tilule  of  America  in  rrineeton  {I^eu-Jers€i/) : 
American  Journnl  of  Arcliaeology.    Jan.— Sept.  1895.  8''. 

K(jl.  botanische  Gesellschaft  in  Jlegensburg: 
EAta]og  der  Bibliothek.   Th.  L   189a.  8^. 

Ilistmriaeher  Verein  in  Begensbu  rg: 
VerhandlungeD.  Bind  47.  1895.  8*^. 

Obsrrrnforio  in  Rio  de  Janeiro: 
Aonnario  1895.    1894.  8». 

Geological  Societt/  of  America  in  BodieHer: 
Bulletin.   Vol.  VI.    1895.  8". 

7?.  Arrai^fi/iiti  dci  TAticei  in  Moni: 
Atti.  Ser.IV.  Memoire  della  claswe  di  scienze  fisiche.  Vol.  VII.  1894.  4^. 
Aiti.  S«r.  V.  Classe  di  acienze  fisicbe.  Rendiconti.  Vol.  IV.  Semestre  I, 

fa8C.  12.    Semestrc  2.  fiisc.  1-7.    IPOr..  1^ 
Atti.  Ser.  V.  CIji«?''^  fli  FcienTic  morali.  Vol.  I.  pavt.  1.  Memorie.  1894. 

Vol.  III,  part.  2.  Nolizie  degli  scavi.  April— Au>?.  1895.  1894/95.  4**. 
Rendiconti.   Classe  di  acienze  mnrali.   Serie  V.  Vol.  IV,  fasc  4^8. 
1895. 

Rendiconto  deir  udunanza  soienac  del  9  Giuj^no  1895.    1895.  4°. 

Jf.  ComHatn  gcologico  d'Italia  in  Born: 
ßollettino.    Anno  1695,  No.  2  ii.  3.  8^. 

Accademin  Pontificia  de'  Nuoci  lAncci  in  Rom: 
Atti.    Anno  47,  Sessionc  V.  Anno  48,  Sesaione  I— VII.  1894/95.  4°. 

Kais,  deutsches  archäologisches  Institut  (röm.  Äbth.)  in  Born: 
Mittheilangen.   Vol.  X,  No.  1.  2.  1895.  8^ 

B,  Ministero  deUa  IsiruHone  puibhlica  in  Born: 
Indici  e  catalogbi.   42  Hefte.   1886/^6.  8^. 

Zeitschrift  L" Oriente  in  Ihm: 
L'Oriente.  Riviata  trimestrale.   Anno  II.  No.  1.  2.   1895.  8P. 

Kgl.  italienw^  Begicrung  in  Bom: 
Opere  di  Galilei.    Vol.  V.   Pirenze  1895.  4». 

B.  Socieiä  Bomana  di  storia  patria  in  Bom: 
ArcUivio.    Vol.  XVIII,  1.  2.    1895.  SP. 

Unieereität  Boatoch: 
Schriften  ans  dem  Jahr  1894/95  in  4^  n.  Bf^. 

Aeademie  des  seieneee  in  Bauen: 
Pr^cis  analytique  des  trava  IX.  .An nee  1891/92  et  1802/93.  1893/94.  8«. 

Accademia  degU  Agiati  in  Bocerelo: 
Atti.    Anno  145,  Serie  III.    Vol.  I,'  fase.  2.    1895.  8». 
Tlic  Amfrirnn  A'^sorintinn  fi)r  fhe  nranccmcnl  of  science  in  Salem: 
Proceedings  for  tlie  43^  Mt.-.tinK'.    August  1894.    1895.  8®. 

Amrrirn)!  Juitni'd  of  Science  in  Salem: 
Jöurniii.    No.  297.    (Sept.  1695.) 
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Historisdier  Verein  in  Sl.  Gallen: 
ürkundenbuch  der  Abtei  Sanct  Gallen.    Th.  IV.  Lief.  4.   1896.  4«. 
Der  Klosterbruch  in  Rorschach  und  der  8t.  Galler  Kthtg  1489^ 
▼Oll  Job.  üäne.    1896.  8^. 

Ohsercaforio  €uiron6mico  meteoniöffioo  in  San  Salvaior: 
Anales.    Iö05.  fol. 

California  Arademy  of  Sciences  in  San  FrancUco: 

Proceedings.    Vol.  IV,  part  2.    1895.  8**. 
Memoire.    Vol.  II,  No.  4.    1895.  4*». 

Geselhcliaft  für  Salzhurger  Landeskunde  in  Salzburg: 
ICitheiliiiigeo.  85.  Verein^ahr.  1895.  6^* 

JT.  K,  StaaUgymnatium  m  SMmrg: 
FlrojcnuDtn  fOr  das  Jahr  1884/95.  1896.  8<*. 

Jfutüuitio  y  ObtenaUmo  ä$  marina  in  San  Femanndo: 
Almanaqoe  naütico  para  1897.  Madrid  1895.  4^. 

K.  K.  archäologischen  Museum  in  SpaltMto: 
Balletfeino.   Anno  18,  No.  6—11.    1895.  8<». 

Hi^^torischer  Verein  der  PfaU  in  Speyer: 
Mittheilungen.    XIX.    1895.  8». 

K.  schwedische  Akademie  der  WisMenschaften  in  Stockholm: 
Öfversigt.    Vol.  61.    1894.   1895.  8^ 

Aetronomieka  Jakttagelser.  Vol.  Y,  Heft  1—4.   1893—95.  l^. 
Hj.  Th^l,  Om  SveriKes  zoologiska  haftttation  Eriituiebttg.  1886.  8^. 
Handlingar.    Bd.  26.    1894/95.  4«. 

K,  VitterhetSf  Historie  och  Antiquitets- Akademie  in  Stockholm: 

Aatiquarisk  Tidskrift  för  Sverige.    Del  V,  No.  4;  Del  XIV,  No.  2; 
Del  XVI,  1-3.   1895.  80. 

Oeologiska  Förening  in  Stockholm: 
Förhandlingar.   Bd.  17,  Heft  1—6.    1896.  8®. 

Gesellschaß  zur  F(frderuH0  der  Witeenechaßen  in  Straesburg: 
Monatsbericht  Heft  6  q.  Heft  1895.  BP. 

Univereität  Straealnirg: 
Schriften  am  dem  Jahro  1894/95.       n.  8^. 

K.  statistisches  Landesamt  in  ShlUgaH: 
Besofareihnng  de»  Oberamts  Cannstadt.   1896.  8^ 

Geological  Surret/  of  New-SotUh'Wiäes  in  Sydney: 

KeconU.    Vol.  IV,  4.    1895.  4«. 

Memoire.    Palaeontolog-y.    No.  9.    1895.  4®. 

lioiful  Socil'ti/  (if  New- Snuth -Wales  in  Sydney: 
Journal  and  Proeeedinga,    Vol.  28.    1894.  8**. 

DeparLmcni  of  Mines  and  Agrtculture  of  N.- South -Wal  es  in  Sydneg: 
Annnal  Report  for  the  jear  1894,   1895.  fol. 
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Ohurtatorio  astronömieo  naeiatial  in  TVuu&aya: 

Boletin.   Tomo  I,  No.  22.      Mexlro  ISn.'.  i». 
Anoario.    Aiio  de  1^".U>.    Mexico  1895.  8**. 

Nor^}:c  Vitl>:nsh-,ihs  Selgkab  in  Throndl\)em  (JDwiUheim): 
Skritter  1893.    1891.  8». 

rhyifiludisches  Obsenulvrium  m  Tijlisi 
Beobachtungen  im  Jahr  1893.    1895.  fol. 

Beobachtungen  der  Tenpenttar  des  Erdbodens  in  den  Jahren  188Q/89. 

1895.  &o 

])t  itt<r}i*'  Gesellschaft  für  A'''"/-  7nnl  Vöiherkundc  Ostasiem  in  Tok^: 
MittheiluDgen.    Heft  56  u.  :Suppl  -H.  tt  2  zu  Bd.  VI.    1895.  49. 

Universität  Tokyo  i  Japan): 
Tije  Journal  ot  the  College  of  Scienc«.    Vol.  7,  part  6.    1896.  4° 
Tbe  Imperial  University  Galendar.  1894/95. 

BibiioUca  e  Museo  eomunale  in  Trient: 
Archivio  Trentino.   Anno  XII*  fiisc.  1,   1896.  8**. 

B.  Aecademia  ddle  »denee  in  Turin: 
Atti.  Yol.  80,  disp.  12-16.   1896.  8^ 

B.  Mtiseo  gtologico  in  Turin: 
Essai  sur  Torog^nie  de  la  terre  pir  Fed.  Sacoo.    1895,  b^. 

T^iiirernfrif  Ti'ihinqfn : 
Scbrifteu  aus  dem  Jahre  IbS-i/i^o.    4^  u.  8*^ 

K.  Gesellschaft  der  Wis.icnsckaiii  n  in  Upsaia: 
Nova  Acta.   Ser.  III.    Vol.  XV,  2.    1805.  4«. 

Univcraität  in  Upsala: 
Schriften  der  UniTersität  ans  d.  J.  1894/95  io  4**  a.  S». 

Historisch  Qenootathap  in  Utrecht: 
Bgdragen  en  Mededeelingen.   Deel  XVI.   ^sQravenbage  1895.  8^. 
Verslag  V  in  Je  ^ili^^f  UM  en>'  vergadering  der  leden,  16.  April  1695. 

'*f}ravenhii;^'e  1895.  b". 

Werkfn.    TH.  rcvu'.    No.  T).    sMmvenbage  189t.  8^ 

Pl\)lsiiil<iv<rii  I jihoratorium  der  thmjesciMol  in  UtredU: 
Onderzoekingen.    iV.  Reeks.  III,  2.    1895.  8«. 

Ateneo  Veneto  in  Venedig: 
L*Ateneo  Veneto.  Serie  XVIIL  Vol.  1.  2.  1894. 

R.  Istituto  Veneto  di  eeienee  in  Venedig: 
At«.    Tüuio  52,  disp.  4-9.    Tomo  53,  disp.  1—8.   1893—96.  8^>. 
Memorie.   Vol.  26,  No,  1-3.    1894.  4» 

Bureau  of  Efhuuhijij  in  Wa^ington: 
Chinook  Texts  by  Franz  Boas.    189  t.  8". 

Archeologic  Inveatigations  in  Jamea  and  Potomac  Valleys,  by  Uerard 

Fonke.   1894.  8<». 
Tke  Sionin  Tribes  of  the  Eaet  by  James  Mooney.  1894.  8^. 

189S.  Math.-piiy<.  CI.  3.  3.I 
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IL      Departement  nf  AgricuUure  in  Washitujton: 
Bulletin.    No.  6.    Division  of  OrnitholoKy.    1895.  8°. 

Surgcon  GeneraVs  Office,  U.  S.  Army  in  Washington: 
Index- Catalogue.    Vol.  XVL    1896.  4». 

U,  S,  Coasl  and  Geodetic  Survey  in  Waskinff^: 
BnUetin.  No.  84.   189(.  Bf^. 

UnUed  State$  Gedlogical  Sureep  in  TTmAm^n.* 
Bulletin.    No.  118-122.    1894.  8« 
Monocrraphs.    No  XXIll.  XXIV.    1894.  4«. 
14t»>  aniiual  Report  1892/93.    Part  I.  II.    1893/94.  4'». 

Kaiserliche  Akademie  der  Wissenschaften  in  Wien: 

Denkschriften.  Matlieni.-nfttaririnienaehafd.  Claew.  Bd.  61.  1894.  4fi. 

Sit/.un^sberichte.   Philo'i.-histor.  Clane.  Band  181  and  Begitter  n 

Band  121  —  130.    1891.  8^. 
Sitzungsberichte.    Malhüiu.-pbjäikal.  Classe.    Band  lOS,  Abib.  1, 
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